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� � � �������� �� 	��$�
� �
�I &�RI&(�I�(�� �� t �t'��� � �%�� $It (&&� � �UT� �I�� %�� ��Q%��R�  ���t (Q%� � �(��������� � &I ��R[��R[� �� ��%� &�� UT� �����I�� %�� t �t� $��R�(�� '(�&� (Q%� w Y�

�% ��I�� Q%� &I $��R�(�� '(�&� (Q%� ��� ������ I� &I ���%R�%�� ��� UT� � (& ��s(��� ���(' &� �� ��R�(�� &I ���%R�%�� R�����s�� � I �&�� �( �I�%�� � �� ��%� &�� t �t'��� �� &I
$It (&&� w

��  �%� �� I �� ��%u �' �� �� t ��[���� �(�R(I&��  �%� R���� ��R[��R[� � &I ���t (\�� ��� I ����� I� &�� &� (R(�&� �(�� �� �+� ���� � &I ��R���� � I� &�� &� (R(�&� �(��
� �, ��) �+� -�� w ��� ��t (��� ���� %�(Q%�t ��� ���(�� � &I ��R[��R[� � �%�� $It (&&� � �UT���R(�� �� (t&I����� &I �( �I�%�� �� R���� $It (&&� w ��� ��R����  �%s��� ) � �+.�+ ����
%�(&(���  �%� ��%��� &�� $It (&&�� �� R ���� � & �%�(&(�I��%� �� ������ � � & �I(�� � �%� &I� I � �%�� �( �I�%�� w ~[IQ%� t ��[��� � ��� IsI��I �� �� ��� (�R��s��(���� � &�� �%�(&� � �R(�
:Q%�� ���� &%� �(t&�� � �%�(&(�I�(�� � &%� �I(��� � &%� ��R(� �� ��%s��� &%�  ���(�����
�I�� &�� �� ����� Q% �(&� ������� � �I��(� Q%� &�� �%�(&�  ����I&(����  ��t ������ �� ���R[��R[�� �(� ������ �' �� �� $It (&&�� � �� � ��� t ��(:�� &I �( �I�%�� %�(&(��� w ��%� ��%�
$� RI&(������ (R( �%� &I ��R���� I��R[� � RI� (& ��� ��%s���  ���(' &� �� � �R(I&(��� %� �%�(&
 ����I&(��� � �� t I�(\�� � &% ( $I(�� ��R���I���� %�� $It (&&� �� $I��� � �R(:Q%� w ~ ���� I��u�t&� &� RI� �% &� (R(�&  ����I&(��� ~��Y � � �R(I&(�� �� �T�U�RI���Y � ��\� %�(&(�� �%� ��R���I���� &�� UT� �� ��I��$��� w�I Q%���(�� Q%� ��%� R[��R[��� � ����%��� ��� &I �%(sI��� w
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�I ��R[��R[� �� t �t'��� � �%�� $It (&&� � �UT� ��� &� ��'&\t � �� &I ���R�(�(��
��� ���%R�%��� w ~���� ���R�(�(�� ��(� ���� �%� �Itt ��� ��R(��  �%� �(�R�(t (��� %��
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$It (&&� � �UT� � tI(� �&&� ��(�  �%s�(� �� R�t������ �� �� t ��(:�� $IR(&�t ��� I� %�
%�(&(�I��%� �I�� $��t I�(�� � �R(:Q%� w��%� ����������� �I�� &I ��R�(�� �%(sI��� Q%�&Q%�� �� �Itt �� Q%( ��� ��� ��s��&� ��  �%� �� ����� I% ��'&\t � �� &I ��R[��R[� �� t �t'��� � �%�� $It (&&� � �UT� wU:� � ��sI&%�� &I  ��$��t I�R� �� R[IR%� � ������ �%u � �� %�(&(�� ��%s��� ��%u R�(�\��� � &I
�� �+� +-� �� &I ��,� +*+�+-�w }I� �u�t&� � �% ����� Q%� & ��� ��R[��R[� &%�(�%�� UT��R
�I�� %�� ��Q%��R� � �� Q%� & ��� %�(&(��  �%� R�&I %� &� (R(�& w ~� &� (R(�&  �%� �� ���t�� ��
��%u t I�(\��� �(� ������� � ��(� (& �� ��� R�tt� ��&%�(�� %�� ��%����Q%��R� Q%( � �Is\���� I� ���� %� UT��R � (& ��� I&��� �(�  �% � �R(:Q%� � ��(� (& � �%'&(� � %� UT��R � (& ���I&��� �(�  �% ����(' &� w ��� ��:�(�(��� $��t �&&�� ���� &�� �%(sI���� �

� �R(:R(�� � V P

V P + FP
����(' (&(�� � V P

V P + FN

�� �V
V P ���� &�� ��)+� � .�+-+� � � &�� ��&%�(��� �% &� (R(�& Q%( $��� I��(� ��� UT��R��R[��R[�� �V
FP ���� &�� � )�� �.�+-+� � � &�� ��&%�(��� �% &� (R(�& Q%( �� $��� I� I��(� ��� UT��R��R[��R[�� �V
FN ���� &�� � )�� , �� )-+� � � &�� UT��R ��R[��R[�� Q%( �� $��� I� I��(� ��� ��&%�(���
�% &� (R(�& w

� �� �		�� ���� �� ���"����
��� I�I �I[�� �%(sI��� ��R�(s��� &�� �� �Itt �� �� ��R[��R[� �� t �t'��� � �%��

$It (&&� � �UT� w X�%u  �I���� t ��[����  �%s��� ���� �(��(� %��� � &�� I�� R[�� ������'I'(&(���� �� &�� I�� R[�� ��'I'(&(���� w �%(sI�� & ������ [(����(Q%� � ��%� �������������%� � �I' ��� &I ��t (\�� RI�� ��(� w
� �� �� � ��
���
�� ����%����� �!�����

Z�%� &�� �� �Itt �� ������'I'(&(���� ��� �� R�tt%� � �%�(&(��� ��� I& ��(�[t �� ����R[��R[� �� t ��($� ��s�&� �� �I�� &�� I����� �(;� �% �(<� w UsI�� �� �������� &��&� (R(�&� ����t ��� �(�� � ��%� ��R�(���� �I(��t ��� &�� I& ��(�[t �� ��%��� IR���� w
/ (/ (� (� 6 ������3�2

��%� ������� (R( &�� I& ��(�[t �� R&I��(Q%�� R��R���I�� &I ��R[��R[� �� t ��($� � ��R�tt���I�� I� &�� t ��($� &�� &%� �(t&�� � &�� t ��� w
7������ �� 3��2 �% ����� Q%� & ��� ��R[��R[� &� t �� M = ACGT �I�� &I ���Q%��R� S = ACGG

w v I�($����t ��� � &� t �� M � ��u(��� I� �I�� &I ��Q%��R� w Y� ���
sI�R[� � �( & ��� IRR��� %�� ��*� -+-� -+., �R ��������(�� %�� ��I��$��t I�(�� � �%�� &����� ��%�� I%���� �% � �� $ � I&��� �� �����%s� '(�� &� t �� ��R[��R[� w B�� ��R[��R[� I%���(�I��Q%�&Q%�� �%'��(�%�(��� ����� &� ��t'�� t Iu(t I& ��� ��  ����I& ����� I� & �%�(&(�I��%��
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��� ��%s��� ��$���� � RI� &�� ��Q%��R�� ���� ��\� �I��t ��� R�����s��� � ' R�t�(� R�&&��Q%( R�����  �%� %�� $��R�(�� R�tt%�� w
S& �u (��� %� I& ��(�[t � �(t&� RI&R%&I�� &� ��t'�� t (�(t I& �� �%'��(�%�(��� �����

M �� S � I �&� �+� -),� �� � )

 +,� w S& ��� ��R�(� �I�� &I $��R�(�� � w
������ � � � �����	
���� ��� S : sequence,M : sequence� � ���(��

distance← 0 �
���� �1���

i ∈ [1..|S|] 51 ���
2�

(S[i] 6= M [i])
1���2

distance← distance + 1 �
��������

distance �

�� t ��\&� ������� ��� �s(��tt ��� ��� �(t&(���  �%�  �%s�(� ���� %�(&(�� w Y� �I��(Q%� � �� I%���(�� I%��( &�� +,���-+.,� �� &�� ���� ���� +.,� �� �%R&���(��� I� �I ���� &I ��Q%��R� w �� I �&&� �+� -), � �� ����,�� -�+, ���s%%� &� ��t'�� t (�(t I& �� �%'���(�%�(���	(�����(���	�%����(��� �I �&��� ������� � w ~���� �(��I�R�  �%� �� RI&R%&�� �
& �I(�� � �%� I& ��(�[t � �� �� �Itt I�(�� �'�It (Q%� R&I��(Q%� � I �&� I& ��(�[t � ������&�t I��&%��R[ ��& ;�� w X I�� �I $��t � &I &%� �(t&� � (& %�(&(�� %�� t I��(R� m ���I(&&� (|S| + 1) × (|M | + 1) �� R[IQ%� R�&&% &� m[i, j] �� &I t I��(R� ��� R�� &I �(��I�R� ����s���[��(� ����� S[1..i] �� M [1..j]

w �I �(��I�R� ����� S �� M �� ���%s� ���R �I�� &IR�&&% &� m[|S|, |M |] w � �I& ��(�[t � �� �� �Itt I�(�� �'�It (Q%� �� 'I�� �%� %�� ��R%�����R� �(t&� �%� &� ��t'�� t (�(t%t � �����%�� ����� S[1..i + 1] �� M [1..j + i]
Q%( ���

��(� �
� w &� ��t'�� t (�(t%t � �����%�� ����� S[1..i] �� M [1..j] &%� �s���%�&&�t ��� %���%'��(�%�(�� �( S[i + 1] �� M [j + 1] ���� �(������� �! w &� ��t'�� t (�(t%t � �����%�� ����� S[1..i] �� M [1..j + 1] &%� %�� �%����(��R����� ���I�� � &I �(�I�(�(�� �% �%R&���(�� S[i + 1] �# w &� ��t'�� t (�(t%t � �����%�� ����� S[1..i + 1] �� M [1..j] &%� %�� (�����(�� R���
��� ���I�� � & �II�(�(�� �% �%R&���(�� M [j + 1]

w
��� RI� �� 'I�� �� & �I& ��(�[t � �� �� �Itt I�(�� �'�It (Q%� R����� ������ I% RI� ��
S[1..i] ��� R�tI�� Is�R &� t �� �%& ε �&I �(��I�R� ��� (R( i� � �� I% RI� �� M [1..j] ���R�tI�� Is�R ε

w � �I& ��(�[t � ��� ��R�(� I� &I $��R�(�� ! w
B� �u�t&� �� t I��(R� � �� S = ACGTAC

�� M = ACTAA
��� ����� : %�� ! w� w �I

t I��(R� �� �� �Itt I�(��  �%� I%��( ��%� $�%��(� %� I&( ��t ��� �� M I� �I ���
�

S �  ��R� � &I �� R��%�� # ����	
� w �I ��IR� � �%�� t I��(R� �� �� �Itt I�(�� �'�I�t (Q%� ��s\&� & �I&( ��t ��� ����I�� &� R��� ��(t I& � R�tt� �%� &I : %�� ! w� w U (��( � �I��& ��u�t&� ��R����� � &I ��IR� ��� �
(

A C G T A C

A C − T A A

)

� �I& ��(�[t � �� ����&�t I��&%��R[ ��� '(�� R���% � �� (& �u (��� &%�(�%�� ��(t (�
�I�(��� �� R�� I& ��(�[t � w ��  �%� ��%� � �I' ��� ��t I�Q%�� Q%� &I ��R%����R� �� & �I&�
 ��(�[t � �� �� �Itt I�(�� �'�It (Q%� � �%�(&(�� Q%� &�� ��%u ����(\��� R�&����� ��%
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�
�
 ����
 ��S : sequence,M : sequence� � ���(������ �1���
i ∈ [0..|S|] 51 ���

m[i, 0]← i ����� �1���
j ∈ [1..|M |] 51 ���

m[0, j] ← j �
���� �1���

i ∈ [1..|S|] 51 ���
���� �1���

j ∈ [1..|M |] 51 ���

m[i, j]← min



















m[i− 1, j − 1] +

{

0 �( M [i− 1] = S[j − 1]

1 �(���
m[i− 1, j] + 1
m[i, j − 1] + 1
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' �� ( ! w� V �I t I��(R� �� �� �Itt I�(�� �'�It (Q%� RI&R%&I�� &I �(��I�R� �� ��s���[��(�
����� S = ACGTAC

�� M = ACTAA
w B�� ��IR� ��� (��(Q%�� I� &�� �\R[�� � &I ��&%�(��

��� ��RI���� w
������ = � ���	
 m : matrice� � R[I��� �� RI�IR�\���

trace← ε �

i← |S| � j ← |M | ��1� ���
((i, j) 6= (0, 0))

51 ���
2�

((i > 0) ∧ (m[i, j] = m[i− 1, j] + 1))
1���2

trace← trace &

(

S[i]
−

)

�

2�� 2�
((j > 0) ∧ (m[i, j] = m[i, j − 1] + 1))

1���2
trace← trace &

(

−
M [j]

)

�

2��
trace← trace &

(

S[i]
M [j]

)

�

��������
trace �
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' �� ( ! w! V v I��(R� �� �� �Itt I�(�� �'�It (Q%� � & ���(t (�I�(�� �� RI&R%&� I� &��
RI���  �(���� w

&( ���� �� &I t I��(R� w S& ��� I&���  ���(' &� �� ���R����� &I R�t&�u (�� �I�(I&� � O(|M |)
�% O(|S|) w ��  �%� %�(&(��� I&��� & �I ��(�[t � �� � (��R[' �� �� (�;"�  �%� �����%s�� &I
��IR� �� & �I&( ��t ��� w

�( & ��� R���I�� �� &%� &� ��t'�� tIu(t I& � �����%�� k
Q%� & ��� � �I%���(�� � (& ���

 ���(' &� � �%�(&(��� %�� I%��� ��(t (�I�(�� � Q%( ��� �� $I(� %�� �(t&(:RI�(�� �� �B��<#� w
~���� ��(t (�I�(�� s(��� �� & ��'���sI�(�� ��&�� &IQ%�&&� ��%�� R�&&% &� �%� &I � (I ��I&�
�(�R(I&�  �%� I% t (�%u ���� &� R��� � �%� I&( ��t ��� �I�� (�����(�� �( �%����(�� � ��
���R  �%� ������ %� R��� �%& w Z�%�� R�&&% &� �%� %�� I%��� � (I ��I&� �� &�  �%� I� � ��
����� %� R��� ��� �%& �R$ w : %�� ! w!� w X �%�� tI�(\��  ����I&� � ��%�� R�&&% &� �(�%�� �%�
&I i�\t � � (I ��I&� ���� (� %� R��� I% t � (�� � I& � i

w � �I& ��(�[t � �� I�R�%�� ���R Q%�

&�� 2× k + 1 � (I ��I&�� I%��%� �� &I � (I ��I&� �(�R(I&� w
~���� �'���sI�(��  ��t �� �� ���%(�� &I R�t&�u (�� �I�(I&� � O(k) � �� &I R�t&�u (����t ���&&� � O(|M |k) �% O(|S|k)

w S& �u (��� '(�� � �I%���� ��(t (�I�(��� � tI(� ��%� ��

&�� ���I(&&����� I� (R( w
S& ��� � ����� Q%� & �I& ��(�[t � �� ���� &�tI��&%��R[ ��� I%��( ��%s��� %�(&(��  �%�

�Is� (� �( &I ��Q%��R� M  �%� � �II�(�� Is�R &� t �� M �� $��tI�� %�� [�&(R� w S& �%� �
I&��� �� ��t&IR�� &I &( �� �

�( S[i− 1] = M [j − 1]

I� �

�( (S[i− 1],M [j − 1]) ∈ {(A,U), (U,A), (C,G), (G,C)}
S& ���  ���(' &� � �������� &�� I& ��(�[t �� ��R������ I% RI� �� &I ��Q%��R� ��� %�

I&( ��t ��� w �( &I ��Q%��R� S ��� R�t ���� �� &%�(�%�� ��Q%��R�� s1
� s2

� s3
I&( ���� �

(& ��� I%��(  ���(' &� � �%�(&(��� & �I& ��(�[t � �� ���� &�tI��&%��R[ Is�R R�� I&( ��t ��� w
�% ����� Q%� & ��� I(� �

S =





A C G T

A G G T

A T G A





I&��� � ��  �%�  ���� S = ABGW
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S → S1S10

S1 → G2

S2 → G3

S3 → P4

S4 → P5

S5 → P6

S6 → G7

S7 → G8

S8 → G9

S9 → ε
S10 → D11

S11 → P12

S12 → P13

S13 → P14

S14 → G15

S15 → G16

S16 → G17

S17 → ε

G2 → AW2

G3 → CW3

| GW3

P4 → CW4G

P5 → GW4C

| CW4G

P6 → AW5T

G7 → AW7

| GW7

G8 → TW8

G9 → CW9

| GW9

| TW9

D11 → W11C

. . .

�) � *& �.&�� &(.# ��.$ '��%#�%#
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M :

(

A C G T
)

A G G T

A T G A

A :

A 100 % 0 % 0 % 33 %
C 0 % 33 % 0 % 0 %
G 0 % 33 % 100 % 0 %
T 0 % 33 % 0 % 67 %
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��� � �� ������	�	�� ��� M = *+ ,* �����
� ��� � � ���		�
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�
� �� 100 % × 33 % × 100 % × 33 % ≈ 11 %
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S → S1S10 (100 %)
S1 → G2 (100 %)
S2 → G3 (100 %)
S3 → P4 (100 %)
S4 → P5 (100 %)
S5 → P6 (100 %)
S6 → G7 (100 %)
S7 → G8 (100 %)
S8 → G9 (100 %)
S9 → ε (100 %)
S10 → D11 (100 %)
S11 → P12 (100 %)
S12 → P13 (100 %)
S13 → P14 (100 %)
S14 → G15 (100 %)
S15 → G16 (100 %)
S16 → G17 (100 %)
S17 → ε (100 %)

G2 → AW2 (100 %)
G3 → CW3 (33 %)

| GW3 (67 %)
P4 → CW4G (100 %)
P5 → GW4C (67 %)

| CW4G (33 %)
P6 → AW5T (100 %)
G7 → AW7 (33 %)

| GW7 (67 %)
G8 → TW8 (100 %)
G9 → CW9 (33 %)

| GW9 (33 %)
| TW9 (33 %)

D11 → W11C (100 %)
. . .
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������� �� ��	� �������� ����� �� � �������� x3

�� x4
� ���� ���� � �� ����� x13

�� x14� ������ ����� ������������� �� ��������� ������� �� ���� �� � ������ �� ��������� 
� ���� ����� �������� � ��������� �� �  ���� �������������� �� ���� ��� ��� ������������
����� �� ���� ����� � ��� �� �� � ��� ��� �������� � �� ������� ��������� � ���� �, ������
� ��������� ����� � � ��� ���� ����� �� ��� ������ � ������� �� ����� ���� �� ���������� �
� �� �� ����� ���� ��� �� ��������

 ������� �	��� ��� ��� ���������������� �� ������ ��� �� � ������ ��� ����� ��� ��
�������� �� ���� �� � ������� �� �� � ��� �  ���� ��� ������ � ��� �� ��� �� � � �����
��� ��� � � ���������� �� ���������� , �� 	 ���� ��� ��� ��� ������ � ���� ����� ��
���� � ���������� � �� �� ��� � � ��� ��� ������� �� ���� ���� � �� � ��� �� ������ ��� �����
��� ����������� �� ���� � ���������� �� ���������� , �� 	 ��� ���� ��� �� � ����������� ���� �� ����� � �� �� � ��� ��� ���������� � � ��� ����� ������ ��� � �� � ��� ��� ������
��� � ���� ������ �� ��� ���������� ����� �� � �������� x1

�� x2
� x5

�� x6
� �� x11

�� x12��� �������� ��� ����� � � ��� ����������� � ��� ����� ������ ���� ��� ��������� �
�� ����� ��� ��� �� ��������� ����� �� ��� ������ ���  ������������ ������������� �

���� ����� �� ���� � ���������� � �� �� ��� �� ������������ ������� ���" �� ����!#
�� ���� ��� �� ����� �� ������� � � � ��� �� ����� �� ����� ������ � ������� ������������ �
������� ��� ������ ���������� �� ����� ����� �� ( �������� �� ������ ��������� �  ��
������������ �� ���������� ���� �� ��� ��� ��� �� ��"�$% ��� � ���������� � �� ��� � ����
� ���� � ��� ���� ��� ���� � ����� � �� � � ��� ����� ������ ��� � � � ������ �� ��� ���� ��� ��� ,* �� �
,* ���� �� ���� ���� � ��� ��"�$% � � ��� �� �������� �������� � � ��������
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� GH � � �� I 
�� �� ������� � ������ �

��� ������������ �������������� ����� ��� ��� � ��� � � ��� � ������� ��� ��"�$% � ���
���� ����� ���� �� �,�� ��� � � �� � � ��������� �� ���������� �� ������� ���� �� � ���
��������� ���� � ���� � ��� �� � �� � ��  ������� ��� �+ � ��������� * ���� � �
��������� , � ��� ���������� �� ���� ���� � ������� �

�� ������� ��� ��� �� ��������� ���� ��� � ��� ������� � ��� � �� �  ��� �  ������ �
� ��� ������� � ��� �������� ��� ������� ��� ���� �� ��� ���������� � �� ���������� �� ��
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� GH � � �� I �� ������ �� ��"�$% � �� ������������ ���������� ���� ��������� �� ������
����� � �� ������������ �������������� ���� ��������� �� � � ������ �
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� ��� � �������� � �� �� � ��� � ������� ���  ������� ��� � �� ��� ���� �� ���������

�� ���� ��� ������ ������� ���  ��� ����� ��������  ������ � � �� ���� ������� ��� �����
�� ���� ������ � � �+  ��� �� ���� ���� ��� ������� � ���� ��� �������� � �� ������ ����
�� �������� � ��� ��� ���� � � ������� ������� ����� ���� ������ ��� ���� �� ��������� �
� ��������� � ���� ��� �� ���� �� � �� ��� ��� �� ��������� � � ��� � ��� ��� ��� �������
����� ���� ��� ���� �� ��������� � � ��� ������ � ��� ������� ��� ��������� �� �����
������� �

� ���  ������� ��� � ����� � � �� ,* �� �
,* � � �������� ��� ����� �� � �������� x8
��

x9
� � �� ���� ��� �������� �� ���� ������ � � �+  ��� �� � ��� ��� � �� ����� ������������� �

������� �� � �� �� ����� �������� � �� ���� �� ���� ����� ���  ��� � ��� �� ������ �� ���
������ ��� ��� � ���� �� ��� � �  ���� ����� ��������������� ���  ��� ���� ��� ����  ����� ��� �� ��������� � �������� ��� � � ���� � ���� � ��� ���� �� � � �� ���� �� �������� �����
�� � �������� x8

� x9
� ���� � ���� ����� ����� ��� �� �� � ���������� ���������� �

� �� �� �
�� ���
�

���� ����� ������ ��� ��� ���� ��� ��� ���� �� ��������� � ��������� �� ����������
��� �� � � ��� � ���� � ��� � ������ ��� ���������� �� ��� �� � ��	� �������� ����
�������� �� ���� �� �� � ��� � ������ ��� ��� �� � ������ � ������������ � ��� �� �� �����
����� � � ��� ������� �� � ����� � ��� � ���� � ����� � ���� ����� ���� �� �������� ��� ����
�� ���������� ���� �� �������� �	� ������ �� �� � ��������� ��� ���������� ��� ���� ������� � ����� ���� �������� � ���� ������� ���� �� ��� ������ ����������� ���� ���
� ���� ���� � ��� ������� �� ����������� � ��� ������ � �������� ������ ��� �� �����
��� ��� �� ��������� �

���� ����� ����� � ��� ����� �������� ����� � ������ � �� ���� ���� ��� � �������
��� ������� ���� �� ��� ���� �� ��������� � ���� � ������ ����� �� �������� � ��������� ������� �� ������� �� ������� � �� ��� ����� ��� �� ������ � ������ � �������� � �� �� �
���  ��� ������� � ���� �� � ��� �� �� ������ � � � ���� � ������� ���� ��� ������ �
�� �� ������� ��  ��� ��������� ������� ��� �� ���������� � ������������ �� ��� ���������� �
�� � ���������� ��� � ������� �� � � ��� � ���������� �������� �� ��� ������� �� � ��"��
������� ����������� � �� �� ��� � � � ��� ���� ����������� � ���������� ��� ������� �������� �
��� ����� ��� ������ � �� ��������� � ��� ����� ���� ������ ���� � � ���� ��� �� � ������
� ��� �� ������� � ����� � �

� ��� ���� ��� ���� ��� ������� ������ �����  �������� ��� ���������� �������� � 
���
� ��� ��� � � ��� ���� ��� � ��������� �� ���������� � ��	� � ���� ������������ ��� ��
���� �� � ������ � ���� � �� � ��� �� �� ���� ��� ������ � � � ��� � �� �� ����� ��� ��
��� ���� � ���� ��� �� ����������� ���� ���� ��� ���������� � ��� ������ ����� � ��� ����� �
�  ������ � �� � �� � ������� �� ���� � ��� � �� � �������� � � ������� �� � � �� ����������
���� ��������� �� � ����������� ��������� ��� ������� � �� ���� ����� ��������� �� � ���
��� ���� � � �� �� ���� � ������ ������ ������� ��� � �� � ���� ���� �� �������� � �� ������� ��
���� �� � ������ � ���� ��� �� � � �������� ��� ���� ���� ������ � � ���� ��� ������� � ����
�� ������ ��� � ��� �� �� �� ������ ��� ���������� �������� �� ������ ��� ������ ��
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� ������������ ��� ����� ����� �� ��� ������ ���� � ��� ��� � � ���� ���� �� � ��������� �
������� � �� ���� �� ������ ��� ������ ����� � ���������� � �� ����������� � �� �������� ��
������ ��������� �
� �� � ��K ��
O� ���

� ��� �� ����������� ���������� � ���� ����� �� ���� ��� � ��������� �� ������
����� � ��	� � ������ �� ������ ���� �� ��������� � ���� ���� �� ���������� � ���� ����
��� ������ �� � ��� � ������ � ��� �� � �������� ���� � ��� �������� � ��������� � ��� � ����
���� ��� � ������ ���� ��� �� ������� �� ����������� ��� ��� ������� � ��� �, ������ �����
�0��� � ���� ������������ ���� � ��� ��� �� ���� ���� � � ���� ���� ���� ������  ���������
������� �� ���  ������ � �� � � � �� ��� � �� ����  ������ ��� ������ ��� �� 
������ ������
�� ����� �
� �� � � ����� �� �
��������
� �� �� �� � ��� �� ���
� ��� �� ��� � �� �	
 ������� �� ����������� �� * �� �� ��� 
��� �� ���" �	� 〈X ,D, C〉 �� �

� X = {x1, . . . , xn}
	
� � �	�
	 ��	 -	
 n ������ �� -� " ����/ 	 �

� D = {D1, . . . ,Dn}
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��� ����� � 	� "�� %���	����� d = maxi∈[1..n] |Di|
�

� C 	
� � �	�
	 ��	 -	
 e ����������� -� " ����/ 	�
*��#� 	 %������� �	 c ∈ C "���	 
�� �� %	����� �� ��	 -	 �������	
 -� " ����/ 	

var(c) =
{xi1 , . . . , xir}
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� �� 	%������ � ���� ������ � xi
��� ��� ����� {(xi, vi) : vi ∈ Di} � ��� ������ ���

����� xi ← vi
� !�� �" �������� ��  ������� � X ���  ������ ��  ��"�������� ��� ������ ��

�� X � !�� �" �������� �����	 ���  ��" �������� �� ������ �� ������ �� �� ���� �� � � ���� ��
�� ���� �" ������ "����	� �	 �� ������ ��� ����������� ��� ������ �� ������ �� � � ������� �
��� �" ��������� � ����� �� ��  ������� � ��� ������ �� X ��� ���� `(X) ��� ������ � " ��# 	%���� � ���� �" �������� ����� a = {x1 ← v1, . . . , xn ← vn} ���
 ������� � X = {xi1 , . . . , xim} ���  ��" �������� ������� {xi1 ← vi1 , . . . , xin ← vin} �� � ��� ����� a[X] ��� � �� ���  ��" �������� a ∈ `(var(c))
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$ ��� c �� a ∈ c � � ��� ���� �� ����� ci� ���������� ������ �� �������� ��� � ������ �� �� � ������ ��� ��� xi
� �� cij

� ����������
� ������ �� ������ �� �� � ������ ��� ��� xi

�� xj
� ���� ���� ����� ���� Ci  ������� � ���

����������� � ������ i � �� C+  ������� � ⋃
i>1 Ci ��� ��� �� 
� �� ���� �� ���� �� � ��� �"�������� ����� ��� ��������� ������ �� ����������� �� �� ���� ��� ��� � � ���� ��� �"�������� a ∈ `(X ) ��� ��� ∀c ∈ C, a[var(c)] ∈ c � !�
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 �� ������� �� ����������� ���� ���� ������� � ��� � ������� ��� ���� �� �� �������
�� � ��������� �� ���������� � ���� ��  ������������ ��� �  ����� ����� ��� � ����� � ��
����� ������ � � �� ����� ���� ������� ��� �� ����� �� ��� �� ������ ���������
��� �������� �� �� ���� ����� �� ����� �

 �� ������� �� ����������� ��� ��� ������� � �������� �������� � ��� � ������� ���
���� �� �� � �� �� ����� ��� �� ���� ���� �� �	�� #� � �������� � �� � ��� ������ � � �� ����
� �� �� �� ������ ������� �� ��������� �� ��������� ��� #� � ��	#�� � �� � �����������
�� ��������� ���������� � ��	� ����� �� � �� �� ������ ������� �� ��������� ���������
� ��	� ��
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S1 = {xp ← n, xi ← n, xc ← n, xpc ← b, xto ← r, xe ← j}
S2 = {xp ← n, xi ← n, xc ← n, xpc ← b, xto ← r, xe ← r}
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������� ��� ��%� ���%� � �� ���������� � ��� ��� � �� ��������� ��� ���� ��� ������ � � �����
�� ���� ����� �� ��� ��� ���� � � � �" ���� � ������ � � ����� ����� � � � ����� � �� �����
�"�������� � �� � ��� ���������� � �� � ���� � ��� � ���� �� ��� ���� ��� ������ ����� � ��
�� � ���� ��� � ��� �  ����������� ��  ������ �������� �� ��� �������� ��� ������ ������ � �
�� ������ �� ������ �� ���� �" ������ � �� ���  ��� � �� ��� ������� � ������������ � ����
�� � ��� �� ����� � �� ������ �� ������ � ���� ������ � ��� ��� ������� ���� ������� ��
�� ����� � ���� �� ������� � �� �������������� � � �������� ��� ���  ��� ��� ���� � � ������ �
���������� �� �� �� �" ���� ��� ����� ����� �

�� ��� ������ � ���� �� �� ���	 
�� 	 ��� ����� �� ����� � ���������� � ��� �������� � ��
��������� �� �� ������ ���� �� ������� �� ����������� � � ��������� � ������ ��� ������
����� � ��� ����� �� ���������������� �
� �� �� �� �  %�� ��&' !" �! �  ���%!"

��� �������� �� �� � ����� ���� ��� ������ ��� ������� ���� �� �� ����� �� �����������
� ��� ���������� �� �� ������ ��� ������� ��� �

!� �������� � �� � ����� ��������� � �� ���� �� � �� �� ���� �� � ��������� � � �������
� ��� ����� � � �� � ������ � �� �� ����� � �� ������� ���� �� � �� �� ���� ��� ��������
���� � ���� �� ��� ����� � ��� ������ � ������������� ��������� ���� �� � ����� �����
���� �� �� ���� ������ ��������� � �� � ���� �� � ������ ��� ���� ���� ��� ���������� �
���� �� ���� ��� � ���� �� � � ����� ��� ��� ���������� � �� ���������� � � ��������� ��
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� �������! � � ��� �� �� ���	 
�� 	 �� �xi ∈ X ����� '�!
(Di 6= ∅) ����!

vi ← � �	 �(Di)
�

!""��!�
��� �� �� �� ���	 �	 �� ���() �

xj ← 
 �	 � �� ������ 
�() �
��� �� �� ���	 
�� 	 ��(xj)

�

Di ← Di \ {vi} �

��������� � ��� � ��� ������� � ��� ��� %�� ��	� %	 - ���% � ������� � �������� ��� ������
��� �� � ��� ������ ��� �� ���������� ��� ���������� �

�� ��������� �� ��������� ���� ��� ������� � �������� ����  ������ �� ��������� � ���
�������� �� �� � ����� ���� ���� ����� ����� �� ����� ������ �"�������� �� ������ � �
!� �������� � �� ��������� �� �� ������ ��������� �������� ��� � ������ �� � �����
��� ������ ���� � ����� � ���� �� �� ���	 
�� 	 ���� � ��� ����� ���������� ��� ���� ��� � �
��� ������ � ��� ��� ������� �� �� ������� ���� ������������ �� �� �� � ��� �� � ����� ������� �� � �� ��������� �
� �������! � � ��� �� �� ���	 
�� 	 ��� �xi ∈ X ����� '�!

(Di 6= ∅) ����!
vi ← � �	 �(Di)
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xj ← 
 �	 � �� ������ 
�() �
��� �� �� ���	 
�� 	 ��(xj)

�

Di ← Di \ {vi} �

!�� ��� ���������� �� ��������� ���� �� ��� ������ ���  ��� ������ �������� �
�� ������ �� ����������� ��� � %�� ��	�%	 -	 ���- � � � � ��� ��� ����� ��-	 %��
�
 �	�%�
�� � * �� ����� !
� ��� �� ��� � �� ��	 �������	 xi

	
� ���-�%�� ��	��	 
� �
� ∀vi ∈ Di, vi ∈ ci
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���������� ��� �� ����������� ������� �� ��� ������ ��� ���� � ���� ��� � ��� � � �������
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 �"" ��%����� -	 �� %�� ��	� %	 -	 ���- �� " ����/ 	� �� � �	 " ����/ 	
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 .��	 � �� �

�� ��������� � ���� � � � � ��� ��� ����� ��% %��
�
�	�%� �� � * ��� � ��������� ��
��������� ���� � ��� ������� ���� �� ������� �� ����������� � � � �� ������ �� �� ������ �������� �� ����� !
� ��� �� ��� � �� ��	 �������	 xi

	
� ��%�%�� ��	��	 
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� ∀c ∈ C, xi ∈ var(c) ⇒ ∀vi ∈ Di,∃a ∈ `(var(c) \ {xi}), a ∪ {(xi ← vi)} ∈ c �a 	
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	� �� %������� �	 ����� xc
�

xto
� �� " 	� � ���� #�	� " ��� � �� "���	 #� 	� �	 ���	�� -	 xto

�
�� %������� �	 ����� xto

�
xc

� ��%%	" �	 "�
 �� ���	�� (xc ← r)
� *	��	 ���	�� � 	 "����%�" 	

-�� % � ��%�� 	 
� �� ���� -� " ����/ 	 	� � ��� " 	� � �� 
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 .��	 � ��� �� � �	 " ����/ 	 -�%��� -��
 �� 
 .��	 � ���

� �� ���� ��� ��� ����� � ��������� �� ��������� � ��� ��� ��� ����� �� ������� � ������� ��� ������ �� ��� ����� ��� ������ �� ���� ������ � � � ��� �� �� � �� �%�� ��	�%	 �������
���� ��� ����� �� �%��
�
�	�%� � �  ���� ��������� ���� ��� ���  ��� � ����� �� ����� ����
��� �� ��� ����� �  ����� ��� ���� Di

� ��� ���� ���� ����� ���� � �� �������� � Ii
�

���� � � ���� �� �������� ��� ���� �� bii
� �� � � ���� ��� ������� � bsi

� �� ������������
� ���������� � � ��������� � ���� � �� �� � ���� �� ��� � ����� �� �� ���� ���� �� ���� � �����
��� ��� ����� � � �� ���� ��� ��� !
� ��� �� ��� � ��

xi ∈ X
� �� Ii = [bii..bsi]

� 	
� �� �%�� ��	� � 
�

∀c ∈ C, xi ∈ var(c)⇒(∃a ∈ `(var(c) \ {xi}), a ∪ {(xi ← bii)} ∈ c)∧
(∃a′ ∈ `(var(c) \ {xi}), a′ ∪ {(xi ← bsi)} ∈ c))
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 �	� �����
�� �� ��� �  ��� �� � �� � � � ��� ���
� ������ � �� � �� �� � �� ��� ������ ��� � ���������� ����� ��� �� � ��� � ��� ��� �����

� � �������� �� � ��������� �� ���������� � � ������ �� ��� � ���������� � ���� ���
���������� ��� ��� ���� ����� � �� ���� ���� � ������� ��� � �������� ����� �� ���� ����
����������� � � ������� � ��� �� ������� �� ����������� � ���� ���������� ��� � � �������
���� � �� ������������ ����� ��� �� �������� ������ ��� ��� ���  ������ � �
� �� �� �� � ���  �"�� ���

� ������ � �� � � � �� ��� � ����� ���� ������� ��� � ��������� �� ���������� � ��	� !
������ �� ����+# 	� � ���� ����� ��� ��� � �������� � 
���� ��������� � ��� �� ������ ����
�� � ��� � ��� �������� ��������� ���������� � ��� ������ � ��� ����� �� ������ ��� �� ����� ��� � ��� ���� � ��� ���������� ����  ��� ��  ������ � � ���� � ���������� ��� ���������� ��
��������� ��� ���� � ���������� ���� �� � ��� ��� ��������� ����� ��������� � !�� �� �����
��� ���� �� ������ � �� � ��� ��� ���� ������ �� ���������� �������� ���� � ��������� �
�� ���� ��� ���������� ������ �� �� ��� � �������� !

I � ������� � ��� � �� �
I � � ������� ����� ���� � ��� �
I � ������� � ��� � �� �
I � � ������� � ��� � �� ��� ���� ��� �� ����� �� � �������� �
I ��� ����������� ����� � ��� � ��  ��� � ��� � ��������� !



� ������� ���� ��

I � ���� ��� ���� � ��� �� ���� ���� �� �� � � �������� ��� ����� � � �������� �������
������� � ����� �� �

I � ���� ��� ���� � ��� �� ���� � ��� ���������� ����  ��� ��  ������ �

������ � ��������� �� ���� ���� � � � ��������� �� ��	� � � ���� ( �� � � !� ��

�	� � ��� �� ������ ���� �� ��� ����� �� ���� ��� � ��� �� � ��� ��������� �,* � �
,* �
*	* � � �� ��� ��������� � !� ����������� � � �������� ��� ��� ��������� ������ �� �� ���� ��
������� �  ��������� � ��������� ���� ���� � ��� ! ���� � ���  ������ �� �� � ��� ������� �� �������� � �� ���� ���� � ��� ��� � ��� �� ������ �������� � �� α � ε � ��� �����������
���� �� ��������� !

I � �� ���� ��� ����� ����� α �� δ � �� ��� �� ���� � ����� ������	� 
��(α, δ) �I �� ���� ����� ��� ���� ����� ����� ����� ��� ��� ���� ������� ����� ���� �� ���� �
�� ��� �� ���� ����
��(α, [7..8]) �� ����
��(δ, [7..8]) �I � ������ � β ��� � � �� ,* � �� ��� �� ���� ��
�� ��	(β,GA) �I � ������ � γ ��� � � �� �
,* � �� �� ��
�� ��	(γ,RUGA) �I � ������ � ε ��� � � �� *	* � �� �� ��
�� ��	(ε,ACA) �I �� � ��� ������� �� ������ � � ������� ���������� ����� � ����� �� � �� α �� �
����� �� � �� β � �� ��� �� ���� � ����� �
(α, β, [15..17]) �I �� ������ ����������� �� � ������� ���� ��� ������ �
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α = CCGCCCG, β = GA, γ = AUGA, δ = CGGGGCGG, ε = ACA
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��� ������� ���� ����� ���� ������������ � ����� �� � �� ���� ���� ������ � ��������� ����� �� ���� ���� ����������� � �� � ������� ��� �� �	� � �� ��� � ��� �����������
�� � �� �� ���� ������ �� � ��� ���� ��� ����� �� � ��� �� ���� �� ����������� ������ ��
������ � � � ������ ��� ������ � �� �� � ��������� �� ������ ��������� � � ������� �
����� (ni, pi)

� ��� ������ �� ������� ������ �� �� ���� �� � � ��� ������ � ����������
��
�� ��	(β,GA) ������ ���� ������ ��������� � � ������� ��� ���� (n1, p1)

�� (n2, p2)
�

�� ���������� �� � ���������� � ��������� ��� ��� ������ ����� ���� � � �� �� ����������� !
n1 = G, n2 = A, p2 = p1 + 1
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����� �� � �������� �� ����� �� �� �� �� � �� � ����� (dα, fα) �  ����� � ������� ��� ����
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���� ������ �� ������ �� � � ���� � � ���������� ��
�� ��	(α,RUGA) ��� ���� � ����������
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�� ��	(dα, fα,RUGA) � ��� ��� ���������� ������ S[dα, fα] ∈ {AUGA,GUGA} � �� S ���
� �������� ����� ���� � ������� � �� �� S[i..j] ��� � ������������� �� S ���� ������ �
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� GH � � �� I ������ � ��� ����������� � �������� � ��������� � ��� ��	� � �� �����
������ ���� ��� ����������� �� � ������� � � ������� � �� ������ � ���������� ��� ��� ����� �
�� ������� �� �� � � ������ ���� ��� ����� � �� ����������� �� � �� ���� ������������ ���
��� ������� �� �� ������ �������� � � � �� � ��� �� � ����� ����� �  ���������� �

���� ��������� ������ �� �
���� �� ����������� �� � �� � � ������ �� �� ��� ������� � � ��� � ����� � � ��������� ���

������� � �� ������ � �� �� � � �������� �� �� ���� ���� ������ � ��� ������ ���������� �
����� ��� � ��� � � �������� ���  ��� �������� ������� ! ��� ���������� ����� ��� � �� ����
���������� � ���������� � ������������ �

 ����������  ������� �� ��	� � � ���� ( �� � � ���� �� ������ ��� ��� ����� ����
� ����� � �	 � �� � ��� ���� ���� ��� �� ��� ���� �� ��������� ��������� ����  ������ � ��
������ � ��� ,* � �
,* � *	* �� 
� ��� ������� ����� ����� ��� � ���� ��� �� � �� ��
���� ����� � ��� �� � � ������� ���� � ���� � � ���� ����� ��� ���������� ��� ��� ���
�� ��������� � ����� �� ������� �� ������ �� ��� ���������� ! ������ � ��� ������ ����� ��
����� � �� ��� ��� � �� �  �� ���� ����� �� ������ � ��� � ��� ���� ���������� ���� � ���
� ����� � �� �

� �� �� �� ��  �� ���"
!�� �� ����� ��� ��� �" �������� ����� � � �������� ��� �� � ���������� ��� �� ������ �������� �� � ��� ���� ���� ������ �� ����������� � �� ������ �� ����������� ���� ����������� �

� ���� ��� ���� �� ��� ���� �� ��������� �� ������ ������������ ��� � �������� � �� ����
���  ��� � � ��� ��� � ��������� �� ����� ��������� �

!�� �� �� �� �� ������ ������� � ������ �� ����� � ��� ���� ����������� ���������� ���
���� � ��� � ����� � �� �  ����� �������  ������� �� ��	� � � ���� ( �� � � ��  ��� �
����� � � ���� � ������ �� ����������� ���������� ��� � ����� � �� � ���� � ����� � ��
� � ��-����	�
�
 ���� � �������� ��������� � �� ��� �	� ��� ���� � �������� ��� � �

� �� �� �� �' # ����� ���

�� 
������ � ����� ������� � �� �� ���� � ���� � � ���� � ��������� � � �����
������ ��������� ��� ������� � �� �� ���� �� ����������� ������ �� �������� � �� ��� �
�������������� ���� �������� ��� � ������ � ��������� � ������������ ��������� ���� �
���������� � �� �	 �� � ��� �������� �� �� � ����� ��� ��� ������ � ��� ����� ���������� ��
��� ���� ��� ��������� ����������� ��� � ��������� � ��������� �
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� GH � � �	# I !� �	� �� ��������� � ��� �� ����� �� � ����������� � �� ����������
��������� ���� �� ������� �
� �� �� �� � �"�  ���"

��� �� � ������  �������� �� �� ���� � �� 
������ � �"����� ���� � ��� �� ���� � 
���
� ��� ��� � � ���� ��� ������� ��� ������ ����� �� ������� � ������ ��� 	��� �� ��( �# �
�� ��� � ������� ������� �� 	��� ���� ����+# 	 � � # 	� � ��� ���� ����� ���������
���� � ���������� � �� �	 �� � !�� ��������� �������������  ��	� �� ��������� ���� ����
���� ��� ��� ������� ���� � ����� � �	#� ��� �������� ���� ��� ������� ������������ ��
� ��� ������ ��� �� ����� �  ������ ���� ������� ������� � ��� ��������� �� �	� � ���
����� �� � ��
%� 	��%� �� %� �� �� �� )�%%���� �%	
 %	�	��
��	� � ����� �� � ���� � � ���� �
����� � � ���� ��� � ��� ������ � ����� �������� ��� ����� �� ��� ���� �� � �� � �����
�� �������� ��� � ��� ������ ��� �� ����� �� ��� �� � �� � ������ �� �� ������� �

!�� ����� ����� �� ����� � ������� �� ���� �
����#� � � � ��� �"������ � ��� �������
���� � ������� �	� ����������� � � � �������� �	� ��� � ������� ��� ���� ���� � ���� �
�������� ��	� � � ���� ( �� � ���������� ��� ����� ���� � ����� � �� � 	�����%�%%�

# ����
%� ��� ��� ������ � � �������� �� ��������� �������������� �� � ���� � � ��� � � �� �
� ������� � �� ���� ����� � ��� ������ � ��� �� � ��������� �� ��	� � � ���� ( �� � �
 ��� ��� � ��� ����� � �� ��� ��� ���� ��� � �� � ������ �� ���� ����� ���� ���� � �� � ���
�� ��	� � � ����  �� ��������� ���� � ����� 	 �� �� �� � � � ��� �� �� ����� ��� ��� ��
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� � ��� ���� � �� �������� �� ����������� � ��� �� ������ � ���������� �� �� ���� � ��
	� ��� � ���#�� ��� ��� ���������� ���� � �"������ ����� �� � �������� ���� ��� ��� ���
����� �� ������� � ����� �� ����������� �  �� �	��� � ��� ������� � � � ��������� ���
�	� �� ��������� � ��� �� �" �� ��� ���� ��� ������� ������� ��������� �� ���������� �
�� ����� �� ��������� �� ������� � �� ��� �� ����������� �������� �

� �� �� �� ����  �" ���
�� �� ��� �������� � � ���� � ������ �� ���� �� ��� �� � ��� � ��������� �� ���������� �

� ����������� ��� ����������� � ��� �� � ������� �� � ������ � ���� ���� �� ��������� � ����
���� �� � ���� � ��� ����� � ���� ���� �������� �� ����� �� ���� � � ���� ��� � �������
�� ���� ���� � � ��� � ��� �� � �������� ������ ��� �� ������� ��� � � ���� ��� �� ������
���� �� ������ ��� ������ ���������� � ��� �� ����� �������� ��� ������ ��  ��������� �
� ���� � ��� � �� 
������ � ����� ������� �� ���������� ������� � ����� � �� �������� ��
������� ���� � �� ���� �� ��� ��� �� ��� ������ ��  ������������ ��� ��� ������ �� � � �� �
�������� � � ��� �� �� � �� ���� ��� ������� ��� � ����� �� ���� ����� �
����#� � � ����
��� ������� ��� �� ����� �� ���� �� �� � ������������ ��� ���� � �������� ������� �

 ������� ���� �� �� �� �� �������� ��� ����� ��� ����� � �� �"�� � � ��� ��� �� ��� ���
������� � ��� ������ � � ����� � � � �������� ��� � ���� ���� ����� ���� ���� � � ���� ����� ��
�������� ��� ��� ���� �� ��������� ��������� � ���  ��� �� �������� ��� ����� ��� � ��
������ �� ���� � ������� ���� ���� ���� � � ���� � ���� ����������� �� � ������� �� � ��
��������� �� ��� ���������� ���������� � ��� � ��� ����� ��� ���������� ��� �� ����������
( ���������� ) � �� � ���������� ��� ����������� ���� � ���� �� � �� ��� �� � � � ��� � � ���
�� ������� � �	� ��� ������ �  ������ ��� ���� �� ����� �� ��� � ������ �� �� ������ � ���
� �"����� ����� ��� � ��� ������� ��� � ������ �� ��� � ��� ��� � ���� ������ � �  ��
�� ������ ����������� ������� ����� � ������ ��� �������� � �� ��� � �� ���� ���������
� ���� ����� ��� ��� ���� � �� ���� �� � ���  ����������� �� � ��� ������ ��� �� ������ �
������� ���� � ���������� � �� �

� ������ ���� � ������� ��� ���� �� ���������� � ��������� ���� �������� � �� � �����
������ ��� ��	� � � ����  �� �� ( �� � ������ ��� � ��� � ��� �� ���������� �� ������
��� � ����� � �� � �� ��� ����������� � !�� � ������ � ����� ���� ������������ ���� ����� �� ������� �� ������������ ��� ����������� ��� �� ���� ����� � � � ��� � ���� ����� ��
��� � ������ ��� ���� �� ��	� � � ���� ( �� � ������ � �	� � � �� ���� �������� ��� ����
�� � ��� �� ��� ���� � � ��� ���� ����������� �� � ���� �� �������� ����� �� ���� ����� ����
��� ��������� � ��� �� �� ������ �� �� �������� �
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���� ���� ��� ��������� � � ���������� ��� ���� ����� ������� ���� ����� ����� � ����� � ��� ���� ��� ���� �  ������ �� � ������� ��� ����� ��� ���� ��� ��� �������
�� �� 
������ � ���� ����� ����� ������ � � ����� ���� � ��������� ��� ������� ���� ��
����� � �� � ������� ��� ������������ ��� ���������� �� �� ������ �� � ��� �� �



�� � ������� ����

� �� � ����
 �����
�

���� ����� ���� ��� ���� � ����� �� �� �������� �� ��� ���� ���������� ���  ���
� ������ ���������� ���� �� �	� ���������� � ���� ����� ������� � ����� ���� � �����
������� � ����� �� ���� �� ������� �� ����������� ��������� � ���� ����� �� ��� �� ���� ��
��� � ���������� �������� ��������� ���� � � ������ �� ����������� ��� ������������
�� ��� ����� � ��� ����� �� ��������� ������ � �� � � ����� ���� � ��� ����� ������ ��� ��
�������� ��� ���� �� ��������� �������  ���� ����� ��� ������������� �� � �� �� �� � ����
����������� ���� ��� ��� ���� ������������ ���� ����� � ���������� �

�� �������� � �� ��� ������������� � �� ���� ������ �� � ��������� �� ����������
��� ������� �� ����������� ��������� ��� � ���� ��� ������� �� ������ ��� �� ����� �
��� ����� ���������� ������ ��� ��� ������  ���& ��� �� 	��� ���� ����+# 	 � � # 	�
��� � ���������� � �� �	 ��� � ���� � �� ����� ������ ������ ��� ��� � ����� �� ����� ��� �� �
���� � ����+#� � ����+#� � ��#� � �� � ���� ���# 	 � ��#� � �	�+#� � ���#� � ��	� #��
��� � ���������� � �� �� ��� ��� � �� �� �����  ������� ��� ������ �  ������ ������� ������ ���
� ���������� ��� ���������� ��� �������� �� � ��������� � ������ � ���� �� ����� �

� ��� �� ����������� �������� � ���� ��������� �� ������� �� ����������� � �����
���� � ���� ���� ���������� ����� � ���������� � ��� ���� ��� ��� ������� ���������� ���� 
������ � ���� ����� ����� ���� ��� ���� ����������� ������ �������� �  ���� �������
��� � ��� �� � ��  ������ �� ������� ��� ������������ �������������� � ���� ����� �����
���� ��� ������� ��������� �� � ���������� � ������ �� ��� ����� � ���������� �� �����
��� � �� ��������� �� ������� � ���� ������������ ��� �� ������� � ����������� �� ���
��� ���� �� ��������� �
� �� �� � ����� �� �
�������� � 
������
� �� �� �� � ��� �� ���

� � �������� ���� ���� �� ��� ���� ��� � �������� �� ������� �� ����������� �� � ��
����� � � ������ ��� ����������� � ���� � ��� � �� � ��� ��� ������ ����� �� �������
�� ����������� ����� �	(���� � �� ������� �� ����������� � ����� ������ ������� � �� ���
����� �� ����������� ������ ������ �	���� � �� ������� �� ����������� ������ ��� �� ��� ��
������ ���	 �� � ��	 ��� �� �� ������� �� ����������� ������ ��	& �� � �	�+��� �  ��
�������� �� ������ ��� ������� �� ����������� ��������� ��� 
���%���	 -	 ��������� � � ���� ������ �� ������ ��� ��������� ��������� ������������� �� ��������� �� %�� �
 ���� ����
��� �� ������ �� ���� �� � � ��� ��
 	��- -	 %������� �	
 " ��-���	
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��������� �� ���� � �� �� � � ����� �� ����� � � �������� ��� ��� ����� ��� ���������� �
�� ����� � ������ ��� �������� �� �� ��� � ������� ��� � ����� � �	� ���� � ��� ����������
������ �� ����� ����� ������� � ��� ������� � ������ � ��� �� �� � ���
 �� ��
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�� ���� ������ �� ��� �� �������� � 
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��� �������� ��� � � �� ������ � �������� ����� � ���� ��� �� ����� � � ����������� � ��� ����
�� ������ ��� �� � ������ � �������� ��� n � ���� � ����� �������� ���� ftrad(n) � �� ftrad��� ��� �������� ������ �� ��������� ���  ����������� �
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��� ����� ��� � ��� ������� �� ����������� �� ��� ���� �� ������ � ���� ����� ���� ���
���� �� ������ �� � ����������� ���� ����� � �� ���� ����� �� ���� ������� ��������� ��
���� ������ �������� � ������ ��� � ��� �� �� �� �������� ���� �������������� � ����
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!�� ������� �������� ��� � ��� �� �� ���� ���� � � ! ������ �� ����� � ������ �������
���� ����� ��� ���� � �������� �� �������� �������� ��� ��������� ���� � ���� ��� �� �� � �� ��� ����� � ���� �� �� �������� � ������ ��� ��� ���� ��� ��� ���� ���� �� � ��
���� ���� � � ��� ������ ��� ���� � �� �� � ��� ��� ������ ��� � ������� ������ ���
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���� ����� ������ ���� � �������� ��������� � � ���������� �� ����� ���� �� �
���� � ����� ��� ������� �� ����������� � �������� � � ���� ��� � ��� �� ���� ���� � �������� � � � �" �� ���� � ��� ��� �� ����� � ����� ������ ��������� � � � ��� �� �� � �������
��� ��� ���� �� ��������� ��� ��� �������� �� ���� � �� ����  ������ � ��� ��� ��� ��
��������� �� ���� ������ ��� ���  ������������ � ���� ������ �������� �� ���� � � � ��� �
� ��������� �� ���������� ��������� � ���� ��� � ������ ��� ������ � �������� �������� �
�� ���������� � ������� �� ���� ����� �� ����� ��� ������� �� ����������� � �������� �
���� � ��� ���� ��� ��� ������� �� ����������� ��������� � � � ����� ���� �� ������ ��
���� ��� �� ������ ���� ���� � ��� �� �� ������ ������ ��� � �������� � � ���� �

� ��� � �������� � �� ������� �� ����������� � � �������� �� ��� � �������� ��� �����
������ � ���� �� 
 ����. 	 "�� %� ��	�%	 �%��	 � ��� �������� � ��������� � ���� ����� ����
����� ���� � ���������� � �� �	 �� ������� � ������� �� � ������ ��� ��������� � ��� ���
����� �� ��� ������� �� ����������� ��������� � ���� ����� � ���� � ���������� � �� �� �� �� �������� �� �� �� �� ������ ����� ���� �� ������� �� ����������� � �������� � ���� �� ��� ��
������ ������ � ���� �� ������������ ��� �

 � �������� � �������� �� � � ������ �������� � ���� ������������ � ������� � �� � �
����� ��� ��������� � ��� ���� � ����� ��� ������� �� ����������� � �������� � ����
������������ ���� �� ���� ��� ����� �� � ������ �� ������� � ���� ������������ �������
���� � ������ ��� ���� ����� ����� ���� � ����� �� ��� ���������� ! � � ����� ��� %�
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� 	 �	
" 	%�	 " �
 �� 
	%�-	

" �" ����� -	 �� -�
 ����� -	 *� � � 	 $ ���� �	 %� � -	 � �� 	%����� x1
�

a ��� � c∅+c1(a) =
1 + 3 = 4 = > � � �� 	%����� a ← x1

�	 " 	� � -� % "����%�" 	� � ��%��	 
 �� ��� -�
" ���/ 	 � �� ���	�� " 	� � -�% ���	 	 �%�	� %	 #� 	 $ ��� �� $ �%��� � ��������� 	 ��� 
� ��� �
�	 ��
� ���� 	
� -�� � -��
 �� 
 .��	 � �� �% � #� � 	
� *� �

�� �������� � �
 �	� ��� 	 �
�� ��� ���� �� �� ���� ��� ������ �� ���� � ���� ���� ����
������ �� � ��������� ��  � � �� ����� �� ������ � � ���  �������� ��������� � � ��������
��� ������� ��� � ����� � �� �������� � ��������� 	 ��� 
� ���� ����� �� ������ ���� �
���� ������ ��� ���� ���� � � �������� �� � ����� �� drapeau ���� ����� ����� ��� �
����� � ��� ������� �� ���������� �� � ��������� ��� ������ ���� ���������� �� �����
�� �� � �� � ��� ��� ��� ������� ���� ����#�� � ���� �� ���� ������ ��� ��� ��� ������
�������� ���� �� �������� �� �������� �
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1

�
� ����	���� ��� ��
�� ��
���� ����� 	��� ��
�� �

� GH � � �	 I � ��� ����� ��� ��  �

� ��#� ���� � �� � ���. ���� 	 -	 �� " �%�-��	 � �	� 	
� %��	%�� �	
 % " �	- ���
 �	 �
"�	� �	 	� 
"�����	 -	 � ���. ���� 	 ������

��� *� 
�� O(nd)

� � n
	
� �	 � ��	 -	

�������	
 -� " ���/ 	� 	� d �� ���� �	  �- � ��	 -	
 - ��� 	
 �

����� ��� � � 
 �	� ��� 	 �
�� �� �xi ∈ X � ! � �� ���
min← minvi∈Di

{ci(vi)} �
#��� �&�'�!

vi ∈ Di ����!
ci(vi)← ci(vi)	min �

c∅← c∅⊕min �	
" �

(c∅ = >)
�  ��"
  !�!� ��	 �	 �� ��� �

�!�����!�
(min > 0) �

����� ��� � � �������� 	 ��� 
� ��� �xi ∈ X � ! � �� ���
drapeau← ���� �#��� �&�'�!

vi ∈ Di ����!
" �

(c∅⊕ ci(vi) = >)
�  ��"

drapeau←  ��  �
Di ← Di \ {vi} �

" �
(Di = ∅)

�  ��"
 !�!� ��	 �	 �� ��� �

�!�����!�
drapeau �

� �!��! � �� 
 �	� ��� 	 �
�� ��(xi)
���� �� � ���� ���� ��������� �� � ��������� ��  �

��� � ������ � xi
� �� �������� 	 ��� 
� ���(xi)

���� �� � ��� � ������� ��������� � �� ��������
��� ����� � �� � ���� ��� �� ���� �� �� � ������� �������� � ��"��� ��� �� ���� ��� ������ �
� �������� ���� �� ��� ����� �� � ���� ��� ������ �� � ������ � �  � � ���� ��� � ��� �
��� �������� 	 ��� 
� ��� � ������ ��� ����� vi

�� xi
��� �� c∅ ⊕ ci(vi) = > � �� vi

��� ��



�� � �� ��� ��� �� �� ���������� �� ������� �� ��� ����� ��� � �� ������

� �������� � � 	�
���� ���'��

xi ∈ X �����

 �	� ��� 	 �
�� ��(xi)

�

���� ���'��
xi ∈ X �����

�������� 	 ��� 
� ���(xi)
�

���� ��� ������ � ���� c(vi) = 0 � �� ���� c∅ = > �  �� ����������� ��� ����� ���� �� �
��� ���������� � �� � ������ � ��� � ���� � ���� � ������ ��� ��� ��������� � ������� �
���� ���� ��� ���� ���� ����� c∅

��� � ���� � � �������� 	 ��� 
� ��� �� ������� ���� ���
�� ���� ��� ������ � ��������� � ������ ��� ���� ���� � �������� 	 ��� 
� ��� �� 
 �	� ��� 	 �
�� �� � �����
� ������ �� ����� O(d) � �� d ��� � ���� �� ��� ����� ��� ���� � �� ������ ��� ����
� ���� ��� ���� �� O(nd) � � ���� ����� ���  ��� � ��� ������ �� ������ ��� ���� ���������� � � ������ ��� ������� ��� �� ����� �� O(nd) � �

� �	 �	 �
 ��������� � ���� �� �
� �� ���� ����� ��� ����� ��������� �� ��������� ���� � ��� ����� ��� � ���������� �

����  ���������� ���� �� ������� �� ����������� ��������� ��� ���� ������  � �� ��	��	
� ���� � � � � ��� ��� ��� ��
�
 �	��� �� � � �� ��� ��� ������ � ����� � �  ���� ���������
���� ���������� � ��
���� 	 � ���� ������ � �
� ��� �� ��� � �
 �	 ��
���� 	 � ���	 �������	 xi

	
� � �	�
	� ��	 �	
 �������	
 ��
 �� � �� �

V (xi) = {xj ∈ X \ {xi}|∃c ∈ C, {xi, xj} ⊆ var(c)}
� ��� �� ��� � �� ��	 �������	 xi

	
� ������ ��	��	 
� �
� ∀c ∈ C, xi ∈ var(c) ⇒ ∀vi ∈ Di,∃a ∈ `(var(c) \ {xi}), c(a ∪ {(xi ← vi)}) = 0 �a	
� ���
 ��� 	�� ���� ��� �	

vi

 	�
� xi

	
� ������� ��	��	��� ��
	�� 	
� ������ ��	�� 
� �� �	
 
	
 �������	
 �	 
���
� �� ����� � �	 � � �	 ��
 	�� 	
� � ������ � � �	
 �������	 
� �� �	
 �	
 � � ����
 �	 �� � ��
��	 ����� � ��� � ��
 �	�� � ���
 �� � �	� ���	 � �� ����� �	 �� ��
 ����� �	 �� 
	 �������
	� �

∀xj ∈ V (xi),∀vi ∈ Di,∃vj ∈ Dj , cij(vi, vj) = 0

� ������� ������� ������ ����� ��������� �
���� � � � �
 � �
 �	� �	��
 �	 � 	��� � ����� 	 �	 �� 
 ���	 � �����	��	� �	

�� � 	� � �� �� �
� � 	
 � � ��	� #�	 ��
 �	
 �� �
 �	

c1,2
� ������ �	 �� ���	�� b

�	
x1


�� 
�����	� 	��
�
���� 
 � �	�� � 	 �	
� 	��	 � �
 �� � �	� ���	 � �� ����� �	 �� ��
 ����� �	 �� � � 	 � ���� �� �	

 �� ��� � � �� � 	��	 x1

�
b

��� 	�� �� � ������ �� �� � �	
1
� � � �
#� ��� � ����� ��

�

� 	��	� x2
� ��	 ���	�� � �
 � �	 ! 
��� ��
 	� " �	 � ����� 	� � � 	� � ���� 	��	� �	 �� �
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�
� ����	���� ��� ��
��

� GH � � �� I � ��� ����� ��� ��  �
�����	 �	

(x1, b)
�	

1
� � �	
 � �	 #�	 � �� � ���� 	� � �	��� � 
�� �	 �	������ 	� �	 �� �

�	 �� � ����� ������	� �	��	 � ������ 
 ���� 	� �	 �� ���� ������ � 	� 	� �	 	
� ������	 ��� ��
� ����� �� � �	 ���	�� � ����� 	� 	
� �	

�� � 	� � �� �� � �� ��
 ��� ������� �	 �� ����

 ���	 � �� �� � �	 � ����� 	 	
� �� �

����� ��� 	� � 
 �	� ��� 	 ��xi ∈ X , xj ∈ V (xi), vi ∈ Di�  � �� ���
drapeau← ���� �

min← minvj∈Dj
{cij(vi, vj)} �

� � (min > 0)
�  ���

drapeau← (ci(vi) = 0) �
���� ������

vj ∈ Dj �����
cij(vi, vj)← cij(vi, vj)	min �

ci(vi)← ci(vi)⊕min �
���������

drapeau �

� ��������� � 	� �	� � ���� �� � ��������� � ���� �� ���� ���� ������� �� ���������� �
�� ������ ��� ��� ������ ���� ������ � �  ���� ��������� ���� �� ����� ��������� ��� �
����� �
����� ��� 		 � ��� 
����� ��� ���	�� �xi ∈ X , xj ∈ V (xi)�  � �� ���

drapeau← ���� �
���� ������

vi ∈ Di �����
drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 �(xi, xj, vi)

�
���������

drapeau �

� ���� ���� � �
 � ���� ����� 	 	� ������ ���
 �� � ������	 �� 	
� ���	���
� ����� � �
 �� ��������� � ���� ������ �� ������� ��������� 
 �	� ��� 	 �(xi, xj , vi)

�� ��� 
����� ��� ���
�� ���� ���� �������� ���� �� � ���� ��� �� � ����� vi

�� xi
��� ���� ��� � � �������� ��



�� � �� ��� ��� �� �� ���������� �� ������� �� ��� ����� ��� � �� ������

� �������� 	
 � 	�
	� ��

Q← X �
���� ���

(Q 6= ∅) ������

xj ←
�� � �� ��(Q) �

���� ������
xi ∈ V (xj) �����

� � (
��� 
����� ��� ���	��(xi, xj))

�  ����


 �	� ��� 	 �
�� ��(xi)
��

� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ����

Q← Q ∪ {xi} �

���� ������
xi ∈ X �����

� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ����

Q← Q ∪ {xi} �

���� cij
� � � ����� �� � � �� ���  ��  �� � ���� ������ � ���� ���� ����� � ���� ������ ��

vi
�� ���� � ��� ����� �������� ��� � ������� � �� ������� �������� � ��� 
����� ��� ���	�� �

���� �� �� ���� ��� � ��� ������ �� ������ �� xi
��� ���� ��� � cij

� �� �������� � ����� ���� �������� � � � ����� ��  ��  ��  ���� ��� ���� ������� � ���� ���� ����� �� ���� ������
�� ���� � ��� ����� �������� ��� � ������� � � �������� �� ����� ����� �� ������ ����������
���� � �� �

� ������� � Q ������� � ������ �� ������ �� ���� �� ���� ������ � �� ����� � �������
��� �� � ���� �� ���� ��� ��� ���� ��� � �� � �� � ������� ���� �� � � � ���� � 

xj 6∈ Q⇒ ∀xi ∈ V (xj),∀vi ∈ Di,∃vj ∈ Dj , cij(vi, vj) = 0

	
����� ��� ���� �� ���� � �� �
��� � ����� �� �������� ��� ��� Q � �� �� ������
�
 ��
���� ����� � ����� ���� �������� �� ��� Q � � � ���������� � ���� ��� � ����� �������� ���
�
���
� �� ��� 
����� ��� ���	�� �
������ ��� �� ��� ��� �� � �� ��� ��� ���� ��� �
���� � � ���������� � 
������ ���� ����  � �� �� �� ��� �� xi

�
�� ���� �� � ���������� � � �� ������
�
 � ������ ���� ���
� � � ��������� �� ��

�� �� ������ � ���� �������� � ��� �� ��� ��� � �� �������� �� ���� ������� �� ���� �� ��
� ��� ��� �� �������� 
 �	� ��� 	 � � �� ���� �� ���� ������� �
��� ���� ��� ��
� ������������ ��  � � �� � ��� ��� ���� �� ��� ��� � ���� � ��� ��� �������� �� � ����� ��
��� ���  �� ��� ��� � 
�
 ������ 
 ��� �� �������� �������� 	 ��� 
� ��� � ����� ���� ������
�� ������ 
� � �� �������� �������� 	 ��� 
� ��� ��������  �� � �� �� �������� ��������� ����������� �� �����
� ��� Q � ��� ��� �� ���� � ������� ��� �� � ���� �� ��� ��� � � ��� �����
� ���������� � ���� ��� � Q �� � ��� �� ����� �� ������ ��� �� ��� ��� ��� ���� ��� � �����
�� �������� �� ���� �

	
����� � ��������� ��� ����� �� �������� ��� ���  � � ���� �� ��� �� �
���
�� � ���������� � � ����� � � ���� �� � 	� �� �� ����� � � �� ���� ���� ������
�
 ��  � � �������
� ��� ������ � ��� ��� ��� ������ � � ��� ���� �
������ ����� ��� ���� ������ ���� ���� �  �
� ��� �� �� ��� ��� � ���� ���� ������ � �� �� ��� ��� ������ � ���� �������� � � ����� �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ��

���� �������� ��� � ��� � ���� ���� ����� �� ���� ������ �� �
�� � ��� ������ ������� ���
� ������ � �� ���� ��� 
����� ��� ���	�� � ����
 ��� ������ �� ������ ������  �� � ���
�� �� � �� �������� 
 �	� ��� 	 �
�� �� �� ��� ��
� � �� ����� � �

�� �� �� ��� � ��� �� �� ������ �� ���� ������ ��� ������ � � ��� � � ��� �� �����
�� ������ ������
�
 ��  � � �� �� ������ ���� ����� c∅

� � �� �� ������ ���� ����� ��
���� ������ � ���� �������� � ����� ��� 
����� ��� ���	�� � ��� ���� ����� �� ���� ������ �
�� ���� 
 �	� ��� 	 �
�� �� � ��� ���� ����� c∅

� �� �� �� ��� 
����� ��� ���	�� ������
����� ��� ������ ��� ������ � �� ��� ���� �������� 	 ��� 
� ��� � �� ����� � �� �� ��������
���� �� ���� ������ � ������� ��� �� ���� ���
 � �� �� �� �� 
 �	� ��� 	 �
�� �� ������ ����
���� ����� c∅

� �� �������� �������� 	 ��� 
� ��� � �� ����� � �� ����� �� ������ ��
����� �� �������� � � �� �� �� � ���������� � � ������ �������� �� ����  � �  ��� ������
�� ������
�
 �

�

��� ������ ��� �� ������� ��
 ���� ������ �� � ���������� � �
� ���� ���� � �� � ���� ����� 	 � �����	� � �	�� �� 	 	� �	�� 
 O(ed3 + n2d2)

� � e
	
� �	

�� ��	 �	 � �����
 �	 �� � �� � ����� 	�
n
� �	 �� ��	 �	 �������	
� 	� d �� ���� �	 � �� ��

� ��	 �	
 �� ��� 	
 �
� ����� � �� ���� � ��� ��� � �� �������� 
 �	� ��� 	 �
�� �� � 
 �	� ��� 	 � �� �������� 	 ����

� ��� ��� ��� ������� ��
 ���� ������ �� O(d) � �� ���� ��� 
����� ��� ���	�� � ��� ����
���� ��
 ���� ������ �� O(d2) �

������ � ��������� �� ������� ������� �� �� � �� ����� � �� ��� ��
� �  ����
���
��� �������� �� ���� ������� cij

� ��� �� �������� ��� 
����� ��� ���	�� � � ���������� �
� ��� ���� �� ��
 � ������� �� ��� ��� �� xi

�� xj
� ���� ��� � ���� �� � ������ ���������� � 
�
 �
���
� �� Q � � � ��� �������� � ��� ��
�
� ��� Q �� ��� �
��� � �� ����

����� ���� �� � ������ � 
�
 ������ 
� ������ � �� �� � � ��� � ������ �������� �� ����
�� ���� ��
� �� � �� ���� 2(d + 1)

�� � � ��� � �
������� ��� �� ��� ��� � �� ���� ��
����� � �� ��� ��
� �� � �� ���� 2e(d + 1)

�� � �
� ���� ����
 ��� ������ �������� �� �����
� �� ��� d + 1

�� � ��� Q � �� � ����� ��
�� ����� � �� ��� ��
� �� ��� n(d + 1)

�� � � �� �� ����� � � n2(d + 1)
�� � � �� ������� ��


�� � ���������� � �� ���� O(ed3 + n2d2) � �

!�� �
���� �� 
��������� ��� ���
� � � ���������� � 
��������  � ������ � ��� ���
���� �� ��� �� ���� ���
����� ��� �� ���� ������ ��� ������ c∅

���� ���� � �� ����
�
���� 	� �	��� �
���� �� ������ ��������� � � �� ����� �������
� ��� ���� ��� � ��
����
���� 	� �	� � ��� 
�
 ���
� � �� ������� ��
 ���� ������ ��� �� O(ed3 + n2d2) �
O(ed3 + min{>, nd} × nd) �
� ����� � �� ��� ���� �� ��� �� ������ ��
�
����� ��� � ������ c∅

���� ���� � ��
���� ���
����� �� ����� ��
 �� ��� �� ���� ������ � � �� � �"
����� �� � ���������� � 	� �
	�� ������ �� � �� �
�� drapeau ��� �� ���� ����� ��� � � �� �� ��� �� 
 �	� ��� 	 �
�� ��
����� ��  �� �  ��� �� �� ������ c∅

� ���� ���
 �
�� ���� ����� �� �� ����� � �� � ��� �� ���� ����� ��� �� > �� � ���� ���� c∅ > >� �

�� nd
�� � ��� ��� ���� ��� ���� ��� � ���� � �� ������� ��
 �� �� ����� �� ��� ����

� O(min{>, nd}×nd) � �� ����� �� � ���������� � ������� � � O(ed3 +min{>, nd}×nd) � �



�� � �� ��� ��� �� �� ���������� �� ������� �� ��� ����� ��� � �� ������

� �������� 	� � 	��
Q← X �
	� ����� ���

(Q 6= ∅) �����
xj ←

�� � �� ��(Q) �
drapeau← ���� �
���� ������

xi ∈ V (xj) �����
� � (

��� 
����� ��� ���	��(xi, xj))
�  ���

drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 �
�� ��(xi) �
� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))

�  ���
Q← Q ∪ {xi} �

� � (drapeau)
�  ����

���� ������
xi ∈ X �����

� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ���

Q← Q ∪ {xi} �	�

 ���� ����� ������ � ��� ��� ���� � �� �� 
� ������ ��� �� ����� �� �� ��������� �
� ���� ���� � ��� 
��������� ��� �� � � ��� �� ��� ��
������ � �� �"�� � �� � ����� ��� ���
������� � �����	
 � ����� � �������� � �������� �
� � �� ��� � 
����� � �

�� ���� ������ � �
���� ���� �� ������� ��
 ������� �� ��������� � � �� ������� ��

�� ��������� � ��
�
���� ��� �
���� �� �� O(ed2) � ������ �� ���� ������� ��� � ��
� ��
 � � ���� �
���� ���� ��� �
����� ����� ������� ��
 � ��� �� �������� � �� �� � �� ���
�� �� ������ �� ���� ��� 
 �	� ��� 	 � � � �� �� ������ �� �������� �������� �� ����
�
� ∆(xi, xj , vi)

� �� �"��� �� ���� ��� � 
�
 ���� ��
 �� �������� �� ���� ������� cij
��

�� ������ vi ∈ Di
� �� ���� �
����� ��� �����
 �� �
���� ��� �� �������� 	� �
 �	� ��� 	 ��� �

�� � ������ �� ���� ����
� �� ����
� �� � ���������� � �� ��� ���� �� � �� ��
� �
�� ��� ���� ���� ��� �������

cij(vi, vj)
�� ���� ���� ���� �� � ��" �������� �� (xi ←

vi, xj ← vj)
����
 ��� �� �������� �� ���� cij

� cij(vi, vj)
�
������ ���� ����� � �� � ��

���� ������� �� ����� �"�������� � ��� ����
cij(vi, vj)	 (∆(xi, xj , vi)⊕∆(xi, xj, vj))

� ��
��� ���� � �� ��
 ��� ���� � ���������� � ��� �� ∆ � ���� ��� �� ���� ������ �� c∅

�
�� ������� ��
 ������� ��� ���� ���� O(ed) ��� > ���� �� � �� � ��� �� ���� ��� � �� > � � �� �
�� � ��������� �� ���
�����
� ���� ��� �� � � ��� ���� � ��������� �� ���
����� � ���� ��� �� �
��� �� ����������
������� 
��������� � �� �� ��� ������� � ��� � �" 
����� �� � �������� � ������ d � ������
� ��� ������� �� ������� ��
 ���� ������ �� ���� ��������� �  ��� �� �� ������� � � � ���  �
������ �� ���� O(ed2) � � ������ ����
 �� �� ���
����� � ���� ��� �� �
����
�� ���������� � ���
�
� � �� �� 
�
 �����
� � � �� �� � �" 
����� �� ������� ��
 �� ���
������� � � ���  ���������� ���� � ��� �� �� ������� � �� �������� �� ��������� � ��
��� � � ��� 	�� �	 ��� ���� � �� ���� ��
 � ������� �� ��� ��� � ���� ������ ��� ����
� ��� � ��� ���������� ������� � ���� �� ���� �����
 ���
���� ��� ���� ��� � �� ������ ��

��

���	 �� ��� ��� � ��������� ��� ��� ��� ����� �� ��� �! "����# $��� ��%�� �&��'�� �� �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ��

����� ��� 	� � 
 �	� ��� 	 �� �xi ∈ X , xj ∈ V (xi), vi ∈ Di�  � �� �
��
drapeau← ���� �
min← minvj∈Dj

{cij(vi, vj) : vj ∈ Di} �� � (min > 0)
�  ���

drapeau← (ci(vi) = 0) �
∆(xi, xj , vi)← ∆(xi, xj , vi)⊕min �
ci(vi)← ci(vi)⊕min ����������

drapeau �

��� ����� ��� ���� � ���� ������� � ����� ������� ��
 � � ��� 	�� �	 ������ �� ���� �� ���������� �� �� � ��� �� �� ��� ��� � ���� ������ � ���� ����� �������� � ��� �� �
���� ��
���������� � ���
�
� � �� ������� � �� �
����� ��� � �" 
����  ��� ������ � ��� �� ������� ���
� ��� �� �� ��� ��� � ��� �	�	��� �� ��� ��� ����� � ��� ���� ������ � ������ ���� �  ���
� ��� ��������� �� ������ �� d �� �� ������� ��
 ��� �� �� � ���
�
 �

!�� ����� � �" 
����� ����� �� ���� ���� ���� � �� ��� � ��� �� �� ������� � ��
� ��� ��� �� ���� ���� ���� ����� �������
����� � �� ��� � ��� �� ���� ��� �� �� � ���
�

��� � ������ �  ����� � �� � ������ ���� � � � �
������� ��� �� �� ���
����� � ���� ��� �� ��
� ���
�
 �� ������ �� �� � ������ �� �� 
������ 
��������  � � ���� ��� ��� ������� �
� �	�	 �� ��������� � ���� ��� � ��� ��� �

�� � ��� ���� � ��������� �������� � �
���� ��� ������
�
 �� ���
����� �� ���� ���
����� � �� � ��� ������ �� �
���� �� �� ��	��	 � ���� ��� ���	 ��� �� �
���� �� ����������
� ���
�
� ������� �  ���� ������
�
 �� ��� ��
� � � � � ��� ��
�
 �	��� �� �� � �� ��� ��� �
� ��� �� ��� � �� ��	 �������	 xi

	
� ��� ���	� 	� � ������ ��	� �	 ��� � 
� �
� ∀vi ∈ Di,∀xj ∈ V (xi),∃vj ∈ Dj , cij(vi, vj) ⊕ cj(vj) = 0 �vj

	
� ��� 	�� ��� ���
������� �	

vi
��� ������ cij

 	�
� xi

	
� ������� ��	��	��� ��
	�� 	
� ��� ���	� 	� � ������ ��	� � 
� �� �	
 
 	
 �������	
 �	 
���
� ���������� ��� � �� �� ��� �� �
���� ��� � ���� �� �� ���� �����  � � �� ��
���� �

������ �� ������ �
� ���� ���� � �� �	 � ����� 	 �	 �� 
 ���	 � �� �	 ����	�� ��
 �	 � 	�� 	���	 �� ��
� ����� � �� ����� ������
�
 �� ���
����� �� ���� �� �� ����� �������
� �� � ����������
�� ���� �� � �������� �� �" �������� � �� ������
�
 � ��� ���� �� �� �������� �� ����
���� � � �� �� ������ � �� � ���� �� 
�����
 ������� 

c∅⊕ c1(a)⊕ c12(a, a) ⊕ c2(a) = 1, �� �	�
c∅⊕ c1(a)⊕ c12(a, b) ⊕ c2(b) = 1, �� ���
c∅⊕ c1(b)⊕ c12(b, a) ⊕ c2(a) = 0, �� ���
c∅⊕ c1(b)⊕ c12(b, b) ⊕ c2(b) = 1. �� �� �



�� � �� ��� ��� �� �� ���������� �� ������� �� ��� ����� ��� � �� ������

a

b

a

b1

x1 x2

c∅ = 0,> = 4

� GH � � �� I !� �
��� � ���� ������ �� �� ���� �����  � �
� ���� ����
 ��� ��� �� ���� ��� � ����� �� ��� � ���� �� ������� � �� �������� 

c∅ = c1(b) = c12(b, a) = c2(a) = 0 �� ���

���� �� 
�����
 � �� �� �� �������� ��� ��� �� ���� �� � ������ �� ���� �� ��� �� �� �
�� ������� � �	 � � �� �� � �� � ������ � �

����� �� �� � ������ ������� 

c1(a) + c12(a, a) = 1, �� ���
c1(a) + c12(a, b) + c2(b) = 1, �� ���

c12(b, b) + c2(b) = 1. �� ���

�������� � ��������� �� ���� ��� (x1 ← a) �� (x2 ← b) ��� �� ��� ��� ������� 

∃vj ∈ Dj , c12(a, vj)⊕ c2(vj) = 0

∃vi ∈ Di, c12(vi, b)⊕ c1(vi) = 0

 ��� � ������ �������� � �� ��� ���� ������ � ��� �� � �� �� ����� ����� �� �������� � �� �
�� �� ������ �� ������ ��� �� �� � ��� �� �� ���� ������� ��
�
����� 

c12(a, a) = 0 ∨ c12(a, b) + c2(b) = 0 �� ���
c12(a, b) + c1(a) = 0 ∨ c12(b, b) = 0 �� �	��

����� ��� � c12(a, a) = 0 � ���� ��� � �
�����
 � �� � c1(a) = 1 � � � � �� � � � c12(a, b) +
c2(b) = 0 � ���� ��� � �
�����
 � �� � c1(a) = 1 � � ��� � ��� �� ������� � �� � c1(a) = 1 � ���
�� �� 

c12(b, b) = 0 �� ���������� �� ������� � �	�
c2(b) = 1 ��� � �� � �� ����

c1(a) + c12(a, b) + c2(b) ≥ 2

 � ��� �� �� ������� ������ ���� � �� � �� � ��� ��� ���� �� �� ���� �����  � � ���
� �������� ����
 �

�

 ���� ������
�
 �� ���
����� ������ ����� ���� ������� �� �������� � �� � ��� ����
���� � ������ � ���
� �� ��� ��� ������� �� ������ �� � �������� ��� ��� ����� ���
�����
�� ���� �  ��� �� ��� ��� ����� ��� �� ���� ��� ����� ���������� �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ��

� �	�	 �� ��������� � ���� � ����� �����  � ��� �

�� �� � ��� �� � �
������ ��� ������
�
 �� ���
����� �� ���� ��� ������ ��� �� ���
�����
� ���� �������� � �� ��� ������ ��� � ���
� �� ��� ��� �������  �� �� ��	��	 � ����
���	�����	� �	 � �� � � ���� � �  ������� � �
������ �� ���
����� � ���� �������� ��� ���
�� �� �  ���� ������
�
 �� ��� ��
� ���	������ ��� ��
�
�	��� �� �� � �� ��� ��� �
� ��� �� ��� � �� �� ����	 ��� �� �	
 �	
 �������	
 �� � ����� 	 
	�� �� ���	 �����
�����	� � �� ���	����� ��
 ����
 ��� #� 	 xi ≺ xj


� i < j
� �� ��
 ��� �	 � ��
 �	

��
���� 	 ��� ���	�� V −(xi)
�	 �� �������	 xi

��� � �	�
	� ��	 �

V −(xi) = V (xi) ∩ {xj ∈ X|xj ≺ xi}
�� ��
 ��� �	 ��
�� �� 	 
�� ���	�� ��� 
�� ����	��� 	 �������	 xi

	
� ���	����� 	� �	� 	�� ������ ��	��	 
� �
� ∀xj ∈ V +(xi),∀vi ∈ Di,∃vj ∈ Dj, cij(vi, vj) ⊕ cj(vj) = 0 �vj

	
� ���
 ��� 	�� �	
��� ��� ������� �	

vi

 	�
� xi

	
� ������� ��	��	��� ��
	�� 	
� ���	�����	� �	� 	�� ������ ��	�� 
� �� �	
 
 	
 �������	
 �	 
���
� �������� ������ ������� ����� ������
�
 �

���� � � � �� ��
�����
 �	 � ����� 	 � �� �� � � �
 ����
 ��	� #� 	 �� ���	�� a
�	

x1
� �� ��
 �	 
��� �� ��� �	� ��� ���� �� �

x2
� 
� x2

� �	�� �� ���	�� a
� ���
 �� � �����

�	 �� � ������	 ���	 ��� 
� x2
� �	�� �� ���	�� b

� ���
 �� � � ���� �	 �� � �����	 ��� 	
�� � � �� � ������	 #�	� �	 ���	�� �	

x2
� 
� x1

��� � a
� ���
 � ���� �� �� � �	 �� � � �


�� ��
 �	���	 �	�� � ��
 	�� �����	 	� 
������� �� �� � �	 �� �	 �� ���	�� b
�	

x2

��

�� � ����� �	 �� � ������	 ��� � 
 ���	 � �� �� � � �	� �	�
�� 	
� � �� ������ ����	 �	 ��
� �# 	���� � �� � 	� � 	�
� ��	 � �# 	�	� �� �� � �	 �� 
�� �� ���	�� a

�	
x1

� � �	
 � �	 #�	
� �� � ��� ���
 �� 
 ���	 � �� �� � �� �������	 x1

� �� � ��
 �	 
����� �����	� � � 	� � �� �
� �# 	�	� �� �� � �	 �� 
�� c∅

� �	 ��
 	�� �	 �� 
 ���	 � �� �� 	
� ��� �

 ���� ������
�
 � ��� ���� � ��������� �� ���� ��� �� �������� �� ��� � ���� ��� ��� �
� ���  �
������ �� O(ed2) � ���� �� ����� �� O(ed) � ��� �� �������� � �� �� � ��� ��
� ��������  � ��  �� �������
� ��� � ��� ��� ������
�
 �� ���
����� �� ���� ��� ��
�
�� ��	� �	 � ���� ��� ���	 ���	�����	� �	 � � � � � ���� � ����� � ���� �� ��� ��
� � � � �
���	������ ��� ��
�
 �	��� ���� � � �� ��� ��� �
� ��� �� ��� � �� ��	 �������	 	
� ��� ���	� 	�� 	� ���	�����	� �	� 	� � ������ ��	��	 
�
	� �	 	
� ������ ��	��	 	� ���	����� 	� �	� 	�� ������ ��	��	��� ��
	�� 	
� ��� ���	� 	�� 	� ���	����� 	� �	� 	�� ������ ��	�� 
� �� �	
 
 	
 �������	

�	 
���
� ���� ���� � �� �� � ������	 �� �	�	� �	�� �� � ����� 	 �� �� �
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�
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�
� ���� �
�	�� ��
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���
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�

a

b

a

b

c∅ = 1,> = 4
x1 x2

��� � ��� �
�	�� ��
1

���

c∅

�

� GH � � �� I � ������� ��� �� �� ���
����� � ���� � ������������� �

� �������� 	� � �� �� �� 	 ��xi ∈ X , xj ∈ V (xi), vj ∈ Dj , e ∈ E �
cj(vj)← cj(vj)	 e �
∆(xj , xi, vj)← ∆(xj , xi, vj)	 e �

����� ��� 	� � ��� 
����� ��� ���	��		� � 
�� �xi ∈ X , xj ∈ V (xi)�  � �� �
��
drapeau← ���� �
���� ������

vi ∈ Di �����
min← minvj∈Dj

{cij(vi, vj)⊕ cj(vj)} �� � (min > 0)
�  ���

���� ������
vj ∈ Dj �����

� � (cij(vi, vj) 6= >)
�  ���

�� �� �� 	 �(xi, xj , vj , cij(vi, vj)	min)

drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 �(xi, xj , vi) �
���������

drapeau �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� � 	

� �������� 	� � 	��
drapeau← ���� ����� ���

(R 6= ∅) �����		
xj ← maxxk∈R xk �
R← R \ {xj} �
���� ������

xi ∈ V −(xj) �����
� � (

��� 
����� ��� ���	��		� � 
��(xi, xj))
�  ���	


R← R ∪ {xi} �	�
drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 �
�� ��(xi) �	�

� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ���	�

Q← Q ∪ {xi} �
� � (drapeau)

�  ���	�
���� ������

xi ∈ X �����
� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))

�  ���
Q← Q ∪ {xi} �

� �������� 	� � 	��
���� ���

(Q 6= ∅) �����	�
xj ←

�� � �� ��(Q) �
drapeau← ���� �
���� ������

xi ∈ V +(xj) �����
� � (

��� 
����� ��� ���	��(xi, xj))
�  ���	�

R← R ∪ {xi} �	�
drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 �
�� ��(xi) �

� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ���

Q← Q ∪ {xi} �
� � (drapeau)

�  ���
�
���� ������

xi ∈ X �����
� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))

�  ���
Q← Q ∪ {xi} �

� �������� 	� � 	�	�
Q← X �
R← X �
	� ����� ���

((Q 6= ∅) ∧ (R 6= ∅)) �����
	�� �
	�� �
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�
����� ���� �� ��� �
���� 	� �	��� � �� �� ��� �
���� 	� �	��� ��� 
������ �� ���
����� � ����
� ������������� �  ������� ������ ������ ��� �� �������� 	� ���� 
����� ��� ���	��		� � 
��� �
��� 
������ �� ��� ��� ������� � ���� �������� � �� ����� ��  ��  � ���� ���� ���� �� ����
������ �� �
�� � ��� ������ ������� ��� � ������ �  ���� �������� � �� ���� ������ ��
��� �
���� 	� ��� �� �� 	 �� � ��� 
���� �� ���� ������ �� ������ � ��� ��� ��� 	�� ���� �� ������� �  �� � ���� ���� � ��� ��������� ��
������� R ��������� ����� �� �������� ���� �� ��� � ���� �� ��� � ������� �� ��
��� �� �� ��� ��� ������� ��� ���� ��� � ���� � ��� ��������� ��� � �������� �������
�� ����� � �� ����� �� ������ � ���
������ �� �������� � 

xj 6∈ R⇒ ∀xi ∈ V −(xj),∀vi ∈ Di,∃vj ∈ Dj , cij(vi, vj)⊕ cj(vj) = 0

�� ������� ��� � R �������� ����� �� �������� �� ���� � ���������� �� ���� � ������ � �� �����
���� ��� 
����� ��� ���	��		� � 
��(xi, xj , vi)

� ��� ��
 � �� ����� �� � 
������ �"������� ���
�� ��� ��� ������� ��� ������ vi

�� ��� � ���� �� ��� xi
�� �������� xj

�
���
� ��
R �

� ��������� � ��������� �� ������ � ������ � ���� � �� � ���� �� ��� ��� �������
�� vi

�� xi
� ��� ���� ��� � cij

� �� xi ≺ xj
� vi

� ��� � ����� �� ��� ��� ������� � �� ����
������� ���� ���� � � �� ��� ��� �� ������ 
 � �� � �� ���� ������ ���� ���� � !� ����
������� �� � ��� ���� ����� ��� ��� �� ������ � ��� �� � �
������� ��� ��  �� � � � � ���
�
������� � �� �� � ��� � ��� �� � ��� ������ �� xi

�� cij
� ������ xi ≺ xj

� �� ��� ��� vj
�� � ��� ���� ������ 
 ��� ����� ��� �� ���� ������ �
��� > − c∅

� � �� ������ vj�� ��� ��� ������� �� vi
� ���� cj(vj) = 0 � �� ���� c∅ = > � �� ��� � ��� �� � ��� �� �

��� � ������
����� �� �
��� ������ 
�
 �
����
� ����� � �� ���� �� ������� ��  �� ����
������ �� vj

� ���� ���
 � �� ��� ������ ����� ��� ���� �� ���� ��
 �� ����� ������ �  ���
� ��� ���� �� �� ������ �� � �� ���� ���� ������ ���� ���� ����� �� ���� ������ �� �� ������
� ���� �������� �� �
�� � ��� ������ ������� ��� � ������ � �� �������� �� �����
� ��� R������ ��� � �� � ���������� � ���� ��� � �� 
������ ���� ����  �� �

�� ���� � ��������� � �� �� ��� ������ � ���� � �
������� ��� ��  �� �
����� ��
������
�
  � �  � � ��� ���� �
������ ����� ��� ��� ��� �� � ���� �  � ��� ��� � ��� ����
� ���� ��� �� �� �������� �� ����� ������ � ��� �� �� � �� �������� �� �����
� ���
Q � �� ��� ��� � ��� ���� � ���� ���  �� � 
����� �� ���� ������� � ��� ������� �� xj��� cij

� ��� �� �� � � vi
�� xi

�� �� ��� ��� �� vj
�� xj

� �� � 
I ����� � ��� ������ �� ��� 
����� ��� ���	��		� � 
�� � cij(vi, vj) = 0 �
I ���� � ��������� � cij(vi, vj) = min �
I ���� �� ���� ������ � cij(vi, vj) = 0 � �� ���� �� ��� ��� � ��� �� � ���� �

�� ���� ���� ������
�
 ��  � � ������� � ��� ������ � ��� ���� ������ � � ��� ���� ���
� ��� �� � ���� ��� ���� ������ � �� � ��� �� �� � ���� �� ���� ������ � �� ���� �� �
�� � ��������� ������� ��� � ������ � �� ���� ��� 
����� ��� ���	��		� � 
�� ������ ��� � ������

 �� � �� � ��� �� �� � ���� �� ��� ���� ��� 
����� ��� ���	��
�� �� � �� ����� �� �

�� ������ ������
�
 ��  � � ��� ���� �
������ ������ �� ���� ������ � ���� ������
���� ���� � �� ��� �� �� �� ���� ��� ���� ������ � �� ���� ���� ��� 
����� ��� ���	���
		� � 
�� �  ��� � ������ � �� ��� ���� �������� 	 ��� 
� ��� ������ ��� � ��� ������� �� ������



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ��

��� ������ � �� ������ ������
�
 ��  � � ��� ��� ���� ���
� ��� �� � ����� ��������
�� c∅

� ��� �� �������� 
 �	� ��� 	 �
�� �� � �� � ��� �� �� � ���� �� � �� �
�� drapeau �����
�� ������  �� � �� �� ���� �� �� ����� �� ��� ���� ����� �� �������� �� ����� � ���

��� ���� �� ������ ��� ������ �

� ���� ����
 ��� 	�� �� ��� �� ������ � 	�� ���� ���� ����� � 
����� �� �� �� ���
� ���������� � � �"��� ����� ��� � � �� ����������� �����  � ��  � � �� ������ ��� �� � ��
�������� �� ��� ��� � ��� �����
 �� �� � �� � � ������ ��� ��� � ���������� � ��
�
���� �
� ��� � � � ���������� � ���� ��� �  � � �� ���� 
����� �

!�� �������� ��� ����� �� �� ��� �� � ��������� ������� � �
������ �� ��� ��� ��  �
��� �� �� ������ �� 
����� �  ���� ����� �� �� �" �� �"����
� ���  �� � ��� 
������
�� ��� ��� ������� �� ���� � � ����� �� ��� ��� ����� �

�

� ���� ���� � �� 	�	� 
 ���� ��#� 	 	� �	�� 
 O(end3)
	� � ����
��� �� 	
���	 	� � �� ��	

�	 O(ed)
�

� ����� � �� �� � ��� �
� � ����� ��� �� ������� ��
 ������ �� 	�� �� �� � �� � ���
����� �� ����� �� 	�� � �� �" �� � �� ���� ��������� � �� � �" ����� ��� � ���� ���� ����� �
�� �� ������ �� �� � �� ���� �������� �� �����
� ��� Q ���� � ���
 ��� d � �� ���
������ ��� �� ���� �� �� � ����� �� ����� � ������� ��
 �� O(ed3) � � � ��� � c∅

��
� ������ ���� ����� ��� > �� � �� � �� ���� � �� ������� ��
 �� �� ���� ����� �� ����
��� �� O(min{nd,>} × nd) � �� ��� ��� ����� ��� ������� ��
 �����
� �������
� �
O(ed3 + min{nd,>} × nd) �

� ��������� � ��������� �� ������� ��
 ���� ������ �� 	�� � �� �������� ��� 
����
�� ��� ���	��		� � 
��  �
������ �� ���� O(d2) � �� � ��� ������ ��� ������ ��� � ����
�� ���� �������� xj

�� �
���
� �� R � �� � ������� � �� ����� �� ��� �� �������� xi
���

������ ��� xj
� � � ��� � �� �������� ��� �� �
���
� �� R �� ��
� ������� ��� �� ���

� ����� �� � �������� � �� ���
������ � ��� ��� ��
������ �� 	�� � ������ �������� ��
�� ��� �
���
� ��� ���� �� � �� R � �� ��� ������� ��� �� ���� �� �� ���� ����� �� ��
����� �� � ��� ������� ��
 �� O(nd) � �� ������� ��� �� ������� ��
 � ���� ��
������ ��
	�� �� ���� �� O(ed2) � ���� ��� �
���� � ��� ���� ��
�
� � ������ �� � ��� � ��� �������� 	�� � ������ ��
����� �� ������ �� 
�
� ��� � R �  ���� ����� �� ��� ��
� �� � �� ���� O(nd)

�� � � ����
�� ������� ��
 �����
� �� 	�� �� O(nd × ed2) � �� �������� � ������ 	�� �� ���� ��

�
� ��� ��� Q �� � �� ���� O(min{>, nd}) �� � � �� ������� ��
 ������ �� 	�� �� ������
�� � 	�	� �� ���� �� O(end3 + min{nd,>} × nd) = O(end3) �

	�� � ������� �� �� �������� �� ����
� ����
� ������� � �� ������� ��
 ������� ��
	�	� ���� ���� �� O(ed) � �

�� � ��� �� �
��� �� ���������� � ���
�
� �> ���� �� � �� ��� �� ���� ��� ��� �������� > � 
������  �� ��� ���� � 
������ �� ���
����� � ���� � ������������� ��� �� �
���
�� ���������� ������� � � ������  � � ��� ���� � 
������ �� ���
����� � ���� �



�� � �� ��� ��� �� �� ���������� �� ������� �� ��� ����� ��� � �� ������

� � �� ���	����� �  ��� �� ��
��
 �� 		� 
��� �

� �	 �
 �	 �  �� ���� ��
��� �� ����� �� �� ���� � ��� ���� ����� ��� �������� ������
�
 �� ���
����� ���

���� ��� ����� ��� �� ��
�
����� � ��� ��
� �� ��	� �	 � ���� 	� �
�	� ��	� �	 ���� � ��������� �
���� � ��� ��� �
���� ��� �� �
���� �� ���������� ������� � ����� ������
�
 �� ���
������ �� �� ��� 	� �
 �	����� ��� ��
�
 �	��� �� �� ��

� ���������� �������� ����� ���
����� ������ �� �� ������� � �� � � ��� ��� ������ vi� ���� �������� xi
����
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�� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

�������� xi
���� �� ��� ��� �� �������� � � �������� � ����� � �� � �� ��� ������� S ��� �

������� �� ����� ��� P �

� ���� ���� � �� � ���� ����� 	 ���� 	
� ���	���

� �������� 
� � ��� 
����� ��� ���	���� ��� �� � 
�xi�
e← minvi∈Di

{ci(vi)
⊕

xj∈V −(xi)
minvj∈Dj

{cij(vi, vj)⊕ cj(vj)}} �
	
� � (e > 0)

�  ���
���� ������

xj ∈ V −(xi) �����
��� 
����� ��� ���	���	� � 
�� �xi, xj

� �



� �������� 
	 � ���
���� ���

(Q 6= ∅) �����
xj ←

�� � �� ��(Q) �
drapeau← ���� �
���� ������

xi ∈ V (xj) �����
� � (

��� 
����� ��� ���	��(xi, xj))
�  ���

R← R ∪ {xi} �
S ← S ∪ {xi} �
�
drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 ���� ��(xi) �

� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ���

Q← Q ∪ {xi} �
� � (drapeau)

�  ���
���� ������

xi ∈ X �����
� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))

�  ���
Q← Q ∪ {xi} �

� ����� � �� �� ����
���� ���������� �� ������ ������ ��� � ������ ��� �
����  ��
��� �
���� � 	 ���� � �� �� ������ � ���� ���� � ��� 
�������� ��� ������� ��� �� ��
��� � �� ��
������ � �� �� � �"
����� ���� �� ����
���� 	� ����� �� 	� ����� � ��
�� ����
���� �� ��� �� ��� 
������ �� ���
����� � ���� �� ���������� ������� ��� ��� ��
�� � �� �"�� � ��� 
������ �� ��� ��� ������� 	 ����� �� �������� ��� ���� ��� ���
��� ����� �� ��� � �� � ��� ���� �� � �� �� � ������ � ��� ������ ���� � �� �
��
�� ��
��� ��� �� �������� ��� �� ��� ����� �� ��� � �� � ������ �� ����
���� �� � ��� 
������
�� ��� ��� �� �������� ��� ���� ��� ��� ��� � ���� �� ��� �
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�����
��� xi

� �� �� �� ��� ��� �� �������� ������ ��� � �� ��� ����� �� �� ���� ���� �� ��� �
�� ���� ������� �� ������ �� ��� �� �� ��� �� xi

�� ����� �������� ������ ��� � � �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ��

� �������� 

 � ����
drapeau← ���� ����� ���

(R 6= ∅) �����
xj ← maxxk∈R xk �
R← R \ {xj} �
���� ������

xi ∈ V −(xj) �����
� � (

��� 
����� ��� ���	���	� � 
��(xi, xj))
�  ���

R← R ∪ {xi} �
S ← S ∪ {xi} �
�
drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 ���� ��(xi) �

� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ���

Q← Q ∪ {xi} �
� � (drapeau)

�  ���
���� ������

xi ∈ X �����
� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))

�  ���
Q← Q ∪ {xi} �

� �������� 
� � �� �

drapeau← ���� ����� ���
(P 6= ∅) �����

xi ← minxk∈P xk �
P ← P \ {xi} �� � (

��� 
����� ��� ���	���� ��� �� � 
(xi))
�  ���

R← R ∪ {xi} �
�
���� ������

xj ∈ V +(xi) �����

P ← P ∪ {xj} �
�

drapeau← drapeau ∨ 
 �	� ��� 	 ���� ��(xi) �� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))
�  ���

Q← Q ∪ {xi} �
� � (drapeau)

�  ���
�
���� ������

xi ∈ X �����
� � (�������� 	 ��� 
� ���(xi))

�  ���
Q← Q ∪ {xi} �



�� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

� �������� 
� � ����

���� ���
((Q 6= ∅) ∨ (R 6= ∅) ∨ (S 6= ∅)) �����
�

P ←
(
⋃

xi∈S V +(xi)
)

∪ S �
�
S ← ∅ ��� � ����� ���� �

����� � ������ � �� �� ���
 ��� ������ ������ � �� ��� ��� ������� ��� ���� ��� 	 ���
�� �� ��� � �� ��� �������� ��� �� �������� � �� ��� ��� �� �������� � �� �� 	 ����� ���
����� ���� ������ �������� �� � ���� ��� �� ��� � ����� �������� �� �� ��� ������ �
��� � ������ �� � ������ �� �

� ������� ������ ������ ������
�
 � �
������� ��� �� ��� � ��� ��� �� ���
� � ���
� ��� ����� ���� ����� �� ���� ������ �� xi

� �� ���� ��� �� ��� ����� �� ��� �� xi
� ������ ��� �� � ���� ���� ��� ��� �� �������� � �� ������ ���� ����� �� �������� ���
P 	 �� ����� �� � ������ �� ���� ������ �� xi

��� �� ���� ����� � �� ������ ���� �
��
��
�� ��� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� �� xi

��� ���� ��� 	 xi
� �� ��� ���� ��

�������� xi
��� R 	 �� ����� �� �

��� � ��� 	 �� ���� ���� ���
� ��� � �
������� ��� � ������ ������
�
 �� ���
�����
�� ���� � ����� ���� ������ ��� ���� ���� ����� �� ���� ������ � ���� �������� xi

� ��� ���
������� ������ �� ��� ����� �� ��� �� ����������� ��� �����
���� � �� ���� ���� ������� �
��� ��� �� ���� � 	 ������� �� �������� ��� S ���� ������ ���� ������ ������ ��
�� �� � � ��� �� ��� ����� �� ��� �� �������� �����
� ��� S ��� ������ �����

��� P

������ �� � � ��� �� �
����� �� �� ���� ���
����� �� ���������� �
� ���������� � �� ���� ������� �

�

� ���� ���� � �� �� ��� �	� ��� �	 ���� 	
� �	 O(ed2 max{nd,>}) 	� �	�� 
 	� O(ed)	� 	
� ��	�
� ����� � �� ������ ���� � ��� ��� �� ������� �� ������� ��
 ���� ������ � ���� ��
������
�� �� � � ����� ��� �
���� ����� �� �� ������ � �
�
� ��� �� P � � � ������� �� ��� �
�� � ������ ��� P �� �������� ��� ��� ��� ��� ���� � �� ���� � �� ��� � ���� ��
������
�� �� � � ������ �������� � ��� �����
� �� ���� �� � � � ��� ��� 
����� ��� ���	���� ��� �� � 

� ��� ��� ��
� �� ���� �� � ��� �������� � �� ���� �� ������� ��
 �����
� �� ����� ��������
�� ��� ��
������ �� �� � �� �� O(ed2) � �� ����� �� � ��� ������� ��
 �����
� �� O(e)�� �� ���� �� �� ���� ����� �� �� ����� �� � ��� ������� ��
 �� O(nd) � �� ������� ��

� ���� ��
������ �� �� � �� ���� �� O(nd + ed2) = O(ed2) �

��  ������� �� ������
�
 ��
�
����� � �� ���� ��� �� ���� ��
������ �� ���� �
���� �� ���� O(ed2) �� ��� �� ������� ��
 �����
� �� ��� � ���� ������� �� O(ed3 +
min{nd,>}nd) �

������� � ��������� �� ������� ��
 ������ �� � ���������� � � �� ����� �� ����� ����
��� Q � R �� S � ��� �� � ��� � Q �� ������ 	 �� �������� � ���� ������ � ���� ��
� ��� � ����� �� ��� � �� ���� O(nd) �� � � �� R � ��� �� � ��� � ���� ����
� ��� �� �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ��

� ��
�
 �� 
�
� ��� � � �� �� � �� ���� O(nd) �� � � �� S � ��� �� � ��� � ���� ����
�
��� ���� � � ��
�
 �� 
�
� ��� � ����� �������� � 
�
 ��� ��
� ����� ��� �� �� �� �

����� ��
�
 �� 
�
� ��� ��� R � �� ���� ��� �� �� � ��� �� � �������� ��� �� O(nd)
�� � � �� ����� � ��� �� O(>) �� � ��� 	 ������ �� � ��� �� � ����� �� 
�
� ��� ���
R � �� ���� ��� ���� ����� c∅

� �� ������� ��
 �� � ���������� � ��� �� ���� �� �� ����
O(ed2 max{nd,>}+ ed3 + min{nd,>}nd) = O(ed2 max{nd,>}) �

�� �� ��� �������� �� ������� ��
 ������� � ������ �������� �� ����
� � �� 
�
 �� ���
�
� � ���� ���� ���� 	 O(ed) � �

� �	�
 �
 ��� �� �� ����� ����
����� ���
����� ������ � 
�
 ������
� ���� ���� �� � ���� ������� � � ��� ��

�������� � �� � ����� � � ����	�� �� ������
�
 ���� �� ���� ������ � ���
������ ��
������� � � � ����	�� ��� ��� �� ������
�
 �� 
������ 	 ������ ���� �� � ������ �� ��������� �
�� ���
����� �� ���� ���� � �
���� ���� �

��� ��� � ��� �� �������� �� ���� ������� �
�� � ����� � ��" ����� ������ ����������� �� �� �������� �� ���� � �����
 �� 
������ � ��
������ ������ ��� ��� ����� �� �������� � �� � ���� � � ���� �"���
� �

�� ���������� �����
� �" ������ �� �������
 �� �������� � �
���� �� ��� � ���� �����
� ������ �� ��� ���� � �� � ������ �� �������� �� ���� � ���� �� ���� � � �� ������

��������
� � ��� �"�������� �� ��� ��� ���� � ����� ��� ��� �� ��� � ���� ���� ������ �
����� �� �������� 
���� ��� 
���
� x1

� � � � � xn
� � ������ �����
 ��� �� ���
����� � ����

� ������������� �� � ������ ������� �� ���� ��� ��� � �� ������ �� > �� 
�
� 	 � �������� �
�� ������� � ������ ��� �������
 �� ���� ��� � �� �� ��� � ��  ��� �� �� ����� ��

���� � ���� ��� � �� ������ �������� � ��������� �� � �� ���� �� ���� �� � ��� ����� �
�� ����� ��� 
�
 �
�
�
� ��
��� ���� ��� ��� ��� � 	� � � �� ��� ����� �
���� �� �����

���������� ��� ��������� � �� ��� ���� �� ������� � ������ ��� ��� �������� ���
������ �� ����� �
� 
�
� �� ��� �� ������
� � �� ��� �� ������� � �� ���� ��
������� ��� �"�������� �� ����� �� �������� ����� �� ��� ������ � �� �� �� �� �����
� ���� � �� �
� � ��� ���� �
�
�
 �� ������� �� ����� ��������� ���� ����
����
�� �������� � �� � 
���� � �� ���� ���� �� �������� � �� �� ������� �� ����� ���������
��� � ����
���� �� �������� � �� � 
���� � �� �� �� ���� �� �������� � ������ � � ��� �� �� 
����
���� ���� �� ���� ��! ��
 �� � ������ �� 	� ������� 	 �
����� �� ������� � ����
�� ������ �� ����� ����� �� � ���� �� ����� �

���� �� ������� �� � �������� � ���� �
��� �� � ������ �� ������� 7, 4 �� �
� �� ������� ��� ��� ���� � �� � �"
����� �� ����� ��
 �� ���� ��� 	 � ��������� �� ����
��� �� ������� � �������� � � �� � � �������� �� ������ ��� � � ����� � ���� �� �� ��
���� ��� ���� � ��� 
������ ��� ������ �� ����� ��� ������� ������� � � ���������� �
������ ���� � ��" �������� � ���� �������� ��� ��� ����� ����� ��  ���
����� �

!� ���� ��� � � �� �� ��� � 
�
 �������
 � �������� �� � ������ ��
��� ��� � � ����	�
� ��� �� ��� �
�
�
 ��
��� ���� ��� � �� �� ���� � �� �� ��� �� ������ �� ���������� � �� �
� �
�� ������� �
�
�
� ��� � ���� ���� � �� �
� �� 

� � � �� ���� � � e = 2,5× n �
��� ��	
�
�� �� �������	����� ��� �� � ���� ����� ���� � �� �������"���� ���� ����� ����"�������� �� ��"�����

���������� ���� �
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� �� � � �� � ���������� �� ���� �� ������� ������� � � ������ �

� � ���� � � e = n(n−1)
8

��
� � �������� � � e = n(n−1)

2
�

�� � ������ ���� 
� � � �� ���������� � � t = t0 �� � ���������� � � t = d2 − t0

4
�

�� t ����
���� �� ���� ������ �� ����� ������ �� ��� �������� �� ���� � �� t0 �� �� ���� ���
���� � �� �� ��� �� ����� ������ �� ��� �������� �� ���� � ��� ��� �� �
��� � �� �����
���� �
��� ���� ���� �� ���� � �������� �� ������ � � ��� �� 
���� � �� ����� �� ����
��! � ���� ��
 	 �
����� ��������� �� �� ������� � �� ������ �� �������� ����
� ������ � � ���� ������� �����
 � ��� �� � �� �� ��� � ���� ��� � ��� �� ��
�
���� � 
���� ��
������� � 	 2, 8 �� � �

�� � ��� ����� �� ���� ������ ���� �� ��� ������ � �� �� ����� ��� 2, 2 �� � � ��
������ �� � ������ � ��� �� ������� � ������� � � �� ��������� � � � �� 12, 8 �� � � ��
������ � ��� �� ������� � � �� ���� � ��������� � �

!� ������� � �� �� ��� � 
�
 �� ������� � �� � ������ ��� � ������� �� � ��������������
 �����!� �����" � ����� � � ��� ������ ��� ��������� ���� �� � ������� �� ������ ��
�� �� � �� ���� l ��� ����
 � ��� ������� s � ����� �� ����� � � ��� � ����� �� ���� ��
�
���� ���� ���� ������ �� ������ � �� 	 ���� ������ �� ������ �� � ����� � ��� � �� �� ���
�� ���� �� �� � ���������� �� �� ���� � ������� ������� ��� � ������ ��� ������ � �����
�� ������ �����
 ��� �� ������ ������ �� � �� ������� � �� � ��
��
 ��� l ��������
� �� �
���� ������ ������ 	 � ���������� �� ��� � ��� ������ �� �� �� ��� � s ��������
������� ��� ��� ���� l

� � ��
����� � ��������� ��� � ��� ������ �� � l+s �������� �� ����
������ � ��
����� �� ���� � ���������� � ��� ��� �� l × s ����� �������� � ��
����� ��
���� � ������� ������� ��� � ��� � ����� ��� �� ������ �� �

�� ������� �
� ��� ��� ����� �� ������� � ����	� 	��� �� ���� �� ��� �� ��
��������� ������� �� � ���� ��� �� ������� ��∗���∗ ���� �
� ��� �#�	�� 	� �

�� �
����� �� ��� � ������
 ��� �� ������� � �	 � ��� 
�
 ������ �� �� ����
$ % � � � &�����' ��� � ���### ���� ���������"��

∼

����(���� ������ ������� ����������� ���������������� ���� ��
 ) �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� 	� 	

� ������ � ������ ���� ���� �����
����	 	� × �� � �� 	 � ��� � ���
����� 	� × �� � �� 	 � �� 	 � ���
����� 	� × �� � ��� � �� 	 � ���
����� 	� × �� � ��� � �� 	 � ���
��� 	� 	 �� × �� � ��� � ��� � ���
��� 	�� �� × �� � �	� � ��� � �� 	
��� 	�� �� × �� � ��� � ��� � �� 	
��� 	�� �� × �� � ��� � ��� � �� 	
��� 	� 	 �� × �� �� ��� � �		 � ���
��� 	�� �� × �� 	�� ��� � �	� � ���
��� 	�� �� × �� 	�� ��� � �	� � ���
��� 	�� �� × �� �� ��� � �	� � ���
�� 	 	�� × 	�� � � 	� ��� ��� ���
��� 	�� × 	�� 		��� ��� �� ��� �� ���
��� 	�� × 	�� 	� 	�� ��� �� ��� 	�� ���
��� 	�� × 	�� ���� �� 	 � 	 ��� �� ���
��� 	�� × 	�� ���� ��� �� ��� �� ���
�� 	 ��� × ��� � ���� ��� ���� ���
��� ��� × ��� � 	��� ��� � 	� ���
��� ��� × ��� � �� 	 ��� 	��� �	�
��� ��� × ��� � 	��� �� 	 	��� ���
��

� ��� × ��� � 	��� ��� ��� �� 	
�	� � � �	 � ���� �� ������ � ��� ������� � ������������� ����� ��� � ��� �� ������� �
�� ������ ��� � ������� �� � �� ������ �� ������� � �� l × s � �� l �� �� ������ �� ���
�� s �� ������ �� � ����� � �� ���� � � � ����
� ��� � �������� � �� �� 
�
 �
� ��� ��
� � �� �� � ����� �
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���� � 	 � 
� � � ���� � �� � � �� � 
� � ��� � ��� � �� � ������� ��� ���� �� �� �������
����� � ������� ��� ���� � ��� �� ������� � �� ������ �� 
������ �� 
���� 	 l × �� � ��
� ���� �� �
������ ������
� ��� ���� �� ���� � �������� �� �
� ��� ��������� ��� � � ��
�� � ������ �� �������� �����
 ��� �� ���
����� � ���� � ������������� � � ��� ��� �� ����
���� � �� ������ ��� � ������� �� � �� ������� ��� �
� �� ��� �� � ��
������� �
� �
�
�� ���� � # ������ �� ��� �� ���������� �� �� �#���� � � �� �� �� � �� � ��� ����� ���
����� ��������� � �
�
����� �� ������� �� �
����� �� ������� � � ��� �� ������� ��
������ ���������� ��� �� ���� ��������� ��� ����� ���� � � �� � ���� ������ � � �����
�� ���������� � ��� ���� �����
 �� � ����� ���� ����� � �� ���� �� ����� ���� ���
�
���� �� �� � ���� �� 
������ �� ������ ����� ��� ��� �� ������� �
� ��� ��� ���� �
�� ������ �� > �� �� ���� ������� � � �� ��� ����������� � ������ �� ������� � � ����
�� ����� �
� ����� �� ������� �� �� ���� ���������� �

� �� �� ���	����� � ���� ��� ������ 
��� �

�� � ��
������� �� ��� �� ������� � �� �� �� ��������� �� � ���� � ��� ��� ����
�
�����
� ��� �� ��
�
���� �������� � ������ �� ��� ���� ��� ����� � �� � ������ ��
������� �������� �� � ������ �� ������ � ��� �� � �� ������� ��
 ���� ������ �� ���
���� ������� ���� ��� �� ������
�
 �� ���
����� �� ���� ��
�
���� ��� 
����
� ��
� ������ �� ���� �������
� �� �� ��� � � �������� � ��� ���� ���� ����� � ��� ��
����� �� �� ��������� � ��� �������� ������
�
 �� ���
����� �� ���� � ��� �� �
���� ��



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���

���������� � ���
�
� � ��� ��
� �� ���" �� � ���� ��� ��"�! � ����� ������
�
 �� �����
�
�� �� �� ����
����� ������ ��� �� �� �

������ � �� � �� �
���� �� ���������� ������� �
���  ������� �� ��� ����
�������� �� ��� ���� ��� �� ���������� �

� �	�� �	 �  �� ���� ��
	 �
������ � ��  �! !��� !��"! � ��" ��"�" � ��� ��! �� ��" �! � ����" � ! � ��� ��!�" ���
��� ��! �" ����� � ��! � D = I = {I1, . . . , In} � ����� � �� ��"� �!� ��"" � ��� �" ����
��� � ���������� � � ��! ��" �! �"� ������� �� !�� ������� � ��" �" ����� � �� Ii

!��" � ��!� ���
����� �" � "���! bii

�� bsi � �� � �� �� � �" ����� � �� Ii � "�! "���"! I̊i
� ��" ������� �� Ii �� ��! �������� � ��"!�� ��� � ��" ���� ��� �" � ���� Ii \ {bii, bsi} � �! � ����!��"! ��!! � ��! � "���"! !����!!��� �succ� �� � ������!! ��� �pred� "����

��� ��! ��� � ����� �� �� ��� ���� "�! �" ���� �!"! ���� "���� ��! �� ����!� −∞ �� +∞���� ��! ��� �
� prec(−∞) = succ(−∞) = −∞�� prec(+∞) = succ(+∞) = +∞�� −∞ ≺ +∞�� ∀xi ∈ X , prec(bii) = −∞�� ∀xi ∈ X , succ(bsi) = +∞ �
�� ���� � �������� �� ����
�������� ��� ���������� ������ ��� ������ ��� � �������� ��


�� ����� ���� ���� � � �� � ��� � � ���� �� � ��� �� �� ������ �� ��� ������ � ��������
	 � ����
����� � ��� ���������� � �� �������� � ����� ����
�������� ��� � ��� �� �� �
�����
�� ��� ���� Di

������� ��� ��� ���� ������  bii
�� bsi

�
����� ��� �� � ��������� ��� ��� �� �� ������ �� ��� ������ 	 � ����
����� � ��� ���

� ���� � �� ���
����� �� ���� � ��� ��� � �� ��������� � �� �

��� ���� �� �� ���"�� ��
"��� ��� ��"�! � � �
��������� �� �� ���
����� �� ���� �����
 	 �� ��� � �� �
���� ��
���������� � ���
�
 � ����� ������
�
 �� � ��� �� ��� �� �������� ��� � ���� ��
��� ���� �
	 �
������ � �	� �"� �������� xi

�! � "������ ���" � ��� ��"�! ���� !� �� (c∅⊕ ci(bii) < >) ∧ (c∅⊕ ci(bsi) < >) ��
� ∃vi ∈ Ii, ci(vi) = 0 ��" � �� �! � "������ ���" � ��� ��"�! ! � �� ��! !�! ��������! �� !" ��
�� ��������� �  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#* � +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# � +,--!#** &" ')"!�

'#+ ,-0 !&# ,!# ���� �
���� ��� � � �� � ������ ���� �
���� �� �� �������� ��
�
����� ���
�� 
����� �� �1) ��� � ��� ������ � �
������ ����� ������
�
 �

�
� �� �
����� �� ������� ��
 ������� �� �� � ��� �� ����� �� � �� �
�� �� ����
������ � �� �2�� � �� � �� �
������ �� ���� ������ �������� � ����������� � ���� ��������
�� ����
� �� ������ ���� ����������� �� �� ������ �� ��� ���� � �� ��� ��� �� ������
�� � ��� ������� ���� �� �������� �������� �� ����
� ∆(xi)

� ����
������ �� ����
��� � 
�
 ���3 ��
 �� xi

�� c∅

� ci(vi)
�� ���� �� ��������� � ���

ci(vi)	∆(xi)
�

45��5���� � �� � �� �� 6����� � �1) �!� �6������



��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

�������� 
� �  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#* 	xi ∈ X 
  � �� �
��
min← minvi∈Di

{ci(vi)} �
∆(xi)← ∆(xi)⊕min �
c∅← c∅⊕min �5����5��5

(min > 0) �

�������� 
� � +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# 	xi ∈ X 
  � �� �
��
drapeau← /(, ����� ���

(c∅⊕ ci(bii) = >) �� �5�
bii ← succ(bii) �� � (bii � bsi)

�  �5�
 ���5 &'$" �0 !# '$# �

drapeau← � !( & �5����5��5
drapeau �

45� ����5� 
� � �1)
���5 ������

xi ∈ X �� �5�
 !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*(xi) �

���5 ������
xi ∈ X �� �5�

+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#(xi) �+,--!#** &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!#(xi) �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���

45���� � �	� � ���������� � ������ ����������� ��� �� ����
���� �� � !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*�
�� �� �+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#� � ���� �� ������ �� ������ �� ����� ����� ��� ��� ��
���� � �� ��� �� ������ ��  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#* � ��� ������ �� ������� �� ��� ���
������ �� ������ �������� � �� ��� �� �� +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# �� +,--!#** &" ')"!�
'#+ ,-0 !&# ,!# � ��� ������ � �
������ �� ���� ���� ������
�
 �� ��� �� ��� �������� � ��
�������� �� �
������� �� �� ��� ��� ������ � ������ � ��� ������ vi

�� xi
�� ���

���
� � ���� ����
� ��� c∅ ⊕ ci(vi) = > � � � � � vi
�� �� ��� ��� ������ � ���� ��������

��� ci(vi) = 0 �� ���� ��� c∅ = > � 	� � ��� �� �� � ����� �� ������ ��� �2 ��
�
��� +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# � �� ���� � �������� �� ��� � � ���������� � �1) �� ����
������� �

45��5���� � �	� �� �� � �� � ! �������� �" ���� ! O(nd) �� �" �!���� O(n) �
4 5���� � �		 �� ������� ��
 ���� ������ ��  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#* �� �� O(d) � �� ��
������� ��
 �����
� �� +,--!#** &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!# �� �� O(nd) � �� �� ���� ����� ���
�1) � ���  �
������ �� ���� O(nd) ��� ������� ��
 ������� �� �� ����� � ���� 
� � ��� ���	�� �� � ���� �� �
������ ��
�� 
������ �� ������ ��� ���� � ���� ��� �� ∆  O(n) � �

� � ������ �� �� ���
����� �� ���� � �� ���
����� �� ���� ��� � ���� � ��� ����
����������� ��� �����
�
� ��� ��� ����� ������
�
 �� ���
����� �� ����  �� �6� ���"��
� ���� ��� �6�"�! � �������� � ��� �� � �
������ �� ��� ��� ��� ������ �� �������� � ���
���� ��� ��� �������� �� ���� � ���� � �������� ��� ������� ��
 ������� ��� 
 �� � �� ��
�������� � � ��� ��� �� ��� ������� ��
 ������� ���
� ������� �� �� ������ �� ��� ���� 
 �
��� � ����������� ��� �� ���3 ������ �� �� � ���� �� ��� ���� �

	 �
������ � �		 �"� �������� x �!� �����6� ���" �� ��� �6�"�! ����� !� �� �� �� �! � "�����6� ���" �� ��� �6�"�!� ��� ∀c ∈ C, x ∈ var(c)⇒ (∃(a, a′) ∈ `2(var(c)\{x}), c(a∪{(x ← bi)}) = c(a′∪{(x←
bs)}) = 0) ��" � �� �! � �����6� ���" � ��� �6�"�! !� �6� ��! ! �! ��������! �� !6" �� �"! �� ��! 6� ��! � 6"���6"! �� �6� � !6" � ��"����!� � �6�! �� !��6"�� � �6� ����� �� ��

��� " ���6" � �� � ! � �������� �" �
� ∀xj ∈ V (xi),∃(vj , v

′
j) ∈ I2(xj), cij(bii, vj) = cij(bsi, v

′
j) = 0 �

� �������� ������ �
���� � �
������� ��� �� ��� �

���� � � � �� �� � ���� � �� ��� ��� ��! �" �� �" � �� 6� ��! �� ����! !6" � ���!!��! ��� 6����
� �� �������� � �a ≺ b ≺ c� � �� �6"� � �� �� ��� �� bi1 = a �� bs1 = c � ��! �� ����! ��!
�" ����� � ��! �" �������! !6" � � ��!�! � c∅

�! � �" ���� ��� �" � � �" � ��� ������� �6� � � ���6��
�� � �� �� ���� bi1

�� x1
" �� ��! �� !���6��� �" � �6� ���� �6" � �" �6� � �� �" !�� �����

�� ���� ��� � � ���� � �� ���� � �� �6� � �"���� �� bi1
� �!! � � >� 6" !��� ��� � �6" � �� �� ���� �

�� �6�"� �"� ������ �� � ��" ����� � �� �� x1
�!� �"!� ��� � �!� � � 6�� ��� � � ���� � �� ���� � �����

�"!��"�� �! � ��� � � ��! ��! �� � ��� �� �� ���� b
�� x2

" �� � �! �� !���6��� ���� � 6" ���
�� � ��� � �� � ���� � ��! � ����� �� � �� �



��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���
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�� � � 
�� � ���� ��
bi1

� �� � � �� � � ��� � �� � �
������� ��� �� ��� �

�� ��������� �  !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# �  !"� #$% &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!# ���� �
���� ���
��� � ������ ���� ������ 	 ������ �� �� �������� ��
�
����� ��� �� 
����� � +,--!#** &" ')"!�
'# .'/0 !&# ,!# � +,--!#** &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!# ���� �
����� �� ��) � ��� ������ � �
������ ��� �

�� � �2 
����� ��� �
���� �������� �� �������� �� ����
� ∆(xi, xj , vi)
���� ��

����������� ��� �� ������� ��� �� � �� � ��� �� �������� �����
� ��� �� ���
�����
� ���� � ������� � � ��� � �2
����� � �3 ���� �� �� ���� vi

�� � ��� ���� �� ��� bii
�� bsi

� ��
��� ��� ��� �� ������� ��
 ������� �� ��������� � � � � ��� � ��� ��������� ��� ��������
�������� �� ����
� � ∆(xi, vi)

� �� vi
�� � ��� ���� ������ ��� �� � ��� bii

�� bsi
� ���

����
���� �� ��� � �� ���� ������� ���3 ��
 �� bii
� �� � ������ ���� � � ∆(xi, vi) =

⊕

xj∈V (xi)
∆(xi, xj, vi)

� ���� �
�� �� � ∀xi ∈ X ,∀xj ∈ V (xi)


ci(vi) =

(

ci(vi)⊕
{

0 � vi ∈ I̊(xi),

∆(xi, vi)
���� �

)

	∆(xi)

cij(vi, vj) = cij(vi, vj)	
({

0 � vi ∈ I̊(xi),

∆(xi, xj, vi)
���� � ⊕

{

0 � vj ∈ I̊(xj),

∆(xj, xj , vj)
���� �

)

45��5���� � �		 � �� �� 6����� � ��) �!� �6������

4 5���� � �	
 ��� ����� ���� � ��� ��� ������� ��� �� ���������� ��� � ��� �� �
� ����	�� ��� ��� ��� �� � ����� �� ������ �� � ��� 
������ 	 ��� �� �
����� �� 
����



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���

�������� 
� �  !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# 	xi ∈ X , xj ∈ V (xi)
  � �� �
��
min← minvj∈Ij

{cij(bii, vj)} �� � (min = 0)
�  �5�5����5��5 /(, �

∆(xi, xj , bii)← ∆(xi, xj, bii)⊕min �
∆(xi, bii)← ∆(xi, bii)⊕min �5����5��5 � !( & �

�������� 
� � +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#� 	xi ∈ X 
  � �� �
��
drapeau← � !( & ����� ���

(ci(bii)⊕ c∅ = >) �� �5���
bii ← succ(bii) �� � (bii � bsi)

�  �5�
 ���5 &'$" �0 !# '$# �

∆(xi, bii)← 0 �� �
���5 ������

xj ∈ V (xi) �� �5���

∆(xi, xj, bii)← 0 ���

drapeau← � !( & �5����5��5 drapeau �

��� � ����� �� ��� ��� � �� ���� ���� � ��� ���� ������� ��� �� ������� ������� ���
����� 

� ∀xi ∈ X ,∀xj ∈ V (xi),∆(xi, xj , bii) ≤ cij(bii, bij) ∧∆(xi, xj , bii) ≤ cij(bii, bsj)
�

� ∀xi ∈ X ,∀xj ∈ V (xi),∆(xi, xj , bii) ≤ min







cij(bii, bij)	∆(xj , xi, bij),
min

vj∈I̊j
{cij(bii, vj)},

cij(bii, bsj)	∆(xj, xi, bsj)� �� ������� �� �� � ���� �� 
������ ��� ��� ����� �
� ∀xi ∈ X ,∆(xi) ≤ min{ci(bii)⊕∆(xi, bii),min

vi∈I̊i
{ci(vj)}, ci(bsi)⊕∆(xi, bsi)} �� ���� ����
 ��� �� ∆ ��� ��� �� �
��� �� � ���������� � � �� ������� ��
�
����� ���

����� 	 �� � �� ��� � �� �������� ����� �� �� �������� �� ����
� ��� ���3 ������ �
���3 ������ ������ �� �2 ���� ��� �� ������ ��������� �� ������� �

�� � ��� ��� ��� ������ ��� �� ������� ������� ��� ����� ������ � ���
������
�� � ���������� � 

� ∀xi ∈ X ,∆(xi, bii) =
⊕

xj∈V (xi)
∆(xi, xj , bii)

�
� �� � �� � � ��� �� � ���� �� 
������ � ��
�

c∅ =
⊕

xi∈X
∆(xi)

�
���� ������� ��� � ���������� � �� ������� � ��� ��������� �� ��������� ������ 

� � ����� �� � ����� �� �������� ��� ��� �
� � ����� �� � � xi

� ��� �� ��� Q �� ��� xj
� �� ��� �� xi

� � ��� �� ��� ��� ���
Q � ���� �� � ���� �� �
������ �� �� 
������ �� � ����������� �� xi

��� �� ��� ���
��� ���� ��� 	 xj

� �� �� � ���� �� �
������ �� �� 
������ �� � ����������� �� xj
��� ��



��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

45� ����5� �� � ��)
���5 ������

xi ∈ X �� �5�
∆(xi)← 0 �
∆(xi, bii)← 0 �
∆(xi, bsi)← 0 �
���5 ������

xj ∈ V (xi) �� �5�
∆(xi, xj , bii)← 0 �
∆(xi, xj , bsi)← 0 �

�1) �
Q← X ����� ���

(Q 6= ∅) �� �5���

xj ←
� % !( &!#(Q) �

drapeau← /( , �
���5 ������

xi ∈ V (xj) �� �5���
� � ( !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#(xi, xj))

�  �5���
� � (+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#�(xi))

�  �5���

Q← Q ∪ {xi} ���

 � �� � �� ��� � ��� �� ���� � ��� ������ � �� ��� ��� � �� xi
�

drapeau← drapeau ∨  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*(xi) ���
� � ( !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#(xj , xi))

�  �5���
� � (+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#�(xj))

�  �5�� �

Q← Q ∪ {xj} ���

 � �� � �� ��� � ��� �� ���� � ��� ������ � �� ��� ��� � �� xj
�

drapeau← drapeau ∨  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*(xj) ���
� � (drapeau)

�  �5���
���5 ������

xi ∈ X �� �5�� � (+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#�(xi))
�  �5���

Q← Q ∪ {xi} ���

 � �� � �� ��� � ��� �� ���� � ��� ������ � �� ��� ��� � �� xi
�



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���

��� ��� ��� ���� ��� 	 xi
�

� ���������� � ������ ����������� ��� �� �������� ������� � �� ����
���� �� � ��) � 
������
�� ���
����� � ���� ��� � ���� � �� �������� �� �  !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# � 
������ �� ��� ���
� ���� � ���� �� �
������ � ��� ��� ���� �� �������� � !( & � �� ���� ���3 ��
 �� ������� ���
� ����� � �� �������� �� � +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#� � � �� 	 3 ��� �� � ���� �� �
������ � ���
��� ���� �� �������� �� ������ ��� ������ �� �������� � !( & � �� � ���� �� �
������ �
�2������� ��� 
�
 � �� �

� � �� �������� �� �  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#* � 
������ �� ��� ���
������ � ��� ��� �������� �� �������� � !( & � ���� � ���� ���� ����� c∅

�
�� ���� ���� �� � ��� � ���������� � ������� �� ����� �� � ���� �� ������� � �� ����

��� � ��� �� ��� �
���� �1) � 
�
 ��� ��
� ���������� � �� ���� � ��������� �
��
�� ���
�� ������ ������� ����� ������
�
 � �� ��� ��� ������ �� � ��� ���� � ���� �� �	 �� ����
� ���� ���3 ������ ������ �� �� ��� � ������ ���3 ������ �� ���� ��� �� � ���� ��� �
����
�� �
������� ��� �� ��� ��� ������ ������ �� �� ��� �

��� ������ � ��� ���� ������ �������� � ��� ���� ����� � � �� �� ���� ������ ����
� ���� � � �� c∅

���� ���� � �� ���� ������ � ��� ���� ����� 	 �� ���� � ���� ���3 ������ � 	�
��� ���3 ������ ���� ���� ����� �� ���� ������ � ���� �� ��������  !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#
��  !"� #$% &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!# �������� � !( &� � ������ �� � ��� � ��� �� �� � �� ��� ���� ��
�������� +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!# �� +,--!#** &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!# � ��� � ����� 	 3 ��� ��
� ���� � �� �

� ������ �� �� � �� � c∅

�� � ��� ���� ����� �� �	 �� ���� � ���� ���3 ������
������ � 	 ���� ����� ���  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#* �������� � !( &� 	� � ��� �� �� � ���� �� � ���
�
�� drapeau ����� �� ������ � !( & �� �� ���� �� �� ����� �� �
��
� ��� ����� �� ������
�� ������ �������� ��� ������ �

� ���������� � �� ���� ���� ��� ���
 � ���� ���� � ��������� �� ����� ��������� �
�� �
��� �� � ���������� � � ����� �� �������� ��� �����
� ��� Q � �� ��� ���� ���
��������� ���� � ����� ���� �������� xi

�� �
���
� � �� ���3 ������ �� ����� �� �� ��
� ��� ������ ��� � ���� �� xi

� �
������ �� ��� ��� ���� � �� ��� � ���� �� ���� � ����
�� ���������� �� �� ��� �� xi

� �
������ �� ��� ��� ���� ���� �
�� ��� ��� �� � ��� ���� ���
 ��� ��� � ����� �������� � ��� ���� ������� �� �� ���

������ � ���� ������ � �� ���� ��� �� �� � ������� 3 �� �� � ��� �� ����� �� � �� ����
������� �� �������� ���� �� ������ � 
�
 ������ 
� ������ �� � �� �� �� � � � ��� 
� �����
� ��� � 	 ������ �� � �� ���� � ���� �� � �� 	 3 ��� � �� ���� �2 ���� �� ∆ ��������� �� ����
��� ��� 
�
 ���3 ��
 �� �� ������ �2 ��
� ������ �� �� �� � � �� ����� ��������� �� ����
��� ���
 � � ���������� � �� ������� �

�

45��5���� � ��� � �� �� 6����� � � �"� 	6�� ��� ��� ���� 6��� �� 
� O(ed2 +min{>, nd}×n)
�� �"� 	6�� ��� ��� !����� �� 
� O(e) �
4 5���� � ��� ���� � � ��� �� � �� � ����� �� �� ����� �� ����� �� � �� ���� n(d+1) �� �
�� �� � ����� ����� �� ����� ��� �� � �� ���� 2e(d + 1) �� � � �� ������� ��
 �����
�
�� ����� �� �� �� ��� ���� �� O(ed2) �

�������� � ��������� �� ������� ��
 ���� ������ �����
� �� +,--!#** &" ')"!'# .'/0�
!&# ,!#� � �� ���� ����� �� �� � ����� ���� ��� ������ �� � �� ����� �� � �� ���� nd
�� � � �� ���� �� ������� ��
 �� �� � ����� �� �� ����� �� �� O(ed) � �� ������� ��
 ���
���
� �� +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#� 	 � ����
����� �� ���� ��� �� O(ed) � ����� �����



��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

���� �� ��� ��
� ����� �� �� �� � ��� � ������ ��� ������� ��� ���� ��� ��
� �� � �� ��
��� nd �� min{>, nd} × n �� � � �� ������� ��
 �����
� �� �� ����
���� �� ���� ��
O(ed+min{>, nd}×n) � �� ������� ��
 ���� ������ �� ���� �� O(ed2 +min{>, nd}×n) �

���������� �� ������� ��
 ������� � ���� �� ����
� ��� �� ������ �� ∆ ��� ���
������� � ��� � ��� �������� � �� ������ ��� �������� �� ���� ������� � �� ������� ��

������� �� ���� �� O(e) � �

�� �� ��� ������ �� ����� ��� �� ������� ��
 ���� ������ �� � �� �
� ��� d ��� ���� ���
	 �� � � � ��� � �� ������� ��
 ������� �� �
� ��� �� �� d � �� ������ �� ��� ���� � 	
�� ������ � ��� �� � ���� �� ����� ���
����� �� ���� �� ���������� 	 �� ������� � 	
��� ����� ��� ���� �

� �� �� �� �� ����5���� ∅� ����5�� ��
∅� �

���� �������� �������� �� ���� � ��� � ��� ������ ���� ������ ��� ���� ��� 	 �� �
� ������� ��� �� ��� ����� ����� � � ��� �� �� ����� ���� ����� c∅

��������� ��� ������� ��� �
�����
��� ��� ������� �� �������� �� ���� ������� �

c12 :

{

I1 × I2 → E
(v1, v2) 7→ v1 + v2

I1 = I2 = [1..10]

�� � ��� ��� ���� ����� �� c∅

� �� ���3 ����� �� ���� �� ���� �� c12
�� ������ ������

�� x1
� ��� �� ���3 ����� �� ���� �� c∅

� ��� �� � ��� �� �������� �� ����� ���� �����
�� c∅

����� ��� �� � �� ��� ��� �� �� ���3 ���� �� ���� �� ��� ������ ���
������ 	 x1
��

x2
�
�� �� ��� ��� ������ �� � ���� �� ����� ���� ����� �� c∅

� ���� �� ������� ��� ����
���� ��
 ������� ���
� ������� �� d � � ��� �� 	6� ���"	� ∅��"���!�� �������� ���3 ���� ��
���� � ������� ��� �� �� �������� ������� �� c∅

�

	 �
������ � ��� �" � � 6"	��6" 
� 	6� � c �!� ∅��"���! � 	6� ���" �� ��∅�� !� �

∃a ∈ `(var(c)), c(a) = 0

�a �!� � �6�! �		 ���� !�		6�� r ����� 
� c� 6� r �! � � ������ 
� c� � �" � �� �!� ∅��"���! �
	6� ���" � !� 	����� � 6" 	��6" 
� 	6� � � ��! ��

� �������� ������ ������� ��� ����������� �� �∅� �� �� ����


���� � � �� �6"! �
��6"! 	�� �� ��	 �� �� � ���� � �� ��� � ��� 	 �� � 	 �6� ���� �" 	6� �
��"���� !�� bi1

�� bs1
�6� bi2

�� bs2� � � ��! �� �� "� 	 �� � 	�! � ���� ���� �" ��� c∅ � � � ��� �� �6� �� 	 6�� " ���	6��� ���� �� �� �	����6" 
� x1
�� x2 � �� � 6"	��6" ��"���� 
6"" ��� ��

� 6�"! �" 	6� � 
� 1 � �" ��� 	6� � 	 �� � 
6"	 ���� 	 �6� ��� !�� c∅� 	6�� � 
�	��� 
�"! ��
� ���� � �� ��� � �� � 6" 	��6" 
� 	6� � �! � 
6" 	 � ��" ��"�" � ∅��"���!� 	6� ���" ���

�� �������� � �� � ��� �������� ��� � �
������� ��� �� ��� �� �� 
������ �����
� ������� ��� �∅� � 	��� ��� ��� ������� ��� vj ∈ Ij

� �� �� ��� ��� �� bii ∈ Ii
���

���� ��� 	 cij
� ���� (bii, vj)

�� �� ��� ��� ������� �� cij
� �� ���� ����� �������� �� ����



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���

c

b

a a

b

c

x2x1

2

2

2

bi2

bs2

bi1

bs1

c∅ = 0,> = 4

��� 
������ �� 
	
�����

c

b

a a

b

c

x2x1

2

bi2

bs2

bi1

bs1

c∅ = 1,> = 4

�� � ���� ��
�� �
��
�� ���
c∅

c

b

a a

b

c

x2

0

0

x1

00
2

2

2d

1

1

bi2

bs2

bi1

bs1

c∅ = 0,> = 4

�� � �������� 
������

c

b

a a

b

c

x2x1

2

2d

bi2

bs2

bi1

bs1

1

c∅ = 0,> = 4

�� � ���� ��
��
bi1

c

b

a a

b

c

x2x1

2

bi2

bs2

bi1 1

bs1

c∅ = 0,> = 4

��� � 
�� � ���� ��
bs1

� �� � � �� � �� 
������� ��� �� �∅� �����
� ������ �



��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

�� �∅� � � ��� � ������ � �� �� ��� ������ � �
������ �∅� ����� ��� � �� ���� ��� � ������
� �
������� ��� �� ���
����� ������ ����� �� �� ������ �� � �������� � ������
� 
 ��
� ������ ���� � � �� ���� ��� �� ���
����� ������ �� �������� �� 
 �� ������� ���
�� ��� ��� � 	���� � �	�� �� �

� ����
 ���� � 
������ �∅� ����� ��� � ��� �� ������ ������� ��� ��������� � � ��������
������ ������� ���� �


���� � � �� �6"! �
��6"! �� � �� 
� �� � ���� � �� �	� � � � �!� 
�� � �∅� � 	 � �!�� � �� � 6"	�
��6" ��"���� 	 ��!�" �� �" 	6� � "� � �6�!��� x1

��� � d �� x2
��� � c � ��� 	 �6� ���� �" 	6� �


� �" !�� bi1
�	� � � �� � � �� �
�� � �"!� ���� 	6�� �"� ���!6" �� ��	6"�� �� �� !6����� ���� �"�

�� �� ���� d 
� x1
�	� � � �� � � �� ���� � �� ��!��� �!� �6�� 6��! �∅� �� ��� 	 �� � 	 �6� ���� �"

	6� � 
� �" !�� bs1 �
� ��! 6" 	 �� � � ���� � ���� � �" 	6������ 	�� �� ��	 �� 	 ��� ���� �""� ��� �� 	 �6� �	��6" !��

bi1
�� �		 ������ �∅� �  �"! 	� 	�!� c∅

���� �" ������� 	6�� � � 6" ��� !�� �� � ���� � ��� ��� �
�� �� ���� ������������� ��� ���
����� �� � ���� �� ���� �� � ���� � �� ������� �

��� ���3 ������ � � � ��� � ��� ����� ���� ����� c∅

��� � ������������ �� �∅� � �� �� ��� ��
�������� ��� �
���� � �����	
 � �� ���	 ��� � ��� ��	 ���3 �	
 � ��	 �
3 	 �� �� ���� � 	 ����
��� ��	�� c∅

� �� ��� � � �������� �����	 �����	�� �� �� �� 
���� �


���� � � �� �6"! �
��6"! �� � ���� � ��� ��� � �� � �!� �∅� � � �� ��� � 6" 	 �6� ���� �"
	6� � 
� �" !�� bi1

�	� � � �� � � ��� ���� � 	 � �! 	 �� �� � 6" 	 �6� ���� �" 	6� � 
� �" !�� c∅�	� � � �� � � ��� �	�� � ��		6!6"! �"	6�� �"� � 6�! ��� �� �� ���� d 
� x1
!6�� !�		 ��� �� 	��

�� !6������ 	6�� �"� ���!6" ���������� �	� � � ��� �
�� � �� ��!��� �!� �6�� 6��! �∅� � � ��!
6" �6�
���� �""� ��� �� 	 �6� �	��6" �"���� !�� c∅

�	� � � �� � � ��� ���� � 	 � �! �� 	 �6� �	��6"
!�� bi1

�	� � � �� � � ��� �� �� � 	6�� 	6��6�� �		 ������ c∅ � �� ��!� ���� �!� 
6"" � !�� �� � ����
� ��� ��� � � �� � ! � �� �� ���� 
� c∅

" �� 	�! ���� �" ��� ��! 	6� �! 6" � ��� ���"!� ���! 
� ��
� 6"	��6" 
� 	6� � ��"���� !�� �� � 6"	��6" �"����� 	� �� � 	6"!����� �" ���" ��� ��

� ����	���  !"� #$% &" ')&'( &!#(xi, xj)

	���	 �∅� ��� cij

� ���� �	����� ��� ��������
�	���	��� �� ����
�� � ∆(xi, xj)

� ��� �	��	� �� ���	 ���3 �	
 � ����	�� ��	 �� cij
��� c∅

��
�∅� � ��  ���� �

∀cij ∈ C,∀(vi, vj) ∈ Ii × Ij,

cij(vi, vj) = cij(vi, vj)	
({

∆(xi, xj , vi)
�� vi ∈ {bii, bsi}

0 �����

⊕
{

∆(xj, xi, vj)
�� vj ∈ {bij , bsj}

0 ����� ⊕∆(xi, xj)

)

� ����	��� ��� ���� ���� � �� � ��� �� ���� ����	� ��� min vi∈Ii
wj∈Ij

{cij(vi, wj)} 	∆(xi, xj)

� ���	 �� ��� � ���� �� � ���� ���� ��� ��	�� c∅

� �� ���� � ��� ��� 
���	������ ��	
������ ��� ���3 ��	���� �	 ��� ���3 ��	���� ������ ��� �� ������� � ��� � ��� ��	 � ��
���3 �		� �� ���	 ��� ��� �� � ����	��� �� ���	 ������ ��� c∅

�
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��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

� ������
	
 �����	� ������ � ������	��� �� � ������	�� � �� ���)�� �	 ����� ���
������� �	
� 	��� ������ �	 ��	��� �

�������� �� �  !"� #$% &" ')&'( &!# 	xi ∈ X , xj ∈ V (xi)
 � � �� �
��
min← minvi∈Ii

vj∈Ij

{cij(vi, vj)} 	∆(xi, xj) ���

� � (min = 0)
� �5�5����5��5 /(, �

c0
∅
← c∅ �

∆(xi, bii)← ∆(xi, bii)	∆(xi, xj , bii) �
∆(xi, bsi)← ∆(xi, bsi)	∆(xi, xj, bsi) �
∆(xi, bij)← ∆(xi, bij)	∆(xj , xi, bij) �
∆(xi, bsj)← ∆(xi, bsj)	∆(xj , xi, bsj) �
∆(xi, xj , bii)← 0 �
∆(xi, xj , bsi)← 0 �
∆(xj , xi, bij)← 0 �
∆(xj , xi, bsj)← 0 �
∆(xi)← 0 �
∆(xj)← 0 �
c∅← (c∅	 (∆(xi)⊕∆(xj))) ⊕min �
� � (c∅ = >)

� �5�
���5 &'$" �0 !# '$# � !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#(xi, xj) � !"� #$% &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!#(xi, xj) � !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#(xj , xi) � !"� #$% &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!#(xj , xi) � !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*(xi) � !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*(xj) �5����5��5 (c∅ > c0

∅
) �

45��5���� � ��� � �� �� 6����� � ������!!�" � ��� ���	 �∅� �!� 	6���	�� � � � �"� 	6�	 ��� ���
���	6��� �� �� !	���� �� 
� O(ed3 + min{>, nd} × n) �� O(e) ��!	 �	����� �" ��
4 5���� � ��� � ����
���� ��)� �� ��
���	� ��� 	��� � �� �� � �2 
������ ��� ��) � ��
� �� �	 �� � �3 ��	 �� ���� ������ � 
���	�� �� �� �� ���� ��� ��� ������ ������
�� ���	 ����
�� �
� ���� ���� �� �	����� ��� ∆

��� ���3 ��	���� ������� � � ������� �� ���� � ����	��� � �� !"� #$% &" ')&'( &!#� � ��		� ����	��� 
	���	 �� ���� ��	 ������ �	 ��	����� � !( & �� ���� 
��	 ��� ��	�� c∅

�
�� ���� ��	 	��	 � �� ��� �
��
�� ��� ��� ����	��	���� ���	 ������	�� �
� ∀xi ∈ X ,∀xj ∈ V (xi),∀vi ∈ Ii,∀vj ∈ Ij ,∆(xi, xj) ≤ cij(vi, vj)

�
� ∀xi ∈ X ,∀xj ∈ V (xi),∆(xi, xj, bii) ≤ cij(bii, bij) 	 ∆(xi, xj) ∧ ∆(xi, xj , bii) ≤

cij(bii, bsj)	∆(xi, xj)
�



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���

45� ����5� �� � ��)�
���5 ������

xi ∈ X �� �5�
∆(xi)← 0 �
∆(xi, bii)← 0 �
∆(xi, bsi)← 0 �
���5 ������

xj ∈ V (xi) �� �5�
∆(xi, xj, bii)← 0 �
∆(xi, xj, bsi)← 0 �
∆(xi, xj)← 0 �

�1)
�

Q← X ����� ���
(Q 6= ∅) �� �5���

xj ← � % !( &!#(Q) �
drapeau← /( , �
���5 ������

xi ∈ V (xj) �� �5���
drapeau← drapeau ∨  !"� #$% &" ')&'( &!#(xi, xj) �
� � ( !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#(xi, xj))

� �5�
� � (+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#�(xi))

� �5�
Q← Q ∪ {xi} �

 � �� � �� ��� � ��� �� ���� � ��� ������ � �� ��� ��� � �� xi
�

drapeau← drapeau ∨  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*(xi) �
� � ( !"� #$% &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#(xj , xi))

� �5�
� � (+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#�(xj))

� �5�
Q← Q ∪ {xj} �

 � �� � �� ��� � ��� �� ���� � ��� ������ � �� ��� ��� � �� xj
�

drapeau← drapeau ∨  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#*(xj) �
� � (drapeau)

� �5���
���5 ������

xi ∈ X �� �5�
� � (+,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#�(xi))

� �5�
Q← Q ∪ {xi} � � �� � �� ��� � ��� �� ���� � ��� ������ � �� ��� ��� � �� xi

�



��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

� ∀xi ∈ X ,∀xj ∈ V (xi),∆(xi, xj , bii) ≤ min







cij(bii, bij)	 (∆(xi, xj)⊕∆(xj, xi, bij)),
min

vj∈I̊j
{cij(bii, vj)} 	∆(xi, xj),

cij(bii, bsj)	 (∆(xi, xj)⊕∆(xj , xi, bsj))� ��� ����	���� ��� 
	������ ��� 	�� �� ��
�
���	�� ������
�� �� � ����� ��� 
�������
���	 ���� ����� �

� ��� �	��� ����	���� �	����� ��� �
���	�� ��� � ������ �� � ���� ���	��� � �������	��	 ������
�� �
�� � ��	 ������ ��	 �
��
�� ��� ��� ����	���� ���	 ����� ����	 � ���
��	��� �� ����
���� � �

�� ��� ��	 	 ��� � ���� 3 ��	��� �� 	�� ����� � ������	 � ��� ������� � ������	���
�� � ������	�� � � ��� 	�� �� ������
	
� �� � �������	 ���	 ���� � ��	���	 �

� � ����� �� � 	��	�� ��� ������� ���	 ��� �

� � ����� �� � �� xi
� ���	 �� ��� Q �	 ��� xj

� �� ���� �� xi
� � ���	 �� ��� ���� ���

Q � ���� ��� � ����� �� �
������ �	 ��� 
������ �� � ���	������ �� xi
��	 �� ���� ��	

�� ��� ��	 	 xj
� �	 ��� � ����� �� �
������ �	 ��� 
������ �� � ���	������ �� xj

��	 ��
���� ��	 �� ��� ��	 	 xi

�
� � ����� �� � �� xi

�	 xj
�� ���	 �� ��� Q � ���� cij

 �� ���� ��	 ������ �
� 
��
��� ���  !"� #$% &" ')&'( &!# 
	���	 � ��� �∅� � � ����� �� 	����� �� � �� ���� ��

� ����	��� �� ���	 ������ 
	�� �
� � 	� ���� ���� � ���	 �� ��� � ���� �� ��	 �� ���3 �	��
��� c∅

� ���� ��� � ��� 
�	��� �� �	 ������	� � �� ��	 ������ 	��	�� ��� ���3 ��	���� ��� ���
� ����� � ���� ��� ���3 ��	���� ��� ����	���� �� ���	 ������ ��� c∅

� ���� �����	� ������
��� ���� ������� ��� � �� ��	 
���	������ ��	 ������3 �	�� ��� ���	� ��� ��� � ����� ���
���� ������� � ���� ������3 �	�� ��� ���	� ��� ������� ��� c∅

�  !"� #$% &" ')&'( &!# 	�����
���� ���� �� ���� ��	 ������ � ��� �
	����� ��� ���� ��	� ��� � ����� ��� ������� �� �
����	��� �� ���	 � �� ���� ���� ��	 ����� �

� 
��
��� � ��	���	 ��� �� 	�� ����� � ������	 ��	 ��� � �� �
��	 �� � ������	�� � �
	��	�� ��� ������� ���	 ��� Q � ���� ��� ������	� ���	 ���� ��	
� � �� ���� ��	 ������ ��
cij

�� � ��	 �	�� ����
 ��� �� � ���� ��		��� � ��� ���	 ������ � �� � ����������� � ����
����� ��� xi

�� xj
� �� ���� ��� �� �� �� ������	 3 � �� � � ����� �� �� �� ���� ������

xi
� ��� ��� ����� � xi

��	 �����
� ��� Q � �	 �� ���� ��	 ��� �
��

 ��	
������� ��	 �
� �������	 ��	 ���� ���� ���� ��	
 �

��������	 � ������� �	
 	��� ������ �� � ������	�� � �  !"� #$% &" ')&'( &!# � ���
��	� ��
	���� O(d2) � � ������� �	
 	��� ������ �� � ������	�� � ��	 ���� O(ed2 + min{>, nd}×
n + ed3) = O(ed3 + min{>, nd} × n) � � ������� �	
 ��	��� ��	 � ���� � ������
� � ����
���	� 	 O(e) � �

�� � �����	 �	�� � ����� �� �� �
����� � ������� �	
 	��� ������ �� � ������	�� � ��
�
�
���	 � ��� ��	��� �� d �� �	�����	 ��� �	���	��� �������	 ��� ���	� ������� � � �� ���
��� ��	���	 � ������� �	
 ��	��� �� � ������	�� � � ��� ��	��� d2 � �� ��� ��	 ����
���	��� � ��� �	�� � ����� ���	
 ������	� � 	 ����� �� �� ��� � ���	 � ����� �� � 	 ����� �	�� �
�
� �	���� � ���� ����	��� �� ���	 ������ � � ��� �
����� � ������� �	
 	��� ������ � ��
� ���� ���� �	������ ��� ��� 	�� �� ������
	
� �����	�� �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���

45��5���� � ��� � � �� � �" �� �� 
� �6� ��! ��! � 6"	��6"! 
� 	6� � ��"����!� �6�!�� ��" � 
�!
��������! � �"� �� ���� � � ��� 	 �� � ���� ��6��� �" ���	 ! 	6"!��" �� � �6�! �� 	6�	 ��� ���
���	6��� �� 
� ��� 
����" � O(ed + min{>, nd} × n)� ��"
�! �� � �� 	6�	 ��� ��� !	���� ��
��!�� �"	��"� ���
4 5���� � ��� 	� � � ��� 	��	� ����	��� �� ���	 cij

� �	 �� 	��	 � � ��	 vi

�� Ii
� minvj∈Ij

{cij(vi, vj)}� ��	 �	�� �����
 �� 	���� ����	�	 � ���� ��� ������ �� �	 �� �������	 �� 	���� �����

�� O(ed) � �	 ���� ��� � ��	 �	�� 
	��� O(ed + min{>, nd} × n) � �

45��5���� � ��� � � �� � �" ���� 
� �6� ��! ��! � 6"	��6"! 
� 	6� � ��"����! 	 �� � ���� ��6���
�" ���	 ! O(d)� � �6�! �� 	6�	 ��� ��� ���	6��� �� 
� ��� ���	 �∅� 
����" � O(ed2 +
min{>, nd} × n)� ��"
�! �� � �� 	6�	 ��� ��� !	���� �� ��!�� �"	��"� ���
4 5���� � ��� 	� �� � �� ���� �� 	��	�� ��� ����	���� �� ���	 ������� � ��	 �	�� 	����

�� 	���� O(d) � ���� � ����� �� ����� �� 	���� ���� ��	������ 	 d � �� ��� �� ��� �
������� �	
 �� 	��	 � ������	�� � 	 O(ed2 + min{>, nd} × n) � �

45��5���� � ��� � � �� � �" �� �� 
� 	���� � � 6" 	��6" 
� 	6� �� ��"���� �� �"���� 	 �� � ����
��6��� �" ���	 ! 	6"! ��" �� � �6�! �� 	6�	 ��� ��� ���	6��� �� 
� ��� ���	 �∅� 
����" �
O(ed + min{>, nd} × n)� ��"
�! �� � �� 	6�	 ��� ��� !	���� �� ��! �� �"	��"� �� �
4 5���� � ��� 	� �� � �� ���� �� ����� ����	��� �� ���	 � ��	 �� 	������ �� 	����
����	�	 � ���� ��� ����	����  !"� #$% &" '�'( &!#)"!'#* �  !"� #$% &" ')&'( &!# �  !"� #$% &" ')"!'# .'�
/0 !&# ,!# �	  !"� #$% &" ')"!'#+ ,-0 !&# ,!# �������	 �� 	���� ����	�	 �

�� ����
������ � ��� �	
�	��� �� � � ����� ���5 ������ �� � ����� �� � ����� ��
	���� ����	�	 �� � ��� �����	� ��� ����	���� +,--!#** &" ')"!'# .'/0 !&# ,!#� �	 +,--!#** &" '�)"!'#+ ,-0 !&# ,!#� � ���� � � � ����� �	��� � � � ���� O(ed) �� �� �	 ��� +,--!#** &" ')"!�
'# .'/0 !&# ,!#� 	 � ���	
����� �� � ���� �	��� �� � ����� ��  ��� ������� �	
 �����
� 
���
	 O(ed) � ���� � ������� �	
 	�	�� �� � � ����� �� � ����� �� ��	 �� O(ed) � � � ���� � �
������� �	
 �� ���� ���� � ���� �	��� �� � ����� �� ���	� ������
� � ���� � ������� �	

	��� ������ �� � ������	�� � ���� 	 O(ed + min{>, nd} × n) � �

� � � ����� �� � ��	���� ��
���	�	 ���� ��� ��� � ���� ������� � ��	���	 ��������
�������� �� ����	���� �� ���	 ��� ���������� ��� ��� �∅� � ��	 �	�� 
	���� ���������
� ��	 ���� ������ ��	 ��� ��� �� ���� �� � � ��	���� � ��	����� ��	�� ��	 	�� �� 	�� ���� ���	���	�� � ��� ���	���	�� ����	��������� � ��� ���	���	�� �	������	��������� �	 ���
���	���	�� � ���	���� � ��� �	���� �
�
������	 �����	� ��� 	�� �� �� ���	���	�� �� �
�

�����	 ��� ���	���	�� ����	��������� �� � ������ � ��� ���	���	�� �	������	���������
�� � ������ �	 ��� ���	���	�� � ���	���� �� � ������ � ���� � �
��������� �� ���
	�� �� �� ���	���	�� �� � ������ � ��� ���	 ��	������� ��� �	���	���� ��������� �� ��� ���
��	 ��� ���	� 	��� ���� �� ��
���	�� ��� � ���� ����� � ��	���	 ������ ��� �

��	����
� ����� ��� �� ����	���� �� ���	 ����	��������� �	 �	������	��������� �

	 �
������ � ��� �"� � 6" 	��6" 
� 	6� � cij
�!� ����	�������� 	�� ��		6�� � �� �������� xi!� �



��� � �� ��� ��� �� �� � ��������� �� � ������ �� ��� ����� ��� � �� ��� ���

e2

e1

��� ����
���
�����

e2

e1

�� � ��
�
����
�������

��� � ����
���

�� � ��� 
�
�������

��� ���
��� 
�
�������

� �� � � ��� � ���	����	����� �� �������� ����	���� �� ���	 �

� ∀(vi, vj) ∈ Di ×Dj , cij(vi, vj) ∈ {e1, e2}, e1 < e2
��

� ∀vi ∈ Di, |{vj ∈ Dj , cij(vi, vj) = e1}| ≤ 1�"� � 6" 	��6" 
� 	6� � cij
�! � �	������	�������� 	�� ��		6�� � �� �������� xi

! � �
� ∀(vi, vj) ∈ Di ×Dj , cij(vi, vj) ∈ {e1, e2}, e1 < e2

��
� ∀vi ∈ Di, |{vj ∈ Dj , cij(vi, vj) = e2}| ≤ 1


���� � � �� �� � 6"	��6" 
� 	6� � c=(x, y) =

{

0 ! � x = y

1 ! �"6" �!� � 6"	��6""�� �� 	 �� ��	 �
	6�� ��� 
��� ��������! �	� � � ���� � ��� ���� �

�� � 6" 	��6" 
� 	6� � c6=(x, y) =

{

0 !� x 6= y

1 !�"6" �!� �" ���� 6" 	��6""�� �� 	�� ��		6�� ���

��� ��������! �	� � � ���� � ��� ���� �

�� � ����� ��� ��� ����	���� �� ���	 �	������	��������� �	 � ���	���� ��� � 
���� � �������
���	������	 	 � ����� ��� ����	���� !�� ��	6"��� �! � �� ���� ����� ��	 � ��� ����	����
��� ���������� � ���	 �� ��� ���� ���� �	 � �� ������� � � ����	��� ��� � 
���� � ����� ���	 ��� ��������� � ���� ��� � ����	��� ��� � 
���� � ������ �� � ���	 �� � � ����	���
x, y 7→ x2− y2 ��	 �� ������� ��� ��������� �� ��� ��	 	 y � � �� �� �� ��� ��	 	 x �

	 �
������ � ��� �" � � 6"	��6" f : N×N→ N �!� ! �� ��	6"��� � 	�� ��		6�� � �� 	 ��� ����
�������� !� �

∀(y, a) ∈ N2, {x ∈ R : f(x, y) > a}
�! � �" �" ����� � ���

f �! � !�� ��	6"��� � ����� ��
� ! � �� �� �! � !�� ��	6"��� � 	 �� ��		6�� � �6� ��! !�!

��������! �
	� ��� ����	��� �� ���	 ������ ��	 ��� ��������� �� ��� ��	 	 ��� ����� ������ �

���� ��� � �� ��  �� ��		� ����	��� � �����	 �	�� 	����
� ��� ��� � ���� �� � � 	���� ��
���	� � �	 ���� �� 	���� O(d) � � 	���� ��� ��� �∅� � ��	 ���� �� ���� ��� �� �� ��
	���� ���� ��	������ 	 d2 � 	� � ����	��� ��	 ��� ��������� �� ��� ��	 �� ���� ������� �
���� � � ����	��� x, y 7→ x + y � �� � �� ���� � ��	 �� 	������ �� 	���� ����	�	 � �� ��
��	 ��	�
 ��� �� ��� ��	�� �� ��� �� � � 	���� �� ���	� � � �� �� �� � ��� ��� �∅�
� ��	 � �
	���� �� 	���� ���
��� �� ��� ��	 	 d �



� ��� ������ �� ��� �� �� �� �� ���� ���
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��� ����	�	� �
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��� � ��	����	��� �� ���� ��	� � ���� ���� ���� 	��	
 � ������ �	�� �	�	 ��� � ����� �� �
�
� �	���� ��� ���	���	�� � ��� � �� ����� ��� ������� �	
� 	��� ������ �	 ��	��� �

���	��� �� �
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	��� � �2 ����	 � ���� 
����� ��� �� � ���	 � �� ��� � ��� 
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�����
� ��� Q ���	 ��� 	��� ��	� ������ � � ���� � �� �

� � ���	���	� � � ���� �� �
���� ������ � ���	���	� � �����	�� � � ���� ���� ������ �� � �
� ����� � ���� ������
���� ���� 	 ��	�� ���� ��� �����	�� �� � � ��	�� ��	 � �� ���	����	
 ��� ��� �����	�� ��
��
���	
� ��� ��� ����	��� ��
�
���	� � �� 	��� ��	 ������ � � ���� � �� �

� � ���	���	�
(x, v, c) ��� ���� ��� � � ���� v

�� � ������ x  
	
 �
� ��
� �� � ���	���	� c � �	 ��
��� � � ���� v

�� �	 �	�� �
� ��
� �� c �
���� � � ���	 �� �� � ��� 
����� ��� �� �

�� ����� �� � ������	�� � �
�
���	 ��� �)�$" �0 !# '$# � ��	 �� �����	 � �� ���� ���� ��

���	�� ��� ����� (x← v)
�� Q ������ ��� � ��		� �����  �� ���� ��	 � ��� � ���	���	�

c ���  � �� 	 3 ��� � � ���� � � �� ���� ���� ��	 � � 3 � �� 
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) �� ���� ���� ��	 � ���� �� �
������ �� � ��� ��	� � ����� �� xjR
	���� �� ��� �� ��	� �� ���	 e
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R
, xiR)← bsiR �
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(Q 6= ∅) �� �5���

(x, v, c)← � % !( &!#(Q) ���
���5 ������

c′ ∈ {c′ ∈ C \ {c}|x ∈ var(c′)} �� �5��0� &*#(x, v, c′) ���
���5 ������

x′ ∈ var(c) \ {x} �� �5��0� &*#(x′, bi, c) ���
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45��5���� � ��� � �� �� 6����� � �)�$" �0 !# '$# �		 ����� � �� 	 �6���� � ���� � � ��� 	6� �
	 ��� ��� ���	6��� �� 
� O((e2 + ed2)×min{>, end}) �� �� � 	6�	 ��� ��� �	���� �� 
� O(e) �
4 5���� � ��� � �� ����� ��� ��� n � e �	 d ��� �����	 ��� ���� ��	���� ��	 �� ������ ��
������� � �� ������ �� ����	���� �� ���	 �	 � 	���� �� ���� ���� ��� ��� ��� ��
�
��� �� ���	���	� 	6�
����
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	��� ����� 	��	 � �� ��� �� ������ � ��	
�	���� �2 ��	�
�� �� � � ����� �� �
����� �� � ��� ����� ��	 �����
� ��� Q � ����� �� �� �� ����� ��	 
��� ��
� � �� ������� �
�
��
 ���	���	 nd ������ ����	 � ����	�� ��	 �� ������� � � ����� ��� � ���� (n + e)> ��
����� ����	 ��� ������� �� ���	 � � � ����� �� � ����� �� �	��� ���� O(nd + e>)�� �� �

�������� � ��	���	 � ������� �	
 �����
� �� ����� ��� �
���� �� �
� ����� � �0�
� &* &" '� � ��	 
	�� ��
��	
� �� 	���� O(n + e) � ���� ��	 �� ���� �� ��
� � ����� �� ��
�� ���� ������ �� ���	 � ��� ��� ����� � 	 ������� �	
 �����
� ��	 ���� O(e2>) ��0� &* &" '� �� ���� � ����� �� ��� ������� � ����� � ���� ������ ��� � ���	 �� ���
������ �� ���	 ��	 ������� 
� � �� �	 � � � ���� O(nd) �� �� � � � ���� �

� � ����� �� �
����� �� � ��	��� �� ���� �� �� �� ���� �����  
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 �� O(ed) � � 	�	 ����
 ��� ��		� ��� �
���� � ��	 
	�� �� ��
� �� �	 ���� �
����������� �� � ����� � ���� ������ ��� � ���	 �� �� ���	 � �� �	 ���� � �����������
� ���� ����� � ���� ������ �� ���	 ����� � � ������� �	
 �� ��		� ��� �
���� ��	 ����
O(ed + n> + nd) = O(ed + n>) � ��������	 � ����
���� �0� &* &" '� � �� � 
����� �
�� � 
� ����	��� ��	 ��� � �� � ��� ��������� ��� ���	���	� ������ cijR � �	 �� �� ������
(viR, vjR

) ∈ IiR × IjR
 
	
 �����
 ��� ����� � ���� �� �� ��� 3 � �� ��� ��
 ���

������� �� �� � �� ����	�	 � � ����� �� � ����� �� �
��� � ��	� ���� � ������� �	
 ��

��		� ��� �
���� � O(nd+e>+ed2 +ed) = O(ed2 +e>) �
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	�� ��

� ��
� ���� � ����������� � ���� ����� � ���� ������ ��� � ���	 �� ��� ������ �� ���	
�O(nd) �� ��� �� ���� � ����������� � ���� ����� � ���� ������ �� ���	 ������ �O(e>)�� ��� � ���� � �0� &* &" '� � �0� &* &" ' � ��	 
	�� �� ��
� O(nd + n>) �� �� � �� � 
����� � ��
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 	��� ������ �� O(nd>) � � ������� �	
 �� � ����
���� ��	 ���� �� O(nd>) �
� � � 
� � � � ������� �	
 �� � ��� �
���� �0� &* &" '� ��	 O(nd + e>+ ed2>) = O(ed2>) �
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� ��� ���� ���� � ���� � �� �	����� ��� � 	���� �� ������� 	��� ���� ���� � ��� ��� �� ������	�� � 		��� ��� ��� 	����� � � �� ��� ��� ����� �� � ��
���� �� ���	 ��� ��� ��	
�
���	�� � � �� � ��	���� � �� 		���� ��� ��� ������ bsj − bii

�	 bsl − bik
�� ���	

�� �
������� � ��� ����	�	� %( &

#� �0 
&$#��( ����� ��� � �� �	����� ��� � 	���� 	���� �� ����������� �
�� 	���� %( &

#� �0 
&$#��( ×%( &

#� �0 
&$#��( × 
" '���( � �� ����� ���	��� ��� ��� ����� ��� ��	 �� �����	 � � ���

(i, l, n) �	��	� �� ���� � �	�	 ���	 ��� � 	��� ��� ������ ��	� � ����� ��� ���	 �� ���� ���
���� � ���
	� � � � ���	��� bii + i � �	 �� ������ � ���
	� � � � ���	��� bsl − l � �

���	 ���
� ������� ��	 ��	 �� �������� n �

� �
�������� �� � ������	�� � �� ������� 	��� ���� ���� ��	 �������� � ���� �	�����
��	�� �	��� � ����	��� ca �

��� ����� �� ����� � ������� ��	 �� ���� ����
�	���� �

matrice[i + 1, l + 1, n + 1] = min







matrice[i, l + 1, n],
matrice[i + 1, l, n],
matrice[i, l, n] + ca(S[bii + i], S[bsl − l])







�� ���� ��� �� �� ��� � ��� �	 �� � �����	�� ��� ��� �
����� ���� ����	 �	 ������	
�� � ��� ����� �	� �

matrice[i, l, 0] =

{

0 �� (i = 0) ∧ (l ≤ bsl − bil),

>loc
�����.

��� �	��� �� �� ���� �������	 � ������� ��	 � �
��	�� � ����� 
�� �

∀i > 0, l > 0, n > 0,matrice[0, l, n] = matrice[i, 0, n] = >loc

�� ���	 � �� ���� �� 	����� �� ����	 �������� ����� ��� �� � � 	���� � � ����� ��� � ���
��������� ��	 �

min
i≥bil−bii
l≥bsl−bsk

n

{matrice[i, l, n] + (

" '���( − n)}

� ������� �	
 	��� ������ ��	 ����
� �� �� 	���� �
������� � ������� � � 	���� �
���� ��	 �� O(

%( &

#� �0 
&$#��(2× 
" '���() � � ������� �	
 ��	��� ��	 ����
� �� �
� 
� � � 	���� � ���� ��	 ���� ���� �� O(

%( &

#� �0 
&$#��(2 × 
" '���() �
���	��� �� � ��		� ����	��� �� ���	 � 
��	���	 ��� ���	� � �
	�� � 
����
� � � 	��������

������	�	 � 		����� ��� ��� ��� ���� �� ���	 �
	�
��� � ���	 �� 	��� ����� � �� ���� ��



��� � �� ��� ��� ��

ji + 1
i

��� ���� ��� ���

i j − 1
j

�� � 	�
���� ����

i + 1
i

j − 1
j

��� ������� ����

i j
k k + 1

�	� �
�� ��� � ���

� �� � � ��  ��� � �2 
���	� �� �� � ������	�� � �� �������� �

�
���	 ��� 	��� � �� �� ��� ��� ��� ������� � � � ���� �
��� 	����� � �� �� �� �	 � � �� ��

�� � � ����� �� ���	 �� �� 
���
�� � ��		� �� ���� 	��� � �����	 � ���	�	 
	�� ����� �	
�
� ��� ������� ���� ������ ��	 � ����	��� �� ���	 � � ������		��� �� ��		� ����	���
�� ���	  
	
 �� ��� ���� ���� 	���� �� ��		� 	���� �	 ���� � 
��	���	 ����� ��	 ���
�
������	��� �

�� ����� �� ���� ��	 �� bii
��	 ��	 �� � 
� � 	���� ��� � ��������� �� � �� ���� �

���� 	������ �� ���� ��	 �� ��� ��	 � xl �
����� ����� �� �� � � 	���� �� ������� 	���

���� ���� ���	���	 ��� ������ ��	 �� ���	 �� � ������� ������ ��	 � � �� ���� � ������ �	
�� �� �� ���	 � ��		� ����� ��	 �� ���� ��	 �� ��� ��	 � xl

� �� ���� ��	 �� ��� ��	 � xj�	 xk
��	 ����
 �� ��� ������� �	 ������
� �� � ����� �� ���	���	 �� ���	 � �� ���� �

� �� �� �� �� 5�� ��� ���
�	���	�	��[�� �

��� ��, �� �

����, � ��
�,>loc, � ������ ����� ��](xi, xj)�� 	�� ����� � 	�� � � ��
���� ��	 ���� ��
 � � ��	����	��� � �� ������� ��	 � ��		� ����	��� ��

���	 
���� �� ������� ��	 �� � �
� ��� �
��� �	
� �� ��� ���� ������� �� � ����	��� ��
���	 � � ��� �
���� �� ��������� �� � �� ���� � �������� � ����	�� ��	 �� � ������	�� � ��
��������  �����! � ��	 �����	�� � � ��� �	 �� ��
� ��� � �	���	��� ��������� � ���� �
�
������ �� 	��	�	 �� � ������� ��� ������ 
� � �	 �� � � �� ���� ��� ��	���	���� � �� ����	�
��� � ������ ���	�� ��� ��� � ����� � �� �� �� � �� �� ��� ��������"��� ��� � ����� � �� ��� �
��	��	���� ��	 � � ������	�� � �� �������� �� ��� ��� �� ��	 �� ��� ������� ��	 ��	�� ���
����
�	���� S[i] �	 S[j] � ��	 
	�� ����	���	 � ��	�� �

 �� ������� ��	 S[i + 1..j] ����� �� #��	� �� ����
�	��� ��� ����
 � ����� S[i]
��� � ����� � �� ��� � �� ������� ��	 S[i..j − 1] ����� �� #��	� �� ����
�	��� ��� ����
 � ��� �	� S[j] �
��� � ����� � �� �� ��

 �� ������� ��	 S[i + 1..j − 1] ����� �� # ��	� � ���� �� ����
�	���� ����
�
S[i] · · ·S[j] ��� � ����� � �� ���� � �� ���� ������� ��	� S[i..k] �	 S[k + 1..j] ��� � ��� ������� � � ��� k ∈]i..j[ ��� ��
���� � ����� �� ��� � ������ ���	�� ��� � �� � ����� � �� �� �� �



� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ����� � �� ���� �� �

� ������	�� � �� �������� �� ��
���	� �� �
�
�� ���� � ���� � � ���� � 	���� ��
������� 	��� ���� ���� �

���	 �� ��	 ������� �� 	���� �� ��� 
����� ��� �	 � �����
����� �� (i, j) ����
���	� �� ������ � ���	���	���� � � �� ��� ��� � ������
������ S[i..j] �
� ������	�� � ��	 ��
���	
 �� �
	�� ��� � ����	��� �� �

�������� �� � ���� ���� 	S 

matrice[0, 0] ← 0 �
���5 ������

i ∈ [1..|S| − 1] �� �5�
mat[i, i − 1]← 0 �
mat[i, i]← 0 �

���5 ������
d ∈ [1..|S| − 1] �� �5�

���5 ������
i ∈ [0..|S| − 1− i] �� �5�

j ← i + d �

mat[i, j]← min















mat[i + 1, j],
mat[i, j − 1],
mat[i + 1, j − 1] + (1− ca(S[i], S[j])),
mink∈]i..j[{mat[i, k] + mat[k + 1, j]}















�

5����5��5
mat[0, |S − 1|] �

���� ��	�� �����	�� � � ���� �������� 	��	 � �� ��� �� ����� ��� �� �	 ������� ���� �
��� � 
���	
 � �� ����� ��	 �� �	 ������� ����� � �� ������� ��	 ��� � ���	 �� ��
�
�
 �
���� ���� ���� ����	
 ��� �� �� ������ � ������� ��	� � � �� �� ������ � ������	���� ��� ������������ �

�� ����	�	�	���� � �	
� ������	���� �� � ������ ���	�� ��� �

���	��� �� � �� �	�����	 ��		� ������� � �� �� ����	� � �� ������� � � ��	�� ����	� ��
� ������	�� � �� �������� ����� � ������� ��� ����
�	���� �� � ����� �� � 	����� ����� � �	����� ��� � 
���	
 � ��� � �� ��� ���	 �� � � ���	 ���	���� ��	 �����
���	 �� � ��� ���������
� �	
�
��� �� �� �� � ���� � �� ��	 ��
�
���� �� �� �� 	��	�� � ������� ���� ����
�	����
	��� ��� ���� �� � � ��� �� 	�� �� ����
�	���� � �� �������� � ��� �� � ��	�� � ���� ����
��	��� ����� ��� � ������� ���� ����
�	���� � ���� ���	 � � � ��� �� 	�� �� ����
�	���� � ��� ��
� ��	�� � ���� ��� � �� ��� 	 �� ������ � 
�� 	��	�� ��� ����� ��� �� � � 	���� �� ��������
��� ��	 � ���� � mat[i, i] � mat[i, i + 1] � mat[i, i + 2] �	 mat[i, i + 3] � ��� ������� ���
� �
���� � � ������ �
��� �	�	 ��� ������ � ������� ���� � ����� �	 �� ��	 ��� ������ � �� � �

� ����� ��	 � �� ���	 �� � ������� ������ ��	 ��	 ����
 �� ��� ��� ����� ��� ��	�
��
�� ��	 � �

��� �	� � �� � �� ����� ������
 �� � ����	��� ��	 ���� �� ���� � �	�	 ����� 	����
 �
�� ��	���� � ���� � ��� �� �� ��
�
���	 � � ����	��� �� ���	 		��� ��� ��� ���

� ���� ��� ������� �� ���	 ��� ��� ��	 �
���	� ��	 � ��� ��	��� ��� �����	��� ���
� ����������� � ���� 		��� ��� bsj − bii

�� �	 �� �
����� � �� �

�� �� 
������ � � � ������� �	

	��� ������ �� � ��������� �� � �� ���� ��	 ���� ����	�	� � � ������� �	
 ��	��� ��	
����
� �� � � 	���� �� �������� � O(�� �

�� �� 
������2) �

�� ����� �� ���� ��	 �� xi
�� ������ ������� ��	 �� ������	 �

��� ��� � 	����� ��
�����	��� � �� � ���
	� � ������� ��	 �



��� � �� ��� ��� ��

� �������� ����
� �����	�
�� �
�� ��� ����

� �������� ����
��
	� ����	�
�� �

bij bsj

� �� � � ��  � � 	���� �� � ������	�� � �� �������� ����� ��� ����� ��� �� ���� ��� �������� �
� �� ��	�� �����	�� � � ��� ����� ��� ����
�� �� ���	 �� �������� ��� ���� �

�� ����� ����
���� �����	 � �� ������ ��	 �� ����
�	���� 	��� ��� ���� � ��� ����� ��� � ����	 ���	����
�� ���	 � �� ���� ���	 �����
�� �

� �� �� �� �� ��� ��
����	�

[� ��
�,>loc, � ������ ����� ��](xi, xj , yk, yl)� ����	��� �� ���	 �� ������ 
���� � �
���	��� ������ ���� 
 �� �� � �	 ���	��� ��	��
xi

�	 xj

� ���� ��	 � �	 �� � �	 ���	��� ��	�� yk
�	 yl

� ��	�� ��	 �yk
�	 yl

���	 ���
� ���	���� �� � �
������ ��� ��� �

� �� ��	�� �����		��� �
� ������	�� � �� ��������� �� � �� ���� ���	� ���	��
 	�	

��� xi
�	 xj

� ���	 �� 
	
 � ��	
�� ��� � 
����� � � ����������� ��	 ��� �������
� ��	� 	��# ���� ��� ������� ��� � �
������ ��������� � �� ��� � � ��� �� �� ��� xi

�	 xj��	 
	
 � ��	
�� � �� �� ���	� ���� �� �� ���������� ��� � �
������ ��� �� T ����� � �	�
� �����	 � ������� ��� S[xi..xj ]

� � ���	 �� ������� � �� ��������� �� � �	�� �������� ������ ��	 
	�� �
 � �	 ��	�� ��� �� � ���	 � ��	
 ��� � ��	����	��� � ��� ������� 
� ��� � ��
�� ������  ����� �

����� ! � ���� ���� ��
���	� ��������� ��	��� � ���� � �� ����
��� ��� ��� � ��� 	���� �� ���	���	��� ��	 ���
��� �� � 	���� �� 	�� 	�  � �� ��! � �
��������� � ��� � �	 ��� � �
������ � ��	 �� ���� �� 	���� ���
��� �� � 	���� �� � �	 ����
� ����� ��	 �� � 	���� �� � �
������ � � �	���	��� �� ��
� �� 	���� � ��� �	
�� ������� ���� ������ ��� � ����� ��� ��� ��� � �	

����� ���� � � � ��� �� 	�	� � � ��� �� �
�� 	���� ��� ���	���	 	��� ��� ��� ��� � ���� ������ �
������ T �

����
� �� �����
��� ������� ���� � � �� � ��	���� � ������� �� ����� �� �	 ������� �� � � ��� �� ����
� ����� �� � �� 	���� �	� �	� � � ���	��� �� �
��	 �� ����� ��� �� � ��� ����
	� �������
��� �� 	�� � �� �	���	��� ��	 �� ��� �� �� �� � �	 ����
 ��	 ���	��� ��� � �
������ �
�� ��		� ����
	� � ��	 �� 	��	�� �� 	���� ���� ��	������ � ln(|T |) ��� ��� 	����� ��
��� ��� ��������� � ���� � ��	 �� ���� �

��� ��� 	����� �� ��� ��� � 
����
� � �� 	����
���
��� �� ��� ��	 � � �	 ����
 � ��

�
� ����� ��	 �� � 	���� �� � �
������ � �� ��	
� ��� ��� #��	�� �������� ����
�� �����
� ��	���� ��� ��	�� 	���� �� ��� ��� � ������	 �������
�� ��� � �
���	��� �����	� �



� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ����� � �� ���� ���
� �������� � �� 	�	 	[i] �� � �� ���� �� 
� ���� ���� ��
��� ������ �� ��� �� ���� �� � 
�
������� ��� [i] �� � ����� �� � 	 ��	�
�� � ��� [i− 1] �	� �� ������ �� (i, j) ��� �� k ��� ������ �� �� ���� ��� ���� �� �� 
� ��� [i], ��� [i+1], . . . ��� [j]
	��� ��	�� � 	 �� �� 	 ��� � � 	��� �� 
� ���� �� k � 
 ��� � ��� �� ��� �� �� ��� k �� ������ ��� ��� �

�� � �� 
� �� � �� ���� �� ���� �� �

� ∀l ∈]i..j], 	�	 	[l] ≥ k �
� ∃l ∈]i..j], 	�	 	[l] = k �
� 	�	 	[i] < k �
� 	�	 	[j + 1] < k �
� ������ �� 	���� pgpc ��� 	��	�� ��� ��	�
�� �� 	���� �� � � ���� ���� �� ��	

�� 	���� ���
��� � � ���� � ��		� ����
� �	 � � ��	��� ������ ��	��� 
� ����� �����
��
����� ���� �� 	���� ���
��� ��� �  ����� �

����� ! � ��� ��� �
	��� � ������		��� � � �
��

k���	������� �� ����	������	 ��� ���� �� 	���� ���
��� �
���� � �� �� �� �	 ��� � ����� � �� �� � �

�� k���	������� ���	 �������
� ��� ��� ��� ���
�	��� � ��� ��	 �� ��	 ��� ���� � � ����� ��� ��	 ���	�� ��	 ����� �� � ����� ��� ��� ��� ��
� �
������ S � � �� ��	 ���� � �

�� �������� ���	 � ��������� ��� k���	������� �� 	���� �� �� ���	���� ��� ��� ��� ��� �� 	��	� � �� (i, j)
��	 �� k���	������ �	 (i′, j′) �� k′���	������ � ��

�� ��
�
���	 � ���� ���� ��	����� 
��� ���(i, j) → (i′, j′) ��� ��		��� 
	����	�	 � ������
� ���	 �� � ���	������ (i, j) � ��� � �� (i′, j′) �

�� ���� ����� ��	 � ��� �� �� �� � �	 ��	 ���	��� ��� �� 	��	� ����� �� ���� ���
��� ��� �� �� 	���� ��� ��� ��� � �����	�� �� � � ����� �����	� � ���� ����� ���
����� ������ �� �� �	 
	����	
� ��� �� ��� ����� ��		�� � � ��������� ���� ���� ���
�� �"�� ����� �� � ����� �

�	 � ��� ������ � ��� �� ��	� ��� ������ ��� ���� ���� ��
� ���� ���� ��		�� �� � �	 � � ��� � ��� �� ��	� �� � ���� �� ��	 �� ��� � ��  �� �� �����
�
������ ��� ���� ���� �� � ���� ���� ��		�� �� � �	 �	 � ��������� ��	 	��� ��
� � ��
��� 	���� ������ �� ��	� � ���� �� � ����� ����� � ����� ��� � ���� ���� ��		�� �� � �	
��	 ����
�� �	 �� ���	���� �
�������� ��	 � �������	��� ��� �� ���	� �� � �	 ��� ��
��������� �����	 �

��� �	���	���� �� ����
�� �	� ��
�� ��� �� 	���� �� ��� ��� � ��� �		��	 �� ���� ��
������ �� ���� ��� ��	�������� �� � ��� ��	������ ����
 � ���� ��� ��� ���� ��� ��	�������
����� � ���� ���� � �	���	��� �
������� � ��� ���� ��� ��������� �� � �	� �� 	����
���
� ����	 �� � 	���� �� � �
������ � � ������	�� � �� �
���	 �� �����	�� � �� ���
������� �� � �	 ��� ������ ����� � �� 	���� �� ��� ��� � 
����
 � ��		� ����	��� � ���	
�� �	����
� ��� ��	�� �����		��� ������� � ���� ��	 � ���� ����	��� ��� ������� �	
� ��	�� ��	 � ���� ����������� �� ������ ��	 �	 �� �� � �	 ��� ��� �
������ � ����
	��� �� � �

�	 �����	�� � ���� ���� � ���������� ��� �
������ �� ��	� ��	
������ �
� ��������� ���� ���� �� ������
��� �� ���� 0���	������ ��� �����	 	��� ��� �� ��

���� �� T � npref
�
������ ��� �� ������ �� ��		��� �
# � ����
�� �� � �	 mot ��� � ���

��������� ��� T � �� ��	 �� �	����
 � 0 ������ �� � � � ������	�� � ������� �����	� �� ����
� ��� � �� �� � ���	������ �����	 ���� ����	 �� � ���� ���� ��		�� �� mot � ������
������ ��� � � ��� � ��� ��	� �� �� 	�� � �� � ���� � ������	�� � � ���
	� � �� � �	 ��������
 � ���	
�� ��� T ������ ��� � ��� � ���� ���� ���� �� � ����� ��� � �� �	 � ���	�������� �� ��	 ���
������� �� � ����� � �� �	 �� ��	 �� �"�� ��	���� �� � ����� � � �� �� ���� ��� �� ������ �� � �



��� � �� ��� ��� ��

�� 0���
�	����� (0, 4)
�� 1���
�	����� (0, 3)�� 2���
�	����� (2, 3)�� 1���
�	����� (4, 4)

�� �� � �� � � �� � �� �
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���

�� � 	 ���� 	�� �

 ����������	�� � 	��
��
	� ��� ���
����� 	��

k� ����� 		���������	���

� �� � � ��  � ��� �	���	���� �� ����
�� �	� ���	 �� � �	 ����� �

�� ���� ��	 ������� �� ���	� �� � �	 ��� � ������ � �� ��� ���� 	��� �� �����
�
���	 
��� ������ ��� � ���� ��  	����
 ��� �� ��	��� � ���

�� �
��  �����
 �� ��� � ��� ��	�

�� �� �� ��	��� ������ �� � � �� � ���	�������� �� � ���	 �� ��� ������� �� � ����� ������ ��� � ����	 ���� ������� � ������ �	 �� ���	� �� � �	
�
�	 ��  ��� 	�� �� ��	���� � ��� 	��� ��

�����
� � �����	 
	�� � ��
���	� �	 � ��� � � �� �� �� ��	��� ������ �� � � ��� 	��� �� ��� �
��
� � �����	 
	�� 
��� �	 	��	 �� � �	  
	
 �����
 �

�	 ��� �� �� �
��  ��� �� ��	���

������ ��� � �� 	��� �� �����
� ���	 
��� �	 ��� 	��	 �� � �	 � � �� 
	
 �����

�� ���	���� ��� ��� � ������ 
	�	 ���� ����	� ��� �� ���	� �� � �	� � �� ��	 ���� ���	��
���� � �������	��� ��� �� ��������� �����	 �

�� � �		�	 � #��� � ����� �� � ���	������
�����	 �

�	 � ����� npref
�

� ������	�� � �� ��������� �� � �� ���� � ��� � 	������ �� ���	 � �� ���� �� � ����	��� �� ��� yk
����	 ��	�� bik

�	 bsk �
�	 yl

����	 ��	�� bil
�	 bsl

� � ������	�� �
� �
������ �������� � ����� ���� 
 �� ��� k���	������� � �

��������	 	��� ��� � �	� ��� T � ����	
� ������� ��� S[xi..xj ]

� � ������	�� � ��	 �
���	 �� �
	�� ��� � ��� �
���� � � � �� �� �	 �
	�� � �����	� � �� 	��	� � ������� �� � �	 S[xi..xj ]

��� � ���� ���� ������ ��	�	 ��
�"�� ����� � �� 	��	 �� � �	  
	
 ����
 � ���� ��  	����
 ��� �� ��	��� � �	��	����� �

�	 ��
�������� �� ����� � �� 	��	 �� � �	 � � �� 
	
 ��	����� ��	 ����
 � ���� �� ��	 ���	�����
�
�������� ��	 � ��������� ��� �� ��������� � ���	��� �� � �����

���� ������ ��	� ��	�� �
������ �����	� �	 �� � �	 ���	 � ����� ��� � ����� ������ ��	 ����� �� ����� � ��
���	 ��	 �� ������ �� ��		��� �� � �	 � ���������� � �� 
���	 � �� ��	 ���� ���	����� � ���������
� ��� 	��� ��� ������ ��	� � ����� ��� � ���� 	��	 �� ���������  
	
 ������
 � �� ����
� � ������ �����	� �

� �� � ������	�� �
�
� ����� n�	�� �
������ ������ �� ������ �� ��		��� �� mot�
# � ����
�� � n�		 �
������ �� ������ � �������� �
# � ����� ��	�
�� �

�	 min ��� �� ����
� �	�	 ����� �� ������ 	����
 #���� ����� � �� �	���� ��	 � � ������	�� � ��	 �� ��
 ��� ��
����	������ (0, |T |) � ����	 �� ������ ������ � � 
	
 	����
� �n�		 = 0� � ����

� ��		��



� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ����� � �� ���� ���

�������� �� � ��
��� ���������� �

mot ∈ σ+ � � � �� �
��
(i, j) ← (0, |T |) �
npref ← 0 ��� �	�� �
�

(� �� �) 	 ���
(i′, j′)← �� ���� �
�(i, j) ��	�� �
�

(

��� ���((i, j)→ (i′, j′)[0] 6= mot[n�	�� ]) 	 �����

(i′, j′)← �� ������ ��(i′, j′) �
� � ((i′, j′) = (⊥,⊥))

	 �����
����
���� �� �� �

� � (i′ 6= j′)
	 �����

m← min{| 
��� ���((i, j) → (i′, j′)|, |mot| − n�	��} �
� � ((


��� ���(i, j) → (i′, j′)[0..m] 6= mot[n�	��..m])
	 �����

����
���� �� �� �
� � (m = |mot| − n�	��) 	 �����

����
���� � �� � �

(i, j) ← (i′, j′) �
npref ← npref + m �

� ������

� � (

��� ���((i, j) → (i′, i′))[0..|mot| − n�	��] = mot[n�	��..|mot|]) 	 �����
����
���� � �� � �

� ������
����
���� �� �� �



��� � �� ��� ��� ��

�� � �	 � � 
	
 ����
� �n�	�� = 0� �
�	 ��� �� � ������� ������ ��	 ����	� >loc

�������
�min = >loc� � � ���� �� �

�� ��� ���	 �� ���� ��� � �� �� � ���	������ � ���� � ��� �� ��
��
�
���	 � �

� � �� � ��	 
	�� �� �� ��� ������� �� � ����� ��� ��	������� �
���� ����� 	��	 � �� ��� ��� �� �� �� �	 �� ��� ������� �	 ����������� ����� �� � ��

����� ���� � ������� ��� ���� ����� ��		��� �� � �	 ��� ��� ��		��� �� � ������ �����	
� ���	�������� ��� � � ���	�������� �� � ����� � � ����	��� �� ����� �� ����� � ����	 ��� ��
����� �� ��	 ������ ��	 �� �� �	 �� ���
��� min − nerr

� � �������� ������ ��	� ���	
� ����� ��� �

�	 �� ������� ����� ����� �� ���� ��� ���	� � �
�
� ��	� � ���	 ����� ���	���	
�� ������ �� ��		��� ����
�� �long� � �

� ����� �� � ������� ��	 �score� �	 �� � �� �
��
�� ���� �	 �� 	��	�� ��� ��		��� �� � �	 ��	 
	
 ����
�� �tout� � ��� ������ ��	� ���	
�����	� �
���
� �� � �� � �� 	��	 �� � �	 � � �� 
	
 ����
 ��� �� ��	 	��	
 ����� ��� ����� � ����	��� ��	 �� ��
� �
�������� ��	 � ��� � ��������� � ������� ��	 � ����� �

���� �
� ���	 �� �� ��� � ����� �� �

��  ��� �� ��	��� �	 �� ��	 � �	��	������ ��	 � �		�� � # ���
�� ���	 � �� ���� �

�� � ���	������ �����	 ��	 ��� ������� �� � ����� ������ �� � � ���� �� �� ���� �� � � 
� �
� ����� �� ����� �� ����� � � �� �� �� �
���� ��� ��� 
�
� ��	� �� mot  
	
 	�	��� ��	
����
 � �� � ���  ��� �� ��	���� � �� � �	 ���� � # ��� �� ���	 � �� ���� �

�������� � � � ��
��� ����� ���� �� �

(i, j), npref , nerr,min� � E

(i′, j′)← �� ���� �
�(i, j) ��� �	�� �
�
((i′, j′) 6= (⊥,⊥)) 	 ���

� � (i′ 6= j′)
	 �����

candidats← �� ����� �� �����( 
��� ���((i, j)→
(i′, j′)),mot[npref ..|mot|],min − nerr) ��	�� �
�

(¬candidats.vide()) 	 ���
(long, score, tout)← candidats.depile() �
� � (nerr + score ≤ min)

	 ���
� � (tout)

	 �����
min← nerr + score �

� ������
min← min{min, ��

��� ����� �� �� ��((i′, j′), npref + long, nerr +
score,min)} �

� ������

candidats← �� ����� �� �����( 
��� ���((i, j)→
(i′, i′)),mot[npref ..|mot|],min − nerr) ��	�� �
�

(¬candidats.vide()) 	 ���
(long, score, tout)← candidats.depile() �
� � ((nerr + score < min) ∧ (tout))

	 ���
min← nerr + score �

(i′, j′)← �� ������ ��(i′, j′) �����
���� min �



� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ����� � �� ���� ���

�
�
�

��� � � �

 � � � � 	 
 �

�
��


��
�� ��� ��

	���� ��
 ���
 ����	����

	����� ���
 ����	����

��
�� ��� ��

	�� �� ��

� �� � � ��  ��� � 	���� �� ������� 	��� ������	 �� � �	 ��������
 �	 � ������
�� � ����� �� ��������� � �� ��	
 �� ���	���	 	��� ��� ������ �� �� � �	  
	
 ��	����� ��	
����
 � �� ��	
 ��� �	 ���	���	 	��� ��� ������ �� � ������  
	
 ��	����� ��	 ����
� �

�� ���� ��	 � ��	���	 �
	����� �� � 
����� � � ������� ��	 �� � �	 ��� ��� ������
�� � ����� � �
���	 ��� � ����	��� �� � �������� �� �	 �
�
��� 	��� ��� ������ ��	� ���	 ��
���	 ��	 �� �
����� � n�		 ��	�� � ������ b

�	 �� ���	� �� � �	 � ������ m � �� � ��	
� ��	������ ���� �� ��������� � �� �	 	��	 �� � �	  
	
 ����
 �	 ��� �� �� �� 
	����
 ��� �� ��	��� � �

� �	 �� � �	 � � �� 
	
 ��	����� ��	 ����
 �
�	 �� ���� � ���������

� �������	��� �� � ����� � �� �
�
�	��� � ������� ��	 �	����� ��� ��	�� �� ��� � 	����
�� ������� 	��� ���� ���� � ��� ����� �� ���	� �� � �	 ��� � ������ � � � 	����
��	 ������� ����� � � ����� ������� � ���� � ��� � ����� � �� � �

�		� � 	����  ���� ��	
�
��� ��	�	� � �� ��	
 �� �

�� 	��	 �� � �	  
	
 ����
 �
�	 �� ��	
 ��� �	 � �� 	��	� � ������

 
	
 ����
� � �� ��������� ��� ��� ���� ��	
� 	��	�� ��� ����� ��� ��	 �� ���	 �� �
�����
� n�		 �

�	 �� ��� ����� �� 	��	�� ��� � ���	� liste �

�������� �� � �� ����� �� ����� �b ∈ σ+,m ∈ σ+, n�		 ∈ E� � ���	� ���	��� �
��	��� �� �� �
�� �

��
� ��	�
�
(i ∈ [0..|b|]) 	 ���

matrice[i, 0] ← i �
��
� ��	�
�

(j ∈ [1..|m|]) 	 ���
matrice[0, j] ← j �

��
� ��	�
�
(i ∈ [1..|b|]) 	 ���

��
� ��	�
�
(j ∈ [1..|m|]) 	 ���

matrice[i, j] ← min







matrice[i− 1, j] + 1,
matrice[i, j − 1] + 1,
matrice[i− 1, j − 1] + ca(b[i],m[j])







�

��
� ��	�
�
(i ∈ [0..|b|]) 	 ���

� � (matrice[i, |m|] ≤ n�		)
	 ����

liste.empile(b,matrice[i, |m|], � �� �) �

��
� ��	�
�
(j ∈ [0..|m| − 1]) 	 ���

� � (matrice[|b|, j] ≤ n�		)
	 ����

liste.empile(j,matrice[|b|, j], ���� ) �
����
���� liste �



��� � �� ��� ��� ��

�� �� ��	� ���� ��	�� ��	���� �	����
�� ��� � ������		��� � � ���� ���� � ���	 �� � ����
����	��� ��� ��� ��	������� �� � ����� ���	 ������	 � ���	
� ��� ���	�� ��	 � � 
� �
�������	��� �� ���	���� ��� ��� �� � 
� � ������ �� ��		��� �
# � ����
�� �	 �� � 
� �
������ � ��������� � �� �	� ��� ���� ��� ����� ��	������ ��� �� ���� 	��� �����
� ���
	��� � � �
		 �� � �������� �������	��� ��	 	�����
 ��	 ��	������ � �� � ��� ��	 � ��

� ������� �� ��	 ��	������ ��� � � 
� � �������	��� ��� ����� ��� ��	 �	� ��
� � ����� ������	�� � �� � ������	 �� � ��������� ��� �� ��������� � ������ �

����  
	
 �
# � 
	

�� ��	�
� �����	 �

��� �	�� ��	�� ��	��� ������	� � 
����� � ����� � ��� ���	�� ������ � ���	�������
����� � � ���������� ��� � ���  ��� ������ �� yk

�	 yl
� ���� ����� �� ������� ��� � ���

���� ��� ��� �� ��	���� ��� � ��� ��������� ���	 ��� � ���� ���� � � �	�
 �� � �
������ ��� ��	 ���� � ����� �� �� � ��������� �� ���� ���	��� ��	�� � �	 ��� � 	�	��	
 � ��
� ����� � ��		� ��	�� ��	��� �
�����	� � ��	����	��� � ��� ���� 	���� � ��

��
�� borneInf (i, j)�	 borneSup(i, j) � �
	���
�� ��� ����� k���	������ (i, j) � ��� �� ���� 	���� ����� ��	���	

��� � ���	���� �� � ���� ���� �	 � �������� ���������� �� � ���� ���� ��		�� �� ��
���
������ �� k���	������ ��� � �
������ T � �� � ��	��� 	��� �� � 	��	

�� ��� � ����������
�� � �	 ��� 
	����		� �� ���� �� ��	�	 �� � ���	������������ �	 � ���	 � � ���	������
(i, j) ���� �����	 ��	�� borneInf (i, j)

�	 borneSup(i, j) �
������� � ��� ����� ��� �� ��	������ � ��

��	 ���� � ����� �� �� ����
��� ��� �� ���� 	����
��� ��� ����
�� ��� ��� ���� �� yk

� � ��� ��
���
� ��	 � �� �

[borneInf (i, j)..borneSup(i, j)] ∩ [bik..bsk] = ∅

���� �� ��	 ��� 	��� ��� � �	� ��� � ��� � ���� 	������ ��� �� ��������� ���� �������	
������� ��� ��� � ���	������ [bik..bsk] �

��� ��	 � ���	������ �� ��	 ����
 �
��	�� �� � �	
��������
 � � ��������� �� �� � ������	 ���� �� ��� �� ��������� �����	 � � � � 
� �

��� � ��	 ���� 	��	�� � ���	�� �� ��� � ���	���� �� � �� �� � �	 �	 �� ��� ����
��� ��� ��
��� ��� �� yl

� �� �

[borneInf (i, j) + |���| − 1−>loc..borneSup(i, j) + |���| − 1 +>loc] ∩ [bil..bsl] = ∅

���� �� � ��	 �� �� �������� �� ��������� �
� ��� ����� � ��	���	 	��	�� �� � ����� � ������� �	
 �� � ������	�� � �� ���������

�� � �� ���� � ���� ����� ��� � ��� ��������� �� � �	 �� 	���� m � �
�� >loc

������� � ���
��� ��� � � �� �� ���� �� �

����� ������ �� � ����� � ���	 
	����	
� �� ���� �� ���� ���
��
�	��� � �� � �	 �� �	 ���� � ������� ��� � � � ��� m − >loc

������� �
�	 � ����

m +>loc
������� � �� � �	  ( b

m+b−1

) � ����� ���	
� � ��� � ������� ��� �� ���� �� �� b
������� �

�	 ������� b � ���	 �� ��� 
����� � m + >loc � 
���� ( b

m+b−1

)

≤ (2m + >loc)
m �

����	 �� ��� �  � ���� σb ���� ��� � ����� ��� � b ������� � ���� �� ������ 	�	� ��
���� ��� ��� ��
� ��	 � ���
 �� ∑m+>loc

i=m−>loc
σi × (2m +>loc)

m �
��� �� ��� 
� � ��	 � ���


�� (2× >loc + 1)× σm+>loc × (2m + >loc)
m � ��� ����� ���� �� �

� ������	�� � �� ����
���� 	��� ���� ���� ����	�
 ��� ����� ������  ��� ������� �	
 �� O(m +>loc)

�
� ������� �	
 	�	�� ��	 ���� � ���
� �� O(>loc × σm+>loc × (2m +>loc)

m+1) �
��� ��	

���� ���
� ����	� �� � 	���� �� � �
������ T �



� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ����� � �� ���� ���

������� � ���  ���� ��
 ��� xj

	�	 � ��	
 � �

� ���� ��	 �� bii
�� ��� ��	 � xj

��	
���� xj

� �� �	����� �����	� � ����	��� borneInf � ��� �� ���� ��	 �� ��� ��	 yk

�	 ���
������

lettres(0, |T |) → (i, j)
�	 ���� � ��� �		��	 �� ��	������ � 	���� �� � �	 ����


��� T �
�	 ���� yl

�

� �� �� �� ��� �����	������ �����	�����
��
����	[���� �, �����, ���� ���� �� �, ��� �

�,>loc, � �� ���� ����� ��](xi, xj)� ����	��� �� ���	 � ���	���	���� ��� ��������� 
���� ��� ��	���	��� ��	�� ����

���� ����
�� �� ���� ����
�	���� � ���	 � � ���	��� ��	 ����
� �� xi

�	 xj
� �� ����

�	 � �� ���� �� � ���	���	��� ���	 ���� ����
� �� � ��	����	��� � ��� �� ������� ���
����	���� �� ���	

� ���� ���� �	� ��
 ��� 	��� familles ��� �
� ��� ���� ����
�	����

����
� � �
��� ���� � ���	���	���� �	 �� ���� � ����

� � ��������� ��� �� ����� � �����	
����	

�
���	������ ��	 � ���� ����	�	 ��� 	�� �� � ���	���	���� � ���� ���� ����
�	���� ����
� �
n1

�	 n2 �
�� � ��	 ���� �
���� ��� ����	��� f ��� ��	����� �











0 �� ��� �

� ∈ familles [n1, n2, ���� �, �����, �� ��],
���� 
��� ����� �

�	 �� familles [n1, n2, ���� �, �����, �� ��] 6= ∅.

>loc
�����.

�� ���� 
��� ��	 � � 
���	
 ����
� � ��� 	������ ��� ��	���	��� ��� ���	���	 � ���
�	�� �� ���� � �����	
����	
 �

� ��� � ����� �� ��� �����	
 �� �����	��� ����� � ��� ������� �� � �� ���� ��
��		� ����	��� �� ���	 � � ������	�� � 		��� 	��#���� ��� xi

�� xj
�� �	 ���	
� ��	

�� ������� �� � �� ���� �� � ����	��� �
�� ��� ��	 ��� ���� � �� ������� � ��	 ��
 �� �� ���  �� ��! ��� �	
 �� � ����� � �� �	����� � ����	��� f

�� �	���	 ��� ��� ������
� ����� �� �� xj

� �� ��� ��� ���� ��	 �� ���	 � �� ���� ����
 �� � ���	���	��� ��	�� ��
����
�	��� � � ��	
 �� xi

�	 ��� ����
�	���� �� ��� ��� �� xj
� � ����	��� ��	 ����
� ��

�� ����� ��� � ������	�� � �� �

�������� �� � ��
��� ����� ���� �� � E

min← >loc �
��
� ��	�
�

j ∈ [bij ..bsj ] 	 ���
min← min{min, f(S[xi], S[j])} �����
���� min �

��������	 � ������� �	
 �� �����	��� � ��
��	 ���� ��� � ������� �	
 	��� ������

��	 �� O(d) �
�� ����� � ��	��� ��	�� ��� ���� ������� � ���	 ����
� �� ��� �	�� �� �

����	��� �� ���	 � ���� ������� �� � ���	� ���� ��	 ����� � ���
 	��	 ��� ������� �	

	��� ������ ����� �

�� ���� ��	 �� bii
��	 ��� �����
 ������� ��	 ����	 � ��������� �� � �� ���� �



��� � �� ��� ��� ��


 �� �� �� ������� ���
����� �� ���

[�� �

��� ��, �� �

�����, � ����� ��, � �������, ���� 
�,>loc, � �� ��������� ��](xi, xj , xk, xl)� ����	��� �� ���	 �� �
� 
	�	��� �	����� ��	�� ������� �	 
���� � ��� ����	
 ��	�� ��
� �	 ������ ��	�� ��� ���� ���� ����� ������� �	 �� � �	 ������ ��	�� ��� ���� ��������� �
��		� ����	��� �� ���	 ��	 �� 	�
� �� ��	 ��� ����� � � ����	��� �� ���	 � ��
���� �
���	�
��� �� ������� � �� �� �� � � ��� �	������� ���� �� � 
� � �����	�� �

� ��
�� � ���	 ��� �� ���

���� ���� ��	 �� �� ����� � ��� �	� ����� ��� ��� � ����	��� �� ���	 � ��
���� � �
� ������

���� ��	 �� ��� � ��	�� ����� �
�	 ��� ��� ������ � ������� ��	 ���	 ������
� �� ���

������ � �����	�	
 ��� ���	 ��� ��	 ����
 �� ���� ����
�	���� ���	 ����	����� �	 �� ���	
�� �� ��	 ����
 ��� �� �� ���	����� � � ��� �� �
	�������� ���� �� ��� �����	�� ��
��� �


 �� �
 �� �������� ���
�������� ���

[��
�

��� ����, �� 
�� �� �, �� ��
�, �� ��
�, �� ���� ��,>loc, � �� ���� ����� ��](xi, xj)� ����	��� �� ���� ���	��� ����� �� ���	 �� ����	��� �� � ���� ��	��� �� ����
�	����

��
�

��� ���� ��� ���� ������	 � {G,C}� ��	�� ��� � ���	���� xi

�	 xj
� �� ����� �
� ��� ���

���� ������ �� ��
� �	 �� ��
� ����
� �� ��� �	��� �
�	 ��� ���	� �� ���� �� �	 �� ������ �

� ����	��� ��� ��� ���� �� �� 
�	��� �� ��������� �	 ���� ���� ������� ��� �� ���
� �� �	 �� ≥ � � �� � ��	���� � �

� ����� score(p) ����
 � ��� ���� ��	��� p
��	 �
��� �� �











�� ������ �� p < �� ��
�,�	
����−�	
����������−�� ���� × p +
�	
����×������−�	
����×������������−�� ���� �� �� ��
� ≤ p < �� ��
�,

�� ���� �� �����.

� ������	�� � ��	 ����
 ��� � ����	��� �� ���	 � ���	���	��� ������������ � ��
		��� ��� xi

�� xj
�� �	 ���	
� ��	 �� ������� �� � �� ���� �� � ����	��� � � �����

��	�� � �� � ��� ���� ��� ��� � ������ xi

��	 � ��	
� � ��	 ��� ����
�	���� ��	�� xi

�	 bsj�	 ����	� �� ������ �� ����
�	���� ��� ���	 ��� � ��������� �� 
���
 �� � ��	����	��� �
�� ����� � �� ���� ��	 � ��	��� ����	 � ���	��� �

�	 ����� ��	 ������
 �

�������� �� � ��
��� ����� ���� �� � E

min← >loc �
nbPos← 0 �
��
� ��	�
�

j ∈ [xi..bij [ 	 ���
� � (S[j] ∈ ��

�

��� ����) 	 ����

nbPos← nbPos + 1 �

��
� ��	�
�
j ∈ [max{xi, bij}..bsj ] 	 ���

� � (S[j] ∈ ��
�

��� ����) 	 ����

nbPos← nbPos + 1 �

min← min{min, score( nbPos
j−bij+1 )} �

����
���� min �



� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ����� � �� ���� �� �

��� ������� �	
� 	��� ������ �	 ��	��� ���	 ����	����� � � ����	��� �� ���	 � ���	���
�	��� ������������ � ����� ���	 ���� ��	���� ��	 ���
��� �� d

�	 ����	�	� �
�� ���� ��	 �� bii

��	 ��� �����
 ������� ��	 ����	 � ��������� �� � �� ���� �


 �� �� � ���������
	����	��[� ����, � ����, � ����, � ����, �� ��
�, �� ��
�, �� ���� ��,>loc, � ������ ����� ��](xi, xj)� ����	��� �� ���	 � ������� ��	 �
	��� ��� � � ��	��� ��	�� ���� � ���	���� xi

�	 xj
�

��		� �� ���� 	��� �� ������ 	��� ������ ��	 �	 ������ ��	 � � ���	 � ��� ��� ��� �
���
����� � ��� �� � ����� � � �� ���� � ���
����� ∅�������� ��� � �
���	��� � ���� � ���	������
�� ��� ��		� ����	��� �� ���	 �

� ����	��� �� ���	 ����� �� ��� �	�� ��	�� � ��	���� � �
� � ��� � � � ���� � ���� �	�����

���� ���� ���	� � �� ���� �� �	 �� ������ � �� ��	 � ����� �� �� �����	�� �� � �� ���� �� �
����	��� �� 	���� ����	�	 � � 
� � ������ ������ ������ � � �� ��� ��� �
���	 � �� ��	����
 �� �







































































�� ������ �� bij − bsi > � ����,
�� ���� ��− �� ������� ���� − � ���� × (bij − bsi)+

�� ������ × � ���� − �� ���� �� × � ��� �� ���� − � ��� �
����� �

�	 �� bij − bsi > � ����,

�� ���� �� ����� �
�	 �� bsj − bii ≥ � ����,

�� ������ − �� ���� ��� ���� − � ���� × (bsj − bii)+

�� ���� �� × � ���� − �� ������ × � ����� ���� − � ����
����� �

�	 �� bsj − bii ≥ � ����,

�� ������ �����.

� �� �� �� ��� ���	���	�� ����� � �� �� � ��  ��� ���� � ��	���� � � ���� ����� �� �	
� ���� ������� � ��� ������	 ��� � ��	���� � �� �� �� �	 � � �� �� ��	�� ��� ���� ������� ��� ��	 ��	��������� ��	 ������ �� ������� � ���	���	� � �� � ��	

�
���� � ��� ���

�  ��� ��! � 	������ ��� �����	���� ������ � ��� ���	 ���� �
 bij ← bii + � ���� ����� �� � bsj ← bsi + � ����������� � bii ← bij − � ���� ������� � bsi ← bsj − � ��������� �� ��� bii

��	 � � ���� �� �
������ �� ��� ��� �� xi �
�	 bsi � � � ���� ��� 
������ �

�� ���� ��	 �� bii
� ���	 ��� �� �	���
 �� � ��������� �� � �� ���� �� � ����	��� ��
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�� � ����� � ��� ��� ��� ���
�� ��� � ����� �� 
 ���� ������ ��� ��� �� ����� �
 	 �� �
��
�� ����� ��# � ����� ������ �� ��� ��� A � ����� �� �� ����� ��� ��
���� ��� ����� ��� 	

�������� �� � 
���� �� 
��� �� 	� ��� 
�A� � � �� ����
��
� ��	�
�

i ∈ [1..|L|] � � ������� 	 �����
� � (A.debut − Li.debut > �� �

��� ������) 	 ������

����
���� � �� � �� � ([Li.debut..Li.f in] ∩ [A.debut..A.fin] 6= ∅)
	 ������

��
� ��	�
�
j ∈ [1..|Li|] 	 �����

� � ([Li.debut..Lij .f in] ∩ [A.debut..A.fin] 6= ∅)
	 ������

� ���
((Lij .coût < A.coût)∨((Lij.coût = A.coût)∧(Li.debut ≤ A.debut)))	 ����

����
���� ���� �

����
���� � �� � �

� ����� ����� Lij
�� ����� ���� ��� ��� �� 
������ ��� �������� � ��� 
���� ���

�� ������ � ��� ���� � ��� �� �� �� ������
�� ������� ��� �� � ��� �����
� � ��� �� �����
��
���� ��� ����� ��� 	 �� ������� � 
� � �
����� � ��� ��� ��� � 
���� �� �� � ��� �� �����
��� ������ 	 � � ��� � �� ����� ����� � ������ �� ���
��� �� ������ �%
�
� � �� �
���� � �
����� � � � ������ ������� �� �� ��� ����
� � �� �� � ��� � # �� �� �� ����� > 	

� ������ �� ��������� �� �� ��� ����
� � ������ � ��� ��
���� �� �� ����� A 
����$

���� �� �� ����� ��# � 
���� B

�� ���� �� 
��� ��� ����
��� ��� �� ����� � 
��� ��
B � A ��� ����� ��� ���� �� ���
 �������������� 	 �� � �� ������� 
���� �� ���� ����� � ��
������ � ������ �� ��
���
�� � �� � ��� ������� �� ��� ��� ���� �� ���� � ����� 
����
��
�� �� ����� B � ����� �� � �� �������� �� ����� �� > � B.coût+1 	 � ���
���� �� �����
�� ����� � ��� ��� �� �
��� � > 	

�� �� ����� 	� � �� ���
���� 
�������� ����� ��� ��������� �� �
���� � ������� � 
�$
���� �� ������ ��� ��� � �������� �� ��� � ��
�� �

min
 �� �� ��� � ��� ��� �
max
 	 �



�	� � �� ��� ��� ��

����� val � ��� �� �������� � >0 � �� ��� �� ����� ���� ����� �� > � ����� �� ������ ���
� ���������� 	  ���������� � ���
��� �� ����� ����� �� �� � �� � � ������ �� ���� 
�����
�� 
��� �� 	� ��� 
 � �� 
����&��� �� 
��� �� �� � ������� �� ����� 
����
���� � �����������
[min..max] 	 � ����� �������� ��� 
� 
��� � ��
��� ���� �� � 	

�������� �� � � ������ ���� 	 � E

min← |S|+ 1 �
max← −1 �
val ← >0 �
��
� ��	�
�

xi ∈ X 	 �����
� � (
���� �

����
(xi))

	 ����
min← min{min, xi} �
max← max{max, xi} �

��
� ��	�
�
i ∈ [1..|L|] � � ������� 	 ���

� � (min− Li.debut > �� �

��� ������) 	 ����
����
���� val �

� � ([Li.debut..Li.f in] ∩ [min..max] 6= ∅)
	 ����

��
� ��	�
�
j ∈ [1..|Li|] 	 ���

� � ([Li.debut..Lij .f in] ∩ [min..max] 6= ∅)
	 ����

val← min{val, Lij .coût + 1} �

����
���� val �

����� ���
���� � �� �� ����� �� > � # �� � 
���� �� �� �� � ��� �� �
�� �� ����� �
�� � ��� ����� ��� � �
����� � �� ��������� ��� ������� ���� �� ���������� � 	� 	�
 	

� �� �	�� 
�� ��� ���	� ��� �� ��	������

� �� ������ �
� ������ � � �#����� �� �� 
������ ��� ���� ������ �������� �� �����
�������� � 	 ����������� ���
 � ������� � ���
���� � �� � �� � �������� �� ���� ��$
�������� � ��� ���� �����
� 	 �� ������� �� 
�������� ��� ����� ������ ��� ��� ���
�� ���� 	 � �� ������ �
� ��� ���� �� �� �������� ��� ������ � ��� 
��
������ �� 
�� $
� ��� ��� �� ����� ��������� � ��� ���� ��� � �� �����
� � ������� 	 ���� ��� 
����� �

��������� �� �� ������ �� ��������� �� �� ������ �� ���
����� �� 
��� ��� 
������� 	

� �� ����� � �� �� 
������
� � ���
 �� � ����� �� ��� ������ �������� ����� ��

������ ��� ���� ������ �� O(ed2 + min(>, nd) × n) 	 ���� ��� ������ � ������ ����� �

��� � 
�� �� ��� ����� � 
���� 
������ ��� ����� � O(ed4 + min(>, nd)× n) 	 � ���$� � ��� � �� ��������� �� ���� �� 
������� � ��� ��
������� �� ��� ���������� � �� �����
���
����� 
���� 
������ ��� 	 
� � ��� �� �� �� ��������� � 	�� � �� ��� ��� �� �� �� � �� �$
�� �� ����� ��� ���
����� �� 
��� � ����� ��� �� ��� ��������� � �� ����� ���� �
� �� ���� ����� �� ����� 
������� � ����� �� 
������ ��� ���� ������ �� ��� �������
O(ed+min(>, nd)×n) � 
 ����$�$� ��� �������� ��� ���� ��� d 	 � �� ����� � �� 
 ������ ��

�� �� ����� ��� ���
����� �� 
��� � �� � � �� ��� ������
����� ���$
�������� �� � �� ��
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��� ������� 	 � ��������� �� � �� ���
 ��� � �� � �������� � ��������� 	 � ���� �� ���
� ������ �� 
�� ��� ���
����� �� � ����� �� ������� ��� ������� � 	

� �� ������ ��� ���� �� ��� n ��������� ���� ����� � ���� �� ������ ��� �� ���
����
�� 
��� � ��������� �� 
��������� �� � �����
� ��� 	 �� � ������ ���� �� � �� �� �� �� �����
�� 
��������� �� � �����
� ��� ����� ��� ��������� xi

�� xi+1
� � �� i ∈ [1..n − 1] 	����� ��� ������� ��� � ������ ��� �� ���� � ��� ������� � �� � ���������� � �� ���� ��

�� � �����
� �������� ��� ���� ���� �� �������� 	 ����������� ����� 
�� 
���������� ��
� �����
� � ��� ��� �������� D �� ��� ������ ����� d2 − d1

� 
 ����$�$� ��� �� ��� ������
� ������
� � ����� �� ����� ��� � �����
�� � �� �� ���� �� ��� � �����
�� � �� �� ���� ��������� 	

��� ����� � ��������� �� � ��� ���
�� �� �������� x1
	 ����� ����������� �� ��


��������� �� � �����
� ������� x1
� x2

� �� �������� x2
� � ��� ���� ����� � � ���

D � �������� � ����� ��� 	 ������ � �� �������� x3
�� �� ��� ��� ���� �� ������ � 2D � ���$

����� � ����� ��� � ��
 	 � ��
 � �� �� �� �� �� �������� x1
��� �� �
��� � ��� ��������� xi

��� ��
������ �� ��� ���� ������ � (i − 1)D � � �� i ∈ [2..n] 	 � ������ � ����
������� �������
� ����� ��� � �� x1

��� �� �
��� � ��� ���
 � ���� ��� 1×D×· · ·× (n−1)D = (n−1)!×Dn−1 	
� ������ ����� � ��� �
����� � ����� ��� � ������ x1

� ���� ��� ��
��� ���
��� � ��� ���

� ���� ��� d× (n− 1)!×Dn−1 	 ����� ��� 
���������� �� �� ����� ��� ����� � �����
d× (n− 1)!×Dn−1 = O(d) 	����� � �������� � �� ���
������ ������ � �� ��� ���� �������� ��� 	 ����� �� ������
� ��� ����� ��� ���� � ����� ��� �������� ��� �� �
��� � ��� �� (n− 1)D � �� 
������ ���
���� ������ �� ��� ��� �� O(enD+min(>, nnD)×n) 	 ����� ��� ��� � ������� ����
� ������ �� ��
���
�� � ����� �� ����� ����� ����� � �������� ��� � ����� ��� �������� ���
���
��� � ��� O ((enD + min(>, nnD)× n)×

(

d× (n− 1)!×Dn−1
))

= O(d) 	� ������� � ��������� �� �� 
�� ��� ������
����� ���$
�������� �� �� �� 
��� ������� 	
��� ����� � � ��� ���� �� ���� ����������� �� ���� ���
�� �� ����� ��� ��� ���
��������� �� 
�� ���
����� �� 
��� ���� ���
���� 	 � �� ����� � ����� ���� ����� �� � �
�$
���� � �� ������� �� � ��� �� �������� 	 �� � ��� ���
��� �� ����������� ��� 
���������� ����
�� � �����
�� ����� �� ����������� � �������
����� ���$
�������� �� �� 
��� �������� 	 ��
����������� �� 
�� ���
����� ���� ���
 ���
�� ���� ���� ��� ��������� ��� ��# � ��
� �����
� � ����� ����� ����� 	 �� ������� � 
��� ������� �� ��� ����������� ��� ������
$
����� ���$
�������� �� �� �� 
��� ������� �������� � ����� 
������� 	 � ��������� � 	��
� �� ���
 � ��������� 	 
�
���� � ��������� �� ����� ����� � �������� ��� �����
� ��� �������� �� �� �� ���
��� 	 � 
������ ��� ��� �� O(ed + min(>, nd) × n) = O(d) 	
� ��� � ��� ���� ��� �� ����� � ����� �� 
������ ��� ������ ��� �� O(d) 	

� ��� �� ���� � ����� � ����� �� � �
����� � ������ ��� ������ 	 �� ��������� ������������
��� � �������� �� �� �����
� 
�� �� �� ���� �� �
���� �� ������ ����� ��� ��������� �� ��
�����
� ����
����� �� ���� � �� ��� 
���������� �� ����� �� ���� ���������� �� ������ ���
��� ��������� �� �� �����
� ����
����� ���� �� �
���� 	 
� � �� � ���
 ����������� �� ���
��������� �� �� �����
� 
�� �� � �� ���� ����� �� �� ����������� ��������
 � ������ ���
��� ��������� �� �� �����
� ����
����� � ��� ���
���� �� 
��� �� ����� ���� �� �
���� �
� ����� ��� �������� �� �� �����
� 
�� �� ��� ���
��� 	 ���� ��� �������� ��� �� �
���
���� �� �����
� 
�� �� � ��� ����� � �� �� 
������ ��� ���� ������ �� ��� ��� ��������
��� ���� ��� � d′ � �� ��� ��� �������� d′ �� ������ �� �� �����
� 
�� �� � ������ ���� ���
� ����� �� �� �����
� ����
����� 	 ���� ��
�� �������� � ���� �� �
��� � ����� 
����



�	� � �� ��� ��� ��

���������� ��� �� ��� ����� � ����� O (ed′ + min(>, nd′)× n) = O(d′) 	 � �� �����
� � ��� �� � ����� � ��� �� �� d × (n − 1)! × Dn−1 ���
������� ������� � ����� ��� ��
�� ���� ����
���� � �� � ��� �� ��� ���
����� �� 
��� �� ����� �� � ����� ���� ����������
�� ed × (n − 1)! ×Dn−1 = O(d) �� �� 	 � ����� ����� � ������� ��� �� �� ���� 
�� ��
��� ���
 � ���� ��� O(dd′) 	 �� � ��� ��
�� �� ����� ����� �� �� ���� ����
���� �� ���
 ���� �� � �������
������ �� ���
����� ��� � �� 
������ ��� ������ ����� �� O(dd′) 	� �� ��������� �� ��� ���
 �� 
������ ��� �������� ��� ���� ��� � �� ������ �� �� ���
����� �����
� 	 ���
 � ����������� � �� ����� � �� 
������ ��� ��� ���� � �� ��
���
d′ � �� d′

��� �� ������ �� �� �����
� 
�� �� 	

� ��� ���� ����� �� �� 
������ ��� ���� ���������� �� ���� �

(n − 1)! � �� � ��
��� ����� ���� ������� ��� ���
 �� ������ �� ��������� � ����� n! ∼

√
2πn

(

n
e

)n 	 ��
������� � ��������� �� 
������� �� ��������� ������� ���
 � �% 
���� ��� �� ���� 	

� ������ ���� ���� ���������� �� ��� �����
� �� Dn−1 � �� D
��� �� ��� ������

� �� ����
� ����� �� � �����
� � �� �� ��� �� �� � �����
� � �� �� ��� ��� 
���������� ���� ��
� �����
�� 	 ���� ��� ����� � �� ��� 
���������� �� � �����
�� ���� ��
��� � ����� �� ������� �
������� ���� � �% 
��� � ������� 	

� �� �	�� 
���	�
� �� ����� �������� ���� 
� 
������� ��� ��������� �� �� � ������ ����� �� � ������� 

� ���� ��� 	 � �� ����� ������ � ���������� ��� ��������� �� ��������� ��� ����� ���� 	 � ��
����� ������ ��� ���
���� �� ������� ��
����� 
��� � ��� ������� �� �% ��� �� �������
�� ��� ��������� �� ������� �� ����� ���� 
��� � ���� �� ���
���� �� 
��� �� � �� 	 � ��
����� ���� ����� � ���� ����� �� ������ ��������� �� ���� 
�� �� ������� ���� ����
�� ��� �������� ��� � ��� �������� 	 � ���� ��� ������� �� 
�� �� �� ��
���
�� �� �����
���
 ������ 	

� � ��� � � 
������ ������� � ���������� �� �������� �� ��� �� 
������� �� � ���$
��������
� �����
����� �������� ��� ���
� �
� ������� ��� 	 �� ��������� �� �� � ������
� �������� �� �� ��� ������ 
������ ��� ������ ��� ���
����� �� 
��� �� � ����������
���
 ��� 
������ ���� ���� ������ �� �������� 
����� 	 � ������� ��� ��� ���� � � ������$
���
�� ��� ��� ��������� � ��� � ��� �� �������� 
�������� ��� ���
����� �� 
��� � ������� �
�� ���� ��� ��� ���� ����� �� � �
����� �� ������� � ��� � ��� ��
��� � �������� ���� �����
�������� � 	

� �� ����� ���� ����� ��� ������� � �� � �
����� � �� 
�� �� ��� �� ������ 	 ��� �$
� ��
���� �� ��� ��������
�� ������� ��� �� � ���������� � �� ������ �� 
�������� �� ������
�� ���� � � ����� ��� ����� ��� � ���������� 	 � �� ������� ���� ��� 
�������� �������
�� 
� � �
����� � ��� ����� �� 
�
��� � �� �� ��� �% 
��� � ����� ������ �� �� ������
��� � ���������� � � ���������� 	 �� � �
����� � ��� � �������� ������ � �� �

������ ��
��
���
�� ����� ��� �� ����� � ��� ������ ���� �� �� ������� �� �� ��� ��� �������� 	

���$���� � ������$�� ������ � ���� ����� ������ �� ����������� � �� ��������� �� ��
��� ����
� � �� ����$� �� � ���� � ������ ��� �� ������ �� 
���� ��� ����� ���� 	 �� � ��
��� � ��� ��� �� # �
��� �� � ������ ��� �� ������ �� 
����
���� � � ��� � ������ �����
��� �� ���� ������ ��� ���� ���� 	 �� ��� �� ������ � ����� ���� ��� ����
 	 � ���� ��



��� ������� �	�

������� ����� ��� �� 
�� 	 ���� ��� �������� �� ��� ����� � 
� 
�� � ����������� # �� ��� 	

� � �� ������ � ������� � ��� �� ����� ���� ��� �� �� � �� ������ �� � ���� ��
���
�� ��
�� 
���� �� ����� 
����
�� � ���� ��������� ��� � �� ������ ����� ���� ��� 	 �� 
��
������ �� ������� �� ��� � ������ ������� ����� ��� �������� � ������ ��� �% ���� ���
�� �
���� 	 ���� 
� 
�� � �� ��� �
��� ���������� � �� 
� � ��� ��� 
��������� 
��� � � � ����
�� ����� � �� ��� �� ��� � ������ �� ��� 
��� ����� 	 � ��� �� �% � ����� �� � ��� ���
����
��� � ����� � �� 
������� 
� ������� � 	 �� ��� ����� � ����� 
�� �� � ��� � ������ ��� ��
��� �� ������ ��� �� ������ �� 
����
���� �� �� �� �
��� ��� ��� �� ������ ���
�������� � �� �� ����� ��� ���� ���� �� ����� ���������� 	 ��� ���� � ����� ����� � ������
� ����� � �� ��� ��� � ����� �� ������� ��� �� ��� � ��� �� � ��� ���� ���� �
� 	 � ��� �
�� ������� � �� �� ����� � � �� � ������� � �� ���
����� ��� 	 �� ��� 
��� �����
������ �� � ������
���� �� ������� ����� ��� ��� �� ��
����� �� ������ ��������� 	
� �� �� ������ 
����
������ �� ��� �������� ���
 ����� � ��� ��� ���$
����� �
�� ����� ��� ������� ���� ���� � ����� ��� 	 � � ��� ��� ����� �� � ��� ���� ���� � �� ���

�� �� ���� �� �� ��� ������� ��� �� ��� �� ��� ������ �� � ������ �� �� ������ � �� �
��� ��� � �� ���� �� ���� ���� � �% 
���� ��� �������������� 	 ��� �������� 
������ � ����� ��
� ���� �� � ����������� �� ������� ����� ������ ���� 	 
� ������ � ����� �� �� �� � ���������
� ������ �� �� �� ���
��� ������  ��� �! ���� �� 
��
� � �
��� � ��� �� ����� � �� �� �
� � ��� � �������� 
���� ����� �� � �� ������� ��� �� ������ �� ��� 	 � �� 
����������
�� 
�� �#�� � ������ ���� ���� ������� ��� �� �� 
��� � ������ �� ������� �� ������ ��
�� ����
���� ��� �� ������ �� 
���� ��� ����� ���� 	

� �� ������ ��� 
� 
������� �� �� 
������ �� � �� � �� �� ������� � �� ��
���
�� ��
��������� � ���� ��� �� ������� � ������� � �� $
������  � ���� ! � ��� � ����� �����
������ ��� ������� ������� �� ������ ��������� � �� � ��� ������ �� �� ������� �� �����
�������� �� �� ������ �� �� �����
� 	 � 
���
���� �� $
������ � ������� � ����� ����� � ��
����������� � �� ��������� ��� 
����� � ���������� �� � ��� ������ �� �� ������� 	
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���� ��� 
�������� ���
������ � � � �� �� ��
��� �  ��� 
������ �� ��
���
��� ���
� ������ � !�� ��� ���� � !��" � � ���� 
���� ��� ���� ��� ��
���� ��� �� �������� 	 �����
�������� 
����� � !�������� ��� ���� ���� ���
����� 
 ������� ���� ��� � ������ �� ��
��� ���� 	 ����� ���� 
�� ���  �� � �
 �� 
���� �������� � �� 
 ��� �� �� � !���������
������� 
���� �������� �� � ���
������ � 
 !���$�$� ��� � !�� ������� �� �������� � � !����
� !� ������� 
 ������������ ��� � ! ��� �� ��
���
�� � !��" 	

# �� � � ���� �� ������� � ���
������ ��� ������ �� 
 �
�� � �� ��
���
�� �� �� �����$
��� �� �� ����
�� � �� ���
������ � �� ���� �� ��� ��
��� ������ ����� � ��
�������� �
� �� ����������� ��� 	 " � � � �� �  � �� ���� 
� 
������� � !�� � ������ 
� �� 
���� 	" � �������� �� � ��� �� �� ��
��� �� 
� ������� ��� ��
 �� ������ ������ 	

" � 
 �������� �� � $ � �� � �����  �������� �� ���� �� � ! 

����
� � ������$
� ��� �� �����
�� � !��" � �$
 ����� � !�� ��� ���� � ���� �  % � �������� � !�����$
�
�� �� ��� � ��� �� � �� ���� �� � �
 ��� ��
���
��� �� ���
��� ��
 ������
 	 " ���
�� ���� �� 
���
��� �� �������� �� ������ � � ��� ��� � �����  �������� 	 " � � $
��� �� ��� ������� ������� �� �������� �� ��
 ������� � �  ��� � ��� ��� � �����
 �������� � ��� �� � �� ���� � � �� � �� ��
����� 
 �� � � �$
��� ����� ��� �����
��
�� �� � �� ��� ��� � ������ �� �� ��� ���� 	

� ������� � �& �
��� � �� 
 �� ��
�� ��� �� ��� ��� ���� ���� 
 ������� ���� � ���
��� �����
�� 	 " � ���  ��� �� � !�� ���� ���� ���� � �� ��� � 
�� $
� ��� �� �  ��$
�������� ��� ��� �  �� � ��� ����
�� �� ��� ����
��� ������ ���� �� 
������� � 	 " ���
���� 
�� �� ��� ����� ��� �� ����� � � !������� ��� �� ���  ���� �� 
�� �$
� ��� 
 �$
��
� 	 '� ������� ��� �� � ������ ������ � ����� � �
 ��
�������� ��� �� �������� ��
� ������ ������ 	 ��� ������� � �� � �  � 
 ������ ��� � �� ������ � �� ���� ���  ���� �� ��
����
��� �� ������ �� �� �������� ���� � � �� �
���� � 
 !���$�$� ��� � � � � �� � �� � ��
��$
� ���� ��� ��" ��
���
��� � ����� �� �� �����
� 	 � � ��� � �� � ������� ��� � !��
��
�� ��� � ������ � !� ���  ������� � � �� �� � ! � ��� �& �
��� �� ��
���
�� � !��"
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��� � 	 	( � '� ������ ��� � !��" �� ��������� 	

��� �� �����  ������� � � � �� � ���������� ���  ! � ���� ���� � !��  ������� � �  !�����
�� ���� ��� ����� �� � ���� �� � ��������� ���� ���� � ��� � �� ������� � � !���$�$� ���
�� !��  ������ ��� � ��� �� 	 # ��� �� ������ � �� ������ ��� ������� ��� � �� ��  ����
� !������������� �� ��������� 	


 �� ���� �� �& �� �� ������� � ���� � ! ���� � ����� ������������� �� ��������� ��
��������� ��������� �� ��������� �� ��������� 	 �� � ��� ��� ������ ����� � �  &�� �
 ���� 
� ����� ��� ��� ��� ������ �� ����� ����� � ��$� ���� �� �� ��������� ��� 	 ����$
������ � 	� 	� 	(
 	 � � � ������ � ���� ��� ���� � ! � ��� � ������� ��� ��������� ��������
� �� � �� � �� ����� ����� � ��$� ���� �� �� �������� � �� �� "#$% �& ��� ��������� ���
 ��������� � !��� ����� ���� 	 � ���� �'( ( � '(� � '() � )'() � ������ ����� ���
��������� �������� ��� ���&��� �� # ��* � ������� � ������ � !�� ������ ��� 	 
 ��� �������
�  ���� � � !������� ��� ���������� �  �� ��� ���������� � !��" 	 ���  ����  �� ��������
��� ��������� 	 
� � �� � �� � !��  �� �������� ��� ���� �� !��� ������������ ��� ���� �  ��
�� � �� ���� �� �������� �� ����� ����� � ��$� ���� ��� �� ���������
 � �� �� � ������ ���
�  ������ �� ����� � �� ���� �� � ��� �� ���� �� ��� � �% ��� � !�� �  � ���� �� ���������� 	# �� � �� � ���� � ��� �� 
� ����� � � ��������� ��� ������ ���� �� ��� ��� �� �  � �����
� � � ��� �  !��������� � �� ����� ����� ���� � ��������� ���� �� !�� �������� ��� ���
� �������� � ��� ���� ������� 	

 !������� �� � ��� ���� ��� ��� ��� � ��������� ������� ��� � ���  ��� ���� �����$
� ��� �  � ����� ���  !���������� 	 �� � !������ ���� �� � � ��� ���� ��� �� �� ��������� ���
�  !��� ��� � ���  !���� � ����� ��� ���� ���� ����� � �� � ��������� � ���� ��� ���������
������� ��� � �� � ����� �������� �� � +, � -�� 	

� ����� �� �������� � !������� �� � � ������ �������� 	 " �� � �� ����� �� ��� ��
������ � ��� � ��  !��" �� ��������� 	 " �� ���� �� � �� ��� � ��� �  ���� � � !���������
� ��������� �� ��� ��" � ������ � !�� ������ ��� 	 " �� ��� �� ������� �� ������ ����
��  !��� ���  !������������� �� ���������� �� ���  !������������� ���� �� ������� ��
� ��������� 	 ��� ���� � � �� ���  ��� �� � ��� ���� ��� �� � �� ������� �� �� �� �� ���
� �� �� �� �����  �� ��  !������������� �� ���������� 	

� ./ 0�123 
1 �1 
 4567 �1 ��8��91��

� �� � �������� �� ��$ ��� ��  !������������� �� ��������� � � �� � �� ����� �� ���
�� ������ ����� 	 � ������ ��  !������ ��� �� � ����� 	 	( 	 ��� �:�� � ������ ��������
��������� � !;<" �� ��������� �  � ���� �  �� �� � �� ��� �� � ��� ������ � ����� ��� ���
��������� ��� ������ � ����� 	 =���� �� � !�� ������� ��� ��������� 	

�� � ��� � �� � !��  �� � �� ����� ��� > �� � !� �� ���� ��� �  �� � ����>�� 	  !�����:
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��� � 	 	� � � ���� ���� ��� ��� >������� 	
� ��� �� � ������� ��� ������ ��������� � � �� � ������� �� �� !�� �  � � !��� � ����>�
��� � !� �������� ���� � ���� �� ��������� 	 
 � !�� �� ���� ��� ���� � � ���� ���� � �����
� �� � ���� ��� ������� � ���� ��:������ ��  !������ ��� � �� � �  � �� ����� � �� �
��� �� ������� � 	

�� � ��� ������� ���������� �� ������ ����  !������� ��� ��������� �� 	 
 � �� �
������ 	 ;����� �� � ��  ��� � !������� � 	 ;��� ���� �� �  � � ��� > �� ��� � ���� ���
����� � ��� ��� ���  � � �� ������ � � ������ ���� ������ �� ����� � ��� �  ��� �� ���������:
���� � � ������:���� ���� ����� �� ����� � ���������� ��� 	 � ���� �� � ����� � ������
������ ������ �� ����� � ��� �  ��� �� ���� � ��� � ���� ����� �� �>������� ��� ��
� ���������� ��� ������������� ���� � ���� ��� �� ���� � �� ���� � ��������
 	 � �� �:
��� � ����� � ������ ���� ������ �� ����� � ��� �  ��� �� ���� ���� ����� �� �>�����:
�� ��� �� � ���������� ��� ����� � ���� �� � ��������
 	 � ������� � ����� � ������
������ � ���� ������ �� ����� � ��� �  ��� �� ��� � ���� ���� ����� �� �>������� ��� ��
� ���������� ��� ��� ���� � �� ������� � ���������
 	

�� � ��� � �� �$  ���� ��� >������� �  �� �  ���� ���� �� ��� ���� �� ��������� ���
 ! � � �� �>�� 	 ��  ! � ��� �� �� �� >������� ���� � ���� 5′ >��� 3′

�� !���:�:� ��� �� �����
� �������� �� � ������ >��� � �� ���
 � � ���� ��� ����� �������� �� >������� x1

��
x2

�  �� ���� ���� � ���� ��� ���� �� x18
�� x19

�  �� ���� ���� � ��� �� ���� 	 � �  �
� ����>� � ���� �  ���� � � �  ���� � x3

	 � ���� �� � ����� �������� �� >������� x4� x7
	 � �� ���� � ����� �������� �� >������� x8

� x11
	 � ������� � ����� ��������

�� >������� x12
�� x13

�  �� � ���� ��� ���� �� x16
�� x17

�  �� � ��� �� ���� 	 �
�  � � ����>� �� ���� ������� ��� �� �  ���� �� x14

�� x15
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����� ��� �� ��� >������� ���  !������ ��� 	

 ����� ������� ������� ��������� � �$  ���� 	 � �  � � ����>� � �������� $���� ����

� �� �� ���� ��� ���� ��  !����� �� � � � �� ���� ���� ����� � �  � � �� � ����� ��
� ���� �� � ����� 	 
 � � �� ��� ���� ���� ����� � ���� �� � �� �� ���� � ����� ��
� � � ������ � ������ ���� ����� ����� �� ���� �������� ������ 	 � ��� �� ���� �� �
���� ��� ����� ��� ���� $���� ���� � ������� � ����� 	 =��� � � �  � �� � �� ���� �
������ �� ��� �� ���� ���� ���� � �  ��� �� � ������� � ����� 	

� �� � ����� �  � � ��� ������ �� ��� ����������� 	 �� � ��� ��� ������ � �� � !��  ��
�������� ��� �� ������ � !����� ��� � !������ 	 �� � ��� ����� �������� ��� � � ������� �����
� �� ���� � ����� �� � ������� � ����� � �� �� �������� � ���� ���� ����� �� ��� ��
 ����� � �������� � ���� � �������� ��� �� � �� �� �� 	

=� � �� � � ��� � �� � ��� � ��������� ���>���� �
� &� ��#[�� ���� = 7, �� �� �� = 52..67,>loc = 0, � ��  !"� �#��� �� $ %��](x1, x2, x17, x18) &
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��� � 	 �� � � ������ �� � ��������� �  ������� ������ ���  !������������� �� ��������� �

� #"�$�#�%[% �!�� �� = 0, � �� !"��#��� �� $ %��](x2, x3) &� � ��[#�� = U,>loc = 0, � ��  !"� �#��� �� $ %��](x3, x3) &	 #"�$�#�%[% �!�� �� = 1, � �� !"��#��� �� $ %��](x3, x4) &	 &� ��#[�� ���� = 4, �� �� �� = 5..9,>loc = 1, � �� !"� �#��� �� $ !� �
 ��](x4, x5, x6, x7) &	 #"�$�#�%[% �!�� �� = 1, � �� !"��#��� �� $ %��](x7, x8) &	 &� ��#[�� ���� = 5, �� �� �� = 7,>loc = 1, � �� !"��#��� �� $ !� �
 ��](x8, x9, x10, x11) &	 #"�$�#�%[% �!�� �� = 4..4..5..13, �� �� = 0..1, � �� !"��#��� �� $ !� �
 ��](x11, x12) &	 &� ��#[�� ���� = 4..5, �� �� �� = 6..7,>loc = 1, � ��  !"� �#��� �� $ !� �
 ��](x12, x13, x16, x17) &	 #"�$�#�%[% �!�� �� = 1, � �� !"��#��� �� $ %��](x14, x15) &	 � ��[#�� = UC,>loc = 0, � �� !"��#��� �� $ %��](x15, x16)
�

<��� � �� ��� � >���� >loc
� �����  �� �� ��� ����� � ��� � !������� ���������

�� ��� � ���� ��� � ��  !"��#��� �� � �� �� �� �� ������  !������������ � �� �� ���� ������ � ���������� � �� �� � �
�� >���� > ��� ���� ��� ���� � ���� & � ��� � ���� � �� ��������� � ���� ��

��������� � ����� ����  !����� ��� �
�� ������ �� � ��������� �  ������� � ��� � �� ���� ���� � � ���� � � � � � ����

���� � ����� � �� � ��� ������ ����� ������������ �� � ���� �� �� � �� � !������ ��� ��
�� �����>��� ��� ����������� ��� ������ � �� �� � �������� � ����� �� ���� ���� �� �
� ���� � � ��� ������� �� ����� � �� ��   �� � ��� ������� �� �  ������ � �� �� � ���� ��
�� � �� � !����� � ��� � ���� �� ������� �  !��������� �� ��� ������� �� � �� �� � ����
 �� �� � !������� ��� ������ �� �� �����>��� ����� � �� � � ��� ��� ������ � �� ��
����� � !�����  � �� �  ���� �

" �� �> �� ���� ��� ������ �� ������ � ��� ��������� �
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)��� ��  ��������� �� ���� ���� ��  !��� ���  ���� � �� ������ �� � ����� ������:
������� �� ��������� �� ���������� � " �� ���� ��� �� � !��  �� ��  ���� � � :�� � � �������
�� ��������� �� ���������� & ���� �� ���� ���� ������ ��� �� � ��������� & �>������ ���
�  ������� �
� 	
 	� ����� �� ��������� �� ���������

� �� ���� �� ������� � ��� � ! ���� � ����� ������������� �� ��������� �� �����:
����� � �� ��� ��� ��� � � ��� � ���� �����) & � ����  � � ���� ����+(�� & ���'+(�� �
� ��� ���  ��� � �� �� �� ������� ��� ��������� �������� ��� ��� ����� �������� ��� �
���������� � �� �( �(� ��� ��� ��������� �� ������� �� � ��� �� � �� �� �� ���������� ��
 ���������� �� ����� ��������� � ! ������ � !�� ����� ��� & � ���� ����� ��� ����������
����� �� � ����������� � " ��� � �������� & �� ���������� � �� �� � � � � �

# $% &'($ )*+, $% &- .'($/
�� ��������� �����0� ���  ! � ������� �� ����� � ��� # & ���>� �� ���� ������ ������
� ���� �� !��  ��� ������ & ����  !����� *  �  !����� + & ���� ��  � ���� ������ �� ��0�
 !����� � ��� / � �� ��������� ��� � �� ����� ���   � �0��� ��  !���������� � ��� ����:
 ��� �$  ���� ��� ������ � � ��������� & �� ���>�� & ��� ���� �� � ��������� �� � ���������  � ������� % &'( ��� % &' .1(� & ��� �� �� ���������� ��� �� ������ &  � � ��� ����� ������� � �  ��� �  ���� �##=< �� ��
� ������� � ��� � ��� ���� �"=2# ���� � �##=< � ������ ����  � ����� ���������� &&���� � ! �� &�� "#$% �& � �� �  ��� �  ���� �� ���� ��� �� ������� �� # ��* > ������� ��� �
���������� � �� �� �(� � &���� � ! � ������� ��� ������ �� # ��* > ������  �� � ����� �
>���������� ��  !����� ��� � ��� �� &�� "#$% �& � �� �� �� ���������� ���  ���������
�� � ������ ���� ��� � �>�� �������� � # ��� ����� ��������� &  3 � �� �� ���   � �0���
��� �� �*�� ���� �� 0�� ��� ��� & ����� ��� � �4 ��� ���  �������� & ���� � � ��� ��
���� ���� �� !�� ���� �����>���� ��� ����� � � �� ��� ��  3 � �  �� � �� ��� �
= ���� �'�( ( & �'(5 & ��'() & ��)'() � & ��� ������ ����� �� ������� �� # ��* > �������
���� ��� ���������� ��� � ��� �� ���� ���� ��� ��� �� ��� ����� ���� �� ����� �="��� & ��� �������
�  3 � ������� � ��� �##=<  ��� �  �� �� ��������� ��������� �� �� �������� ��
��� ����� � ��:� ���� �� �� ��������� ��� � ���������� � �� �� �(� �
� 	
 	6 788�9 ���� :��;�� �� ��� �9���������

<������  ��� ���  �� ����� ��� ��>� �� ��� ���� � �  ���� ��� � ��������� ��� �
5 �5 �( �( �  �� ��� �� ������� � ��� �� ������� �� � ���������� �  �� ����� ��  !������:
������� � �������� ���>��� ��=>+(5 & =�)>(� & =�2>() & =�>� (�� ����  ���� � ����
 !������ ��� >������� �� �� � � & � �  ���� �� ������ >������ & � ��������� �� ��:
���� �� � �?� � �� � ��������� ��������� � �� �� � � � ������ ��� � ����� �� � ���������
��� � ������ � � !������������� �� ���� ��� ��� ��� ������ �� ��� � ����:������ � " �



(�( ��� ��� ���� ����� � ����� �� ����� ��� ��
��� & �  �� �4 ���  !������������� &  !���� ��� �� �  �� ��� �&������ �� ���  !����������
� ��� ������ �� � ��� ��  � � �:� ��� �� � ��� ������� �� ������ ��� ��� � ��������� ��
 !���,��� 	� 
���+� �# ����� �� ��� �

" !������ ���>��� �=��() & =�� (�� �� �� �  ���� � !��������� �� ���� ���� �� ���:
������ � ��������� � ���� �������� � �� ��� � ������ �� � ��������� ��� ��$ � � ��� � ���
� ��������� �������� � !�� �� � � � �� ��� � ��������� ��� � ! �� ��� ��� � �����
�������� ��� &  ��� ��� &  ���� ! � �� �$  ��� �� ������ & �� � � ������ ���  !������ ���
� ��� �� � ��� � ��������� ��������  �� � �>��� ��� �� ������� ���� ��0��� & �  �
� � �������� �� ���� ������ ��� �< ����� & ��� � ��� 3��� ��� ���� ��� � � >��� �  ��
��� ���� � �� � � ��� ������ ��� � ��� ������� �� �  ���� ��� & �� ������� �������
����  ���� �� ��� � �� ������� �� � � �������� ������� & ���  ��� �� �  �� ���������
��� � ��������� �� ���� � ��� �

" !������ ���>��� ��� ��  �� ��� �������� ��� ������� �� � ��������� >����� ��� �
5 �� �� �( �  �� ��� �� ������� � ��� �� ������� �� � ��������� >������ � �< ��+(�� �� :
�  �� ��� ����� � !���� �� �� ���� ���� � !�� ������ �� � ��������� >����� ���  ���
�����  % ����� �� >����� �� � �� ��� ����� �  !���� � !�� ������ � !�������� ��� ���� ������� �������� ��� ���  ��� �� �� �������� �� ���� ���� �� �?��� >����� � �� �>��
�� � ��� ��� � ���� �� � ����� �� � ��� �� �� ��� �� ���� �  ���� �� ��  !������
� !�������� ��� �

=�0� & ���� �< �(�� & �� ������� �� �  ���� ���  ��� �� ���������>� � !�������������
�� >����� � �� � ��������� >����� � �  � ���� � ��� ��������� & � ������ ��� ���:
�  �� � ��� �� ����� �� >����� �� � �� � ���� �� � ��  ��� �� ���� � !�� ������ ��
� ��������� >����� 0�� �� �� >����� �� , � �+��+� =� �� �  �� �  !���������� �� � �:
�� �� �� �� � � �� �� ��� �� � ������ �� ��� & � ��� ��>��� � �����0�� �� >����� �� ��
�� � � �

" ��� � ��� ��� & ������ ��� � ��� �� �� �  ���� �� � �>���� � " ��� �� � � � !���
�� �& �� ��� ���� �

	 � � ��� �� >������� � !��� ��� � ��� &	 � �  ���� �� ������ >������ ��� ��� �� � �������� � !������ &	  !����� ��� � ���� �� �� � �� ��� >������ �� � ��� ��� $���� !� ������ &	 �� � ���� �� �� � �� � �� � ���� ���� ������ �� � ��>��� �> �� �������� ����:
 ���� &	 �� �� ��� � ���� ��� �� � ���� �� � �� ��� ����� � ��������� �

����  ��� ��� ����� ���  ! � � ������� � � ��� �� >������� �� � ��� �� � �
������ ���  ! � � ������� �� �� ���� �� ��������� � =� ��  ! � � ����� �� �� ���� ��
��������� &  � � ����� ����� �� � ���� �� �� � �� � " � ��� & � ��� � � � ��� �  ���� � ��
� ����� ��� � ����:������ �� �� ��� �� � ����� ��� ��������� ���� �����  ��� � ��
�� > � �� ��� �� ����� �  !���������� �� �� ���� ���� ����������  � � � � � �� ��
� !;<" � �:� ����� ���������� � =� ��>����� & �  �� ���� �� � >���� ��� ���� ���� & � ��� �� �� �������� �� ���� ���� ��� � �� � ���� ��������� &  3 � �� � �� �> �� �������
���� �� � ������ ��� � � ���� ���� �
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� !���� ��� ����������� ���� ������ ��� � �� �> �� ��>� �� �� ��� � ���>���� � " ��
��   ������ �� ��� ��� ���   �� & ��� ������ �� ��� ��������� � ���� :�� � �� ������ ��
  ������ ���� � �������� �� ����� � ��� �� ���������� � " � ��� & ����� ��� � ���� ��
�� � �� �� �?� � % ��  � !� �
 �� ��� �� �������� ��� � ���������� 5 �� �� �  �� �� � �& �������
  ������� �� � !�� �� ��� �� ���������� � ���� ������ ��� �� � ���� �� �� � �� ��
�?� � � 
� ��   � � �� ��� �� ��� ��������  �� ��  !������������� � =�0� & ������� ������
� ���� � �� �?� � !� �
 �� � ��� 3��� ��� �  ��� �� ��� � ���� � �� �?� � % �� ���� ������
����� �� � 
� ��   � � ���� ������ � ���� & �� � ���� �� �� �� �?� � > �� 3��� �������� �� ����
���� � � �� � !��  �� � ������ ���� & ���� � ������ � ��� �" ��� � �������� & � �� �������� �� �� ��� ��� � ��������� �� ������ � ����� �����:
���� � ����� �� >������� & � � ��� �� � ���� �� ��   �� & ������ �� ��������� ���
� �� � �� ������� & �� � �  ���� �� ������ � ���� � �
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� ������� �� M �� �����   � � �� ������ � ��� � �� C �� M ��� � ��� C → M & ��
� � ��� � !������� �� ����� ������ � ��� � & n(C → M)
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 �� �� �� >���������� �2 �?�5 � �� � �� ����� � �� � ���� �� � ��� �� ��� � � " �� �> �� ����  !�?�  ���� ��� � ��
��   �� � ��� � ������� e �� C � ��>��� �� �� �>�� �� ��
 � ������ ���� � � ���� � ��
� ���� � � ��� a(e) �� � �� ���   �� � �� � ��� �� ��� ��� ��� �� � ���� l



��� � �� ������ � �� ����� ��� �� (�)

��   � M �� �� � ��� �� ������ σ ��  !����� �� � =� ��� ��� ���� � � ��� � & � ������  ��� �� ���  !������ ���   �� �?��� e ������� �>�� C � ��� 3��� ������ � ������
�� C �� �� ����������� & ������ ���  � �������� ��� ������ � '�� ���������� � � ���
������ � �� ��� ����� �� σ − 1 ������ ������ � '�� ��������� � � ��� 3��� � ��������
�  � ��� ���������� � � !��� ����� �� ε & ��� ����� >��� � � !������ ��� e ������� � ���
� �� 3��� � �>���� ����� i ������� �� � !�� ���� �� e − i ��������� ��  ���������� �� ��
 !����� � " �� ��� ��� �� � �� a��� ��� � � ��� �� ���������� �� �� ��������� �� ���
 ! � � & �� a��� �� � � ��� � !������� �� �

a(e) =

e
∑

i=0

a��� ��� (e− i)× a���(i)

a��� ��� (e− i) =

(

e− i

l

)

σe−i

a���(i) = (l + 1)iσi

�� � ��� �� ���������� �� �� �� ��������� �� � ��� 3��� ������ �� ������ ����� e − i������ ���� �� ����������� ������� ��� ������ ������ ����� ��� ��� ��� ������ σ − 1������ ��  !����� ��  � ε
� �� � ��� � !������� �� � ��� 3��� ����� �� �� �>��� i �����

�  �� ? ������� ��� ������ � � �� ������ ����� & � �� ���� l + 1 ����� �
l − 1 ����� �����

���� ������ & ��� �� ����� ��   � & ��� � � 0� ��   � � � ��� ���� �>��� ��� �  ���� �
�� �� ���� �������� � �� �  3 � �����>�� ��� � ��� � !��� ��� ������ & ���� �  �����  % ��� ������� � �� ��>���� ��� 3���
����� � ���� � !��� ��������� � � � � !�� �� � ���� � !��� ���������� � �

" �� �  �> ��  ��������� � ���� ��� � ���� � �� � �� �� ��� ������ ��� �� � ���
� !������� e  ����>��� ��� ��   � �

P (C →M) = p̂e.
1

∑e
i=0

(

e−i
l

)

σe−i(l + 1)iσi

" �� ��0���� �� � �� �� �� � � ���� � ��   � �  �  ! ��  �� ��  ������ � �� �
�� ������� � !�������� � ��   �  ����>� & ��� �� ��� ��� ��� �� � ��� � !������� e

� �
��� �

s(e) = − ln(p̂e) + e ln(σ) + ln

(

e
∑

i=0

(

e− i

l

)

(l + 1)i

)

! ����� � !����� & � � ��� � e 7→ s(e) ��� � ���� ���� � 0���� � �� & �  �� ��   � ��
��� ���� ����� & �>�� ���� ������� ��������� � �� �� �  ��� � ��   �� ���� ������  ����>�
��� �� (( 	 & � �� �  ��� � ��   �� � ��� ������ ��� �� �( 	 �� � �� �  ��� � ��   �� �
���� ������� ��� �� 5( 	 �
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�� �� �>�� ��� ����� � " �� �����  �� ��� � �� ������� �� �� �>�� ��� ����� H ��� ���
�� � ��� � !������� e ��  !����� �

P (H) = P (H|erreurs(H) = e).P (erreurs(H) = e)

" �� ����  � �� ��� ����� ��� � �� ������� ��� � � ��� � !������� �� H � �� e ���
� ���� ��� �  � ����  ��� � >loc + 1 >����� �  ���� �� � " �� ����  ��� �� �� ���
��� �� ������ � e ������� � ��>��� �� �� �>�� �� ��
 � ������ ���� � � ����� � �� �
���� �� � � ��� � �� � !������ � e ������� �" �� ���� �� � �� �� �?�  ����� ����0�������� ���>����� � " �� ����  � �� � ��
� !��  �� ��� �� ������ ��������� � ! �� ��� �� ���� � � ������ ��� �������� ���  ���� !�
� !? � ��� � !������ �� ���  !��� ��� �������� ��  !����� ��� � ���� & � ��  !�����  !���
����� � " �� � �� � �� � �������� �� !��� ����� �>�� e ������� ��� � �  ��� � !�� ����
�� ���� l1

� l2
��� ��� ���� ∑l2

i=l1
σi �  ���� ������ �� � !�� ����� ���� &  ����� �>�� e���������� �� & ��������� ��  � ������� �� � �� � ��� a(e) � !������ � e ������� �  ���� ��

��� � �� �������� � �� �������� � �� ��   �� ��  ������ l1
� l2

� �� ��� � ��������� �
��� ��� ���� � �� �� ? �$  ����� e ������� �  ��  !����� ���� � >� ������ � �� ��� � ���
�� ����� � � � ��� � ���� �  �� ��   �� �

a(e) =

l2
∑

i=l1

σi

e
∑

j=0

(

e− j

i

)

σe−j × (i + 1)jσj

= σe

l2
∑

i=l1

σi

e
∑

j=0

(

e− j

i

)

(i + 1)j

>� � � �� �

P (H) = p̂e.
1

σe
∑l2

i=l1
σi
∑e

j=0

(

e−j
i

)

(i + 1)j
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s(e) = − ln(p̂e) + e ln(σ) + ln
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��   �� �������� ��� � �  ��� �������� ��� �>������� � =� ��� � !3��� �� ��3 � ���
���� � � ���� & � � ������ �� �  3 �  ����� �� ������  ����� �� �� ������ � ����� � �
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�� � �� � " �� �� ���� �� � !���� � � �� � � ���� � �� � ��������� � ���  ������� �� �
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������ �  ��� �� ���� �� � " �� ������ �� �������  ! ��  �� ��  ������ � �� � �� :
������� �  � �� �� & �� ��� ��>���� � �����  !���� � � ��� � ��� �� ����� �� ���� ��  ��
��� � � � ���  ������� �>� �  ���� � �� ��� ���������� �   ?���� ��  !�����:�?� � �� � � ��������� � ��
� ������� & �0� �� �� �>�� �  ������ ���������� �  ���� � � �� � >������� ��� ��� & � �� �� ���� � �� � �� � !��� ��� ������� & ������ !�� ��� ������ � " �� �> �� ������� ������  �
� ���������� ��� ���� ��� ���� & �� c1

� c5 & �  � ���������� ��� � 0���� � �) � ���
��� ���� c1 & c3

�� c5
� �� � ��� ����� �

c1
�� c5

� �� � !�������� ��� & c3
��� ��  �� ��

�� � ���������� � c1
��� �� ���� ��� �� �:�� ��� & ������� �  !�������� −∞ �� � !���3����

�� d1
� ��� ��������� �� c2 & c3

�� c4
� �� ���� ����>� ��� � ������ ����� d1

�� d2 & d2
��

d3 & d3
�� d4

�
c5

��� � �� �:�� ��� ������� �  !�������� d4
�� � !���3���� �� +∞ �

c2
�� c4� �� ���� � � ��� ��� �� ���� ��������� �  �:������� �� � � ��� � � ��� ��������� d1

�
d4

� �� � �� �� �>��� �  � �� �  ���� �� ���� ���� ����� �� � �& ������� �� �:�� ����
 � ��� ���� ���� ����� ���>���� � ����� �� �  ���� �� ���� ���� ���������� ��� ���������� � � � � � ���>���� &  % m ��� �   ?���� �� σ  !�����:�?� � �

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

1

2
( x−m

σ )
2

�� �������  �� � �� ��� � �� �������� �  �� x = m
�

1

σ
√

2π
!  �:������� &  ! �� ���� ��� � �� �

1

2σ
√

2π��� ��������� �  �:������� � �� � �� �

x 1

2

= m± σ
√

2 ln(2)

�� ����>�� �� ��� �  ���� >��� � �� �

f ′(x 1

2

) = ±
√

ln(2)

2σ2
√

π
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f(x)

c1 c5

c3

c2 c4

d1 d2 d3 d4

�� � � �) 	 ;��� � � ��� � � !��� ���������� ��� �� ���� �� �

��� ������ �� �� �� ��� �� c2
�� c4

� �� � �� �� � � � � �

c2(x) =

√

ln(2)

2σ2
√

π
x + b2

��
c4(x) = −

√

ln(2)

2σ2
√

π
x + b4

 % b2
�� b4

� �� � ����� ���� � � ��������� � � ���� �� � �� ��� �� �� �  ��� �� ���:�� & � �� �>� �

b2 =
σ +

√

2 ln(2)
(

σ
√

2 ln(2)−m
)

2σ2
√

2 ln(2)

��
b4 =

σ +
√

2 ln(2)
(

σ
√

2 ln(2) + m
)

2σ2
√

2 ln(2)

'�� � ��  ������� �� ������ �� �� �� ��� & � ���  ��������� �  ���� � �� ����� ����
��� �  ��� �� ���� ���� � �� �  ��� �� ���� ���� ����� c1

�� c2 & � ��  ! �� ���� ��� ��� &����� ��� � >���� d1
�

d1 =
2m
√

ln(2)− 2σ ln(2)
√

2− σ
√

2

2
√

ln(2)
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�� c5

����� ��� d4
�

d4 =
2m
√

ln(2) + 2σ ln(2)
√

2 + σ
√

2

2
√

ln(2)

�� �  ��� �� ���� ���� ����� c2
�� c3
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�
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2σ
√

2 + 2m
√

ln(2) − 2σ ln(2)
√

2− σ
√

2

2
√

ln(2)
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�
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−2σ
√
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√

ln(2) + 2σ ln(2)
√

2 + σ
√

2

2
√

ln(2)
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x = m
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2 ln(2)

√
2 +
√

2

4σ
√

π

c3
��� � �� � � ��0��� �����  ! �� ���� �� �  ��� �� ���� ���� ����� c2

�� c4
���
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1

σ
√

2π
≥ 2 ln(2)

√
2 +
√

2

4σ
√

π

4 ≥ 4 ln(2) + 2

c3
��� � �� � �$  ��� ��0��� ������� 4 ln(2) + 2 ≈ 4.772588722
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���� � �� � ���� �� ���� �� �) 	 ��� ����� & �� ��� � �� ������� � !��������� � c1
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������� � =� ��  ! � >���  ���� ����� & � ������ ��� � �������� � !���� �� � ������ ��� �
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��� ��� �� � ��� ������� ���� � " �� �> �� & ����  !���  �� �� �  ��� �� ���>�� & �� :�  �� �������  ��� ��� � !� �� ���� � �  ���� � �� � �� �� �  ��� �� ��� ������� ������
����� �������� � 	 �� � !��  �� & � �  ������ 3��� ����������� �� �� ��� �> �� � �� ���0��
 ����� ��� ��� � ��������� ��� ������ ��  !����� ��� � �� ����� ��������� � !��� ���
� ���� & �   ��� � !������������� �  ������ � !�> �� �� !�� ����� ���  % � ��>���� ��:
������� � ��������� � ����>�� � >� � ���  3 � ��>������ � ���  %  ! � �� � ��� ���
� !����� ��� &  ��� ���� ���  !������ ��� ��������� & �� �   ��� � !�������������
�  ������ � �� 3��� � ��� �>�� ��  ��� �� ��������� �� ��������� � ����>�� �  �<";��� � ��)�(�� �� ������ ����� ����������� � !��������� � !������ �� ���� �� ��������� � �� �'�� �	���� � ��� �����  ��� �� ��������� �� � �:��� ������ � ��>��� ����� 3��� ��������� �" � ��� & ��  ! �   � �0� � �?����� ��  !����� ��� & � ��� ����� �  ���� � �� �� ���0�� ���
��������� �� �� ���:  �������� &   �������� ��� � � ���� � �� � �� �� ����� �

" �� �> �� ����� ������ ��� � ���   ��� ��>��� �> �� ��� ���������� �� ((( 	 ��
��� �� ���0���� � ��� � ��� �  ���� � ��� ����  �� ��� ��������� ��  !����� ��� � ���
� ��� 3��� �� �� �� ����� & �� � � ������ � ���������� &  � �� ��������� ��� �� ���0����
��� ����� � " ���  !���� &  !���������� �  ������ �> �� ��  ��� �� ��� ��� ��� �$���� �
�� ���0���� � ��� � �� ��� �" � ��� &  !���� ��� ������� �� ����� ������ � ���� � �� � �� �� �?� � � 
� ��  �> �� �
���������� 5 �� �� �  �� ��� �� ������ ��� ��   ������� �� ��� �� ���� �� ���������� �� !��� ���� � ��� �  ��� �� � �������� �� �>�� ��   ?�� � !����� �� ��� ����������� �� !������������� �� � ��������� �� ������ ���  �� ��� ��� �� �� �� ������ � ��� ���:
����� � >���� �� �������� ���� ���� � � !��� � ��� �  �� �� � ���� �� �� � �� ��   � & %  ! � ������ ��� �� ���� ����� �����>� ��� � ����>��  �� ��� ��������� � !�������� �
�� ��� �� �( 	 � � ������ ����������� �� ��� �� ��� ���� ���� ��� �� ������ $ ��� ��
� ����� � � �� ��� ��  3 � �� � >���� ��� � ��� ��� � ���� �� � " �� ����� � ������
����� $����0���  !�����3� �� ��� �?� �� �� � ��� ������� � ����� � � !��� ��� ��� ���� ��
�  �� ������� � �� � ������ �� �� ���>�� �  � ��� ������� �
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" �� �> �� ���  �� ���� � �������� 5 ���  ��� �� �  ��  ������ �� ����������

� !;<" � �����  ��� �� �� ���� ��� �� ������� �� � ��������� �  ������� ��� � ����:
������ 5 �� �� �(� ��� �������� ��� �� ������ �� � �������  ��� ��� ��� � ������� � !���
��� �  ���� ��� � ��0���� � � �( �5� �  �� �������� � ��������� � �� �������� � ������ � ��
�� �� ���� �� ��������� ��� � �� ��� �� �  3 � ��   ������ � " ��� � �������� ) &� �� �> �� � ��� ������� ������ � !�������� � �� � ��� ���� ��� �� ��������� ��
���������� ���� ��  ��� ��� �� ";<" & �� � ���������� ) �� � ��� � �� ��� ���
 ����� �� ������ �� �� ������� � ��� �� � ��� �� � � � ���������� & �� ������ �����
�� � ��� ��  ��� ���  ��� ��� � " ��� � �������� � & � �� �> �� ������ �� � ����   ���
�� �������� � �� ���������� �� ��������� & ��� & � � ������ � !�� ����� ��� & ��� ������
�� � ����� � ";<"  �� ����������� �� � �� �� ������ �" �� � �� � �� ��� ������ ��� � �& ������� � ���� ������� � " �� � ����� ��  !����:
���� � �� � � ������� � !��� ��� �  ���� �>�� � �� ������ �� � �������  ��� ���� � ���
� ��� ������� � � � ������� � !��� � " �� � ����� �� ����� ";<"  � � !������  � �����
�  � �<";����:�= �="��� & �� ���� ��= ���  � # ���� �	�'�'(� � � " �� ������ ��
�� ��� � ���������� & � �� ���0���� �� � ����� ��� �� ";<" & ����� ��� �� �������� � ��:
�������� ��  ��� ;<" � �� ������ ��� ���������� �������� ���  ������ ��� ���� �����
�>���� � " �� ���������� �� ����� �� � �>���� ���� ����� �� ���� � !;<" � ��� ��� �:
�� ������ ��  �� ���  ����� ��� ��� ;<" �� ��������� & ��� ����� & ��� � ����� ;<" �
�  ��� � ;�; �� � " & ��� �+���� +��� �� �� ��� <" ��� � �

��� ��� ��� ������ �� ���>����� & ��� �  ���� � � ������� &  �� � ���� ��� �������� ���
���  ��� ��� ���� � � � � � &� '� � �>�� � ' ��  �  ��� >�>� & �������� � ���� �
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" �� �  ����� �� ����� ����� � !��� ��� ������ �� ��� � � ������ � ����� & � !������� & � � ������� � !��� ��� �  ���� ��;= & �� � ��0���� � � �((� �� � � ������� ∅:��>������

∅
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�� � � �( 	 " ��� ������������ �� �  ���� �� � !�� ;<" �� ��������� �

���� �� <�� � � � ������� � !��� ��; & �� � ��0���� � � �5� � �;= �?��� ��� � �
�� �  ��
�� �>�� ��� ;<" � �:� ����� & � ���  � ���� �� ������ �� � ��� � ���� ��� �� �� � � �
'� $ �� �� ����� �������� �  �� �  ������� � ��   ���� � !;<" ��� � ��������� � !;<"
�� ��������� �;<" �� � ���� :��  �� ��� ��������� ��� ������ ���������� ��� �� ���0��� &� ������� ������ ������ �� � � � �� ���� ��� � 0���� � �(���� �" �� �> �� ��������� ��� ;<" �� ��������� & ��� � ��>��� ��   ������ �>�� �����
>������� & ������ ��������� & ����   �� �� ������ ������ � �� ��������� � ��� �& ������
��� �������� � ��:��������� �� ���  � � !( ��� ��+�� +, �� �+ �� � �&������� ����� � � ��
������� ��� � ��:��������� & � �� �> �� �&����� ���� ��� ��� �� & �� �������� � � ��:
����� � !��� ���������� ��;' � �� �� �������� � � ������� � !��� ��� �  ���� ������������;=' � � � �������� � $ �� �� ����� �������� �;=' & � �� �> �� ��� ������� ��� ��:
����� �;=' ��� �� � ���� �� �� � �� ��   � �� � !����� & �� �;=' �>�� �

∅
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��������� � =� �&�� & � � ��� ��� ���  ��� �� �;=' �>�� �
∅
� ��� ����� �  �� ��

� ���� �� �� � �� �������� ���   ������ �  � � � ���� � �� � �� � !�������� �
��� �������� � �� � ������� ���� � ������ � �( � � �� ������ �������� �� �� � � & �



��� �� ���� ���� � (�5
���� ((* )(* (((* )((* (#

�� � � ��� �� ( �� �5 �� ��)���� �� �� �;' � (�� � (�� : :
���� �� �� �;=' ( ( ( ( (

��� � � �( 	 " ��� �� ����� ��� ��� �� ���� ����� � ��� ���� � �& ������� ���������
�� �� � � �� �  ������� � � !;<" � �

���� �� � �������� ���  ���� ��� ���������� �((* �����0� ��� ����� ��� � �  ����
��� >������� � ��� (( ((( >������ & ����� ��� � � ��� �� � ��� �� � �� �>�� � ��
����� � : � �����0� ���  !�������� � !� ��� �� 3��� ��� �� ��� �  �  ��� � ��� �����
�� � ��  ������ ��  �  � � > �� & �;' �� � ��� ��� ��� ���� ��� ��������� � �� � ���� ��� � :
 ����� ��� ��� �������  � ���� � )(( ((( & �� ��� ���� ��$ � � �� ������ ������ �� ��������
��� �� ��������� � ���� ���  �� ��� ���� ����� ��  ! ���� �� � � ������  � �� � ��������
��  �� �� � �� �� � � >���� �� ���� ��� � ������������ � ��� �  ����� �� �� ����� �
� �� � � ��� ��� ������� �� �;' � O(ed) �� ��� �� � �� �� ��� �� ��� ���� ��
�� ���� ��������� � =� ��>����� & � ���� �� ����������� �� �  ����� ��� ��� �����>��� &�� � �� ���� ��� ��� ��� �  ���� �� ��������� �� ��� �������� & ������ � ��������� ���
� � ��� ��� ������� �� � �� �� �� ��� ���� �4 ���� ��� �� ��������� �� � ��� ���� �" � ��� &  3 � �  �� �� � � ������ � ��������� ��  �� ��� ����� �� �������� ���� ��(( ((( � ((( (((� & �;=' ��� ���� ��� ��� ������ ��� �;' � � !��� � �� � !��  �� �� ��
���� ��� �� � ���� �� �� � �� � !������ ���  �� ��� �� ������� ���������� ��� ����
��� ���� ��� �;=' � �� ��� >������ ��� �&����� & � �� & ��� ��� ���� �� ������ �
�� ��� � ���� �� �� � �� ��� �;=' & � ���� �� ������ >������� > ���� ��� �  ����
�� ������� ������ ��� � =������ & �;' ������� �? ��� ������ ��� � �� �>�� �� ����  ��
�  �� ������ >���� �� ������ >������ & ��� ����  �� � ������ � ���� � �� � �� & �� ���
��� ���������� ��� ������ ���� �� >� �� � ���� ��� �  ����� � =� ��>����� & �;='
�� ������� ��� �� ����  ��� ��� �  ���� ��� �  ����� & �� ��� �� ���� ������ ��� � ��
��������� �� ���� �� ���� ������� ��� ����  �� � � ���� �� � �������� ���  ���� ����
� ���� ��� & �� �� ���� � ������ �  �� �� � ���� �� �� � �� � !������ ��� �" �� �> �� �����  ��� �� ����� $ �� �� ����� �?��� �  �� ��� �� ��> �� �� ";<" 
� �� ������ �� ������� ������� ��� ��� ��������� � ���� � " �� �> �� �  �� ��� ���������
�� ;<" � ���� �� ������� �� ���  � �� � �>��� ��� ���� ��� <);# �'�=#+(5 &'�##+()� & ��� ���������� ��� �� 165 534 ��� ���� ���� ����� �� ���   �  � (� ��� �>��� � " �� �> �� � �� � ������� ��� ��������� ��� ��������� ������ ��� �� ;<" �
���������� � �� 0���� � �(�� � ������ � ������ �� � ��������� �� � ����������� ��� �������� �
��� � ���� -�� �� ";<" � � �� ������ �  ���� � !������ �� ������� �  !������ ; �  ��
��� �� ������ ��� � �?����� ������� ��� ";<" � ���:�� �� ������ ��� ��� � �� ���
����  �� � �?����� ������� ��� ������� & �� �� � !��� ��� ��   ��:����  �� ��� ������ ��
��� ��� �� ��� �� � ��������� �� �� ����������� � �� ������� ���� ���� ������� � �& ������� �
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���   �  � (� & ��� ���� 165 534 ���� �����

���� �� �� �� � � ��� �� �� � � ��� �� �  �����";<" 
0, 5 � � 5 4

��� � � �� 	 <������� �� � ��������� � !;<" � �
��� ;<" � ���������� � �� �� � ��� �� ���� �� � �� �> �� ���� ";<"  �>�� � ���
��������� � ��� �������� � �� � ���� ���� � ������ � �� �>� � ��� �� ����� ����  ����>��� �� ���������� � 	 �� � !��  �� & � ���� �� � ��� ��
� ����� ��� ";<"  � �� ������ ��� ���� � �� �>�� � �� �  ��� ��� � ���  !���� ��� �
������� � ��� ������������ �� ";<"  ��� ������������� �� ��� � �� �� ���0���� � " � ��� &� ���� ��� � � ��� �� � ��� �� �  ����� ��� � ���   �  � (� � �� ������� �����
��  ����� ��� � � ��� �� � ��� ��  ��� ���  ��� ��� ��� ���� ��� ��  ������ �
��� ���������� ��� ���� � � ��� �� ��� � �������� & ������ !� �� ���� �& ����>� ��� ��
�  ���� � ��� �� �! ����� �� � ������ � & � �� �> �� ������ ��� �  3 � �������� �<";����:�= �="��� &��� �� �� ���� ��� ��� ��� ����� ���� �� ��� �� �  �� 0 ���� �� � ����� & ���� ��
��� ����� � ��:� ���� �� �� ��������� �> �� � ���������� � �� �� �( �  �� ��� �� ������
��� �� � � ��� �� � ��  � ���� �� �>� ������ ��� ��  3 �� � ��� �� �� 0, 7 ��� ���� ��� ���� ��� �� ���� �� ��� ��� � � ���� ��� �� ���� ���� ���� � ���� � �������
��� ���� ��� ";<"  ��� �����>� ��� � � ������ �" �� �> �� ����� > �� � �� � ����� �>�� # ���� �	�'�'(� � ��� � ��������� ��
 !;<" �� ��������� � " �� �> �� ������ � ����������� ��� �� � � ��������� � !;<" � ����
�� �����? ��� � �
� ��� � � 	������ ��  !�> �� ������� �� �� � � �� � ���������� ���";<"  ��� ����������� & ��� �� � ������ ��� ��� � ��������� ����� & ��� � ���  ���� ��� �
���� -�� �� ";<" � � " �� �> �� �&����� � ��������� ��� � �� �� ���   �  �� �� �
�>��� � � � ��� ��� ��� �� � ����� �� ���� ���� ���� �� � �� �� ������ �� ��� � ��� ��
� � ��������� �� ����������� � ��� �������� ��  !��� ��� ������ � � �� � ������� ���� �
������ � �5 � ��� ����������  �� ��� ���  ����� ��� ���  ��� ��� ;#" >���� � & ��������� � '� � & �� � ������� (� ' �� <;# �

��� ��������   ������ ��� # ���� ��� ��>�� � ������ � �� � �� ������ ��� ";<"  �
# ���� ���?�� � ���  � �� � (�� ��� ���� � �� ��� ";<"  � ���� �� ���� ��� ���� �# ��� ";<" & �� ��>����� & �� �  �� ��>�� � ���� � ������:���� � ��   ��� �� � ��� �� ��� ���� �� ���� ��� �����>� ��� � �4 ��� �  �� ";<"  � � �� � ������ ������ ���:
������� �� ";<"  �� � ��� � �� ��� � �� �� �4 ���� ���  !����� �� ��������� � " � ��� &�  � � ����������� ��� ����3 � ��� � �� �� ���0��� & � � ��� �� � ��� �� ��� ���
��  ����� � =� � ��������� & ";<"  ����� � ���� �� �� ���� � �>���� � �  ������
��� � ��� �� � " ��� �� ���� �   ������ � 	 �� � !��  �� & � � ��� �+� �� ";<"  ��� ���
��������� ��������� � 
��" �   ���� ��� � !��� ��  ������ � ��� ����� � ��� �� ������� (� 	 � �5 	 �� ���� � �� ������ � " � ��� &  �����  ! � ������� � ���   �  � � � &��� ��� �� ��� ���   �  �� � ������� �   ��� �� � ��� �� &  � > �� ��� ";<"  ��� ��
 !�������� �� �� ���� �� ����� � # ���� �� ���  ��� ����� � ������:����� ��� ���� �
��� ����  !�������� � �� ��� # ���� �� ����� � ������:������� ���� �������� �� ����� ������� � ������ �  ������ �� �>������ � � ��  �� �����



��� �� ���� ���� � (�)

# ���� ";<" 
���   �  � �� � � ��� �� ���� �� �� �� � � ��� �� ���� �� ��� � (��( ( �� (�)� ��� � ��) (�( (�� �555 ��5�� � ���5�� )� (�)5 ���� (5�� (5( ��) �(�) ((�)

� )����� ((� 5 ()� �5)
� � ��5)(� �5 (�5( ��
� � � ��� (�� (�) )�55 �)�
� � � � )(��� ( ((( ���� �5)�� 5� (((( �� �5 (( ())
� ������ (5) 5��� 5))
� � )� (� (5 ((� 5)�� ���
� � � ��� (�� (�) )��) ���� � � � �)� (� ( (�� ��)� ��(� �� ��5��� (5� � (�) 5��
�� �)�� (( (�5 )�(� ����� � �) ()�5 (�� )(�� ) (�

	 �� ((���(�� � (�� ��)(� ����
��� � � �5 	 <������� �� � � ������ � ����� # ���� �� ";<"  ��� � ���  � �� �
�>��� �
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 � �  �>��� � !�������� �  !�� ����� � ��� � ��� �� ��� ������� ���� �� � ���� ��
��������� ��� ������ &  ��� �� � �� �� �� � �> ���� � � ��� �� � ��� �� ��� �������
��� ���� � ������:���� � # ��� ��� & � ���� �� � ���� �� �� � �� ����� ����� & � �  ������
�  ������ 3��� ������� �� ��
 � � ���� �� ��� ���� �� �  ����� � �� � ��  !�> �� ���� �
��� ������ & �������  ��� ����� �� � �������� � ���� �� �  ������ � �� ���� �� ����
� ��� �� ������ � ���� �� �� ���� �

� .� ������

�� ����� �2 �# �( ( & ��#-()� ��� �� �� ��� ���  ! � ���� �>� ���� �� � �����;<" � �:� ����� & ��� �����>���� � �� ��� ���� � �� ������ �� ��� ���������� ��
�� ������ � �� ����� & �  � �������� ��� � 0���� � �� & ��� � �  �� �� ���� ������ �
��� ����� � � �� �� ���� �� ��� ������ & ��� ��� ����� � & �� ��� ����� ����� �� ���� ��
� �:��� ������ & ��� ��� ����� "� � =���� ��� ���� ������ & ���� ���� �� � �:��� �������( �� ��  ������ � ��������� � �� ���� �� >����� � ��>�� � (�(◦ & �� ��� � �  �� �& �� ��
��������� � � �  !�� ������� & �� � ���� ��� ������� �

�� ���� ��� � �� �> �� �& ����� ��� ����� ��   �����  !�����3� ��� ��������� �� � �:
��� ������ �

" �� �> ��   ����� ���� ��� � ����� �>�� ������ >������� & ����   �� & ����
������ �� ���� ��������� �� � �:��� ������ &   ������� �� ��������� �� ( �� � �����	����� � ����� �� �� ������� ������� ��� ������ � �� ����������� ��� �������� � ��� � ���� -��
�� ";<" �

" �� �> �� ��������� ���� � ���  � �� � � ,����+ � ���� ��  ���������� �� ��
��� � " �� �� �> �� �� �>� ((��  ��� ���  ��� ��� � " �� ���>��� � �� �� � ��� �  ��
����� ���� � �������� �� �� �>��� ���� ��� ��� � �� ������������� &  � ��� ��� � �����;<" � �  ��� � ;�;  � � " �

! ����� �� � ������ � & ��  ! � ������ � �� ���� �� �����	 ����� & � � ��� �� ���:
� ����� ����� � 5���  ��� ���  ��� ��� � �� � �& ������ ����� �� ���� ������� ��
� ��� �� ��� >��������� ��� �  �� � ������ ��� ���� �  ������ � �� ����   ���� ����
 !�����3� ��   ������ �� ��������� �� � �:��� ������ �
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�� � � �5 	 '�� ������������ � � !�� �;<" � �  ��� � ;�; ������� ������ �>�� �� ��� � �
� .� �1� ��� 567 � � ���1 � �5�5

'� ����� $ �� �� ����� � ��� � ������� ��� � ��������� �� � ����� ;<" � �  ���� ;�; �=�� (�� ��� � 0���� � �5� ���� � ���  � �� �� ��	,�,���+� � ��� ;<" �����:
>���� ���� �� �� ������ �� ����� :����? ��� � & ��� ������ � � �� �� �� � ��� ≡�� � !��
���� ���� � �� �� �� �� � ��� =

"� � ����� ������ � ��� � � �  �� �& �� �������� � !��:
�� ���� � �������� � !��������� � �� ���� ���� ������ � � ��� �� �>��� �� ������ ����
 !;<" ���  �  ���� &  ��� ����� ���� �� ���� �� ;<"  �������  � �� ;<" �� ������������ � �� �� � �� � � � ��� � �� ���������� ��� ������� �� ���������� ��� ������ �" ��� � �������� & � � ���� ;<" � �  ��� � ;�; ��� �� ����� & � !���:�:� ��� �� !� ��� �
����  ����� �� �  ������� � �� ���� � ����� :����? �� � �� ����� :����? ��� � ��: 3 �
��� ������� ��� ��� �� ����� ��� ������� �� ��� ��� ��� �>��  !;<" � �  ��� � ;�; �

�� ��������� ��� ������ ��� � �>��� � �  ��� �� ���� ������ � �� ��� & ������� &�� ����� � � ���� ��  !����� & ��� ��������� & � � � � ���� �� � ����:�  ��� � ��� ����
������ � �� �������� ��� ��� �  ��� �  ��� ������� � �� ���� ��  !����� ��� �� ������
 ���� � ����>�� ��� � ��� ��� ������ � ! ������ �� � �� ��� �� � ���� &  � �� �>�
���� ����>� ��� ��   �� � ������� � �� ��� & ���� �� ��������� ���� ���� ����� ������ ��� � �  ��� ������� ���>��� � ������ ���� � ���� ���� �
����� :����? �� & �� � !��������� �� ���� �� � !����� �� �� ���� ���� � '�� � �� � ������ �
����� & � �� ����� ��� ��� ���� ���� ���� � ������ ��� ������� ��  !����� �& ����� �   :
� �0���� � � � � !�>�� ��� �� �  ��� � !���� ��� ��� �� ���� �� ����� & ���� �� �����>� ���
�������� �

=� ����������� ��� ;<" & � �� �> �� > �� ������ ���� �� ��� � � �������� �� � ���
 � ���� � ��� ���� �� � �>���� ;<"�� �� � � ���� ������ �� ����� � � �� ��� & � ���> �� ������ �� �;<" � �  ��� � ;�; �� �>�� ��� �	�'�'(�� ���� �� ���  �� �� � �



(�� ��� ���� �� �� ���� �
�� ��	,�,���+� ���� �� 20  �� �� �� ���� ������	��� � �) � �" ��� �� � ��� �� � ��� (" ��� �� � ��� ��  ��� ���  ��� ��� � ��� ;�; �� � �����:�  ���� ";<"  � �� ��� =�; �	

� ;�;: ( (  �� (  ��� ;�;:� �  �� ( & ( � �� ;�;:5 (  �� (  ��� ;�;:� �  �� ( & (  ��� ;�;:) 5  �� ( & ( & �  ��� ;�;:� (  �� (  ��
��� � � �� 	 <������ �� � ��������� ��� � ����� ;<" � �  ��� � ;�; ���� � ���  � ��
�� ��	,�,���+� �

� ,,��� ++& � � ,���� +& � � � ��+���� �� � � ���+���� ++& � �� �� �> �� ������ �� � �� �> ��
� �
�  ����� ��� �� ����������� & ��� ��� � ��� ���� � 0���� � �� ��� ����������� ������ �  �� ���������� �� �;<" � �  ��� � ;�; � � �� ��� � ��:
 �� �� � ������� ���   �� ��������� ��� �� ��� � ����� ��� �� ��> ����� �� ���� �����
�  ������� ��������� ��� � �� � � �� �'�� �	 � �� � ��  �� �� �� � � ��� �� ��� ��  �:
���� � ��� ����� � �� ���0���� ��� � ��� �� & � !���:�:� ��� � � � ����� � � ��� �� ����
�  ������ �

��� ��� �;<" � �  ��� � ;�; �� ���  � �� �� ��	,�,���+� �� ������ ��� �;<"
��� ���  �� > �����  �� ��� � ������� ���� � ������ � �� & �� ���>��� � �  ��������
������� ���� �	�'�'(� � � '� �;<" �  �>��� 3��� � �  �� �� �������� �����:�  ���� & ����� � � �  ��� ��������� � � ��� �� �����:�  ���� �� ������ �;<" � �� �� ��� �
�  ��� ���� �� ��� ";<"  � �� �>� � �� ��� �;<" � �� ������ � �  ��� � ���
� �� �� �>�� ���� ������ ����:�  ��� � ��� �� �>�� � �� ������� �  ��� � ��� ��
�������� �� �������� = ���" �;'#+�(� & ��  ��� �������� ��� ��������� �� ���������
�� �������� � ��������� ��� ���� ������ ��� & �>�� �� ���� ���� ��� ������ �

";<"  �� �>� �� � �� ��� �� ����  �� � ��� �� &  ��� ����� >����:���� � ��
 ��� ���  ��� ��� �� ���������� �  !���������� & �� ��� �� �>� �� ��������  !������ ��
 ������ � � ��� � �� >����:���� � ��� �� & � �� � !����� ��� � �� ������ ��� � ��� ��
� �������� ���� � ������ �� � �� � �� ��� ����������� � !3��� ��� �;<" � "�� � � ��� ��
 �� �� � �� �� & �� ���� � !����� ��� �� ��������� ��� ��� �;<" �� �>�� ���� ��
������ ���  �� � =��  �� � ���� �� � ���� �� �  ���� ���������������� �  �� 3��� ���
�;<" � �  ��� � ;�; � ��� � ��� ��  �� �� � �� �� �� � ��� � ��� & ��� � ��� � ����
������ �� � ;�;:� �� ��� ����� ���� ������ �� � ;�;:� � ��� ������ � !�������������
��� ��� �;<" � ����  ��� � ��>��� � �������� �� �  �� ���� ����� � ��� ������ �;<"
 �� �� � �� �� ���� � � !�� � !����� ��� ���� ������ �� � ;�;:) & �� ������ �� � �� ���
������ ��� �;<" � ���� &  ��� � ��>��� ����� � �������� �� �  �� ���� ����� � ����   ����
� ������� � �� � ��� ���� ��� �
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������� �����	 ��� � ����	� !�" ��� #
������� �����	 ���$� � ����	� !�% �� �� #
������� �����	 ���� � ����	� !� �" �� �� #
������� �����	 ��� � ����	� !�
 ��& #

'���� �()�* 	" ���� �+��,	
� ���- ����	 � !� � ��. �� �- �� �� #

/����� ����	 � !�
 ��& �� � ��.#
/����� ����	 � !� �
 �� �& ��- ��� #
��0�������� �12 3+��)4��(	 �$� � �)5��(5 �+�6	"-7 !� � ��.#
��0�������� �12 3+��)4��(	 �$� � �)5��(5 �+�6	"�7 !�- ��� #
��0�������� �12 3+��)4��(	 �$� � �)5��(5 �+�6	�-7 !� �� �� �.#

������ �+�1* 41	� �+�1* 89	� !�. ��
 #
������ �+�1* 41	
 �+�1* 89	� !�
 ��& #
������ �+�1* 41	 � �+�1* 89	 � !�& ��-#
������ �+�1* 41	� �+�1* 89	� !�- ��� #
������ �+�1* 41	 � �+�1* 89	 � !�� ��" #
������ �+�1* 41	
 �+�1* 89	
� !�� ��% #
������ �+�1* 41	 � �+�1* 89	 � !� �� �� ��#
������ �+�1* 41	& �+�1* 89	� !� �� �� �.#
������ �+�1* 41	 � �+�1* 89	 � !� �. �� �
 #
������ �+�1* 41	
 �+�1* 89	� !� �
 �� �& #
������ �+�1* 41	� �+�1* 89	� !� �& �� �-#
������ �+�1* 41	� �+�1* 89	 � !� �� �� �" #
������ �+�1* 41	
 �+�1* 89	� !� � ��.#
������ �+�1* 41	 � �+�1* 89	 � !�. ��
 #
������ �+�1* 41	 � �+�1* 89	 � !�& ��-#
������ �+�1* 41	
 �+�1* 89	� !�- ��� #
������ �+�1* 41	 �� �+�1* 89	 �. !� � ��� #

���:�������

������� �����	 �$� � ����	 � !�" ��� #
������� �����	 ���� � ����	 � !� �" �� �� #
��0�������� �12 3+��)4��(	 �$� � �)5��(5 �+�6	"- �����7 �3�()(	� ��. !� � ��.#
��0�������� �12 3+��)4��(	 �$� � �)5��(5 �+�6	"� �����7 �3�()(	� ��. !�- ���#
��0�������� �12 3+��)4��(	 �$� � �)5��(5 �+�6	�- �����7 �3�()(	� ��. !� �� �� �.#

�� � � �� 	 " ���������� �� �;<" � �  ��� � ;�; �



(�( ��� ���� �� �� ���� �

��
�	
��
	



��

	�
�


	
�� �

	
�� �

����� �
����� �

	
�� � �

	
�� � �	 ��	��	

� � 	 �

�� � � �) 	 '�� ������������ � � !�� �;<" � �  ��� � " ������� ������ �>�� ���� ��� �� �
� .� �1� ��� 567 � � ���1 ��


" �� �> �� > �� ������� � ����� � $ �� �� ����� ��������� ��� � ��������� ��
� ����� ;<" � �  ��� � " ���� � �&������ ���  �� � !������� � ��� ;<" � �� & �  � ��;<" � �  ��� � ;�; & ��� ������ �  �� �  ������� � ��  !;<" � �� ������ � ������ �:
��� �� ����� �� � !	>	 ���? ��� � &  % �� �� �� � ��� 	>� ����� ��� � ��� �?���  ��
��� ������ � � �� �� �� �� � ��� 	>	��

3
� � !;<" �  ������ ��� � �>���  !;<" ��:

�  �  ���� & �� ��� ���������� ��� �� � ��:������ (�� �� �5� � >� �� �>� ����� ���
���� �����  ���? �� ���  !;<" � �  ��� � " ������ ��� �� ;<" �� ��������� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ;<" ��� � ���>���� ��� � 0���� � �)� � � !;<" ���
� �  �� � !��� � ����� ����� & ���  ���� � !��� ������ �  ��� � ����� �  ��� � ������
� �� ��� ����   �� �����>� ��� ���� � ����>�� � �   � ������� � % � ������� �
 � �� ��� �� �  ��� � �� �   � ���� ��� �� �  ��� " � " ��� ������   �� � �� ��������
���� �����  3 � �  ��� &  ���   ��� ���� � ����>�� � �   � ������ ��� �� �  ��� � !
�� �   � ���� ��� �� �  ��� " !��� � ���� ��� ��� �� ��� ;<" ��� ������� ��� �  3 � ��� ��� � �� �;<" � �  ���� " � ��� ;<" �  ���� ���� ����� ��  ���? ��� � � �������� � �� ��� ��� ��� ����� �����
� �  ��� � �� � �  ��� " ! �� � ��� �� ��� ����� ����� � �  ��� � ! �� � �  ��� " � ��� �  ����� " �� � ! " ! � !�>���� ����� 3��� ��� ����� �� � �� �� �  ���� � !���� ��� � � �� �����
��� ������ � � !	>	 ���? ��� � � ���:�� � !�& ����� ��� � ���� ���� ����� � ���� �����
�� �  �� �� � �  ��� "  � " !�" ��� ��� � ��� ��� �� � ������� � �� ���0���� �� � ���������� �� � ��� ���� ��� �� ��
����  ����� � ��� ���� �� � ����� ��� ��� �� <";"� � �>�<+((� � ���:�� ������� ��
������� � ��� �� �;<" � �  ��� � " ���  �� ��� >����� ��� ��� ����� ��� ���� ��
������� � ��� ������� �� � ���� �� � �����  �� ������ ��  � ���� �� ���0��� ��� �;<"
� �  ��� � " ��� �� �� ���� ��=�� � �� ��� � �� ���  ���� � ����� ��� ���  ��� & ��  ��

���		�� �� 	�� ��� 	 
�� ���� �  ����� ������������� �



� ��� �� ��� � ��� �� ��� (� (

> ������ � �>�� ����� ���� �����
�� )� )" �� � � ���� � �� )� )" �� � � ���� �

� � � �� +� (5 )� (( (� 	 )� 	 (� (�� (( � 	 )� 	
� � � � �� +	�� � (�� ( � 	 ((( 	 � ��� ( ( 	 ((( 	
� � � ,,��� ++ � �� ( (( 	 ((( 	 � �(� ( � 	 ((( 	
� � ���+���� ++ �� �� 5 55 	 �� 	 �� 5)� � (� 	 �� 	
� � � ��+���� �� �( � �( 	 �� 	 ) ( �(� ( (( 	 �� 	
� � ,���� + )( )� � �� 	 �� 	 )5 5(� 5 () 	 �) 	
�� ��	,�,���+� (�� 5)�

��� � � �) 	 <�������

������ ��� ��������� �  �� >���0���� � ��� ��� ����� � �� ���� �� � ����� � !��� � �� ���
��������>� �

" ��� �� $ �� �� ����� & � �� �> �� ���� ���� ������������ �� �;<" � �  ��� � " &�������� �� ��� � ���� -�� �� ";<" � �� ��� ��� ����������� � ������ �� ����������� � �  ��� � �� � �  ��� " !� � �� ��� � ��� �� � !�� � ������ ��� � " �� �> ��
��� ���� ��� ������ ���� � ���� �� �  ���� ����� ��� ���� � ����� & ������� ��� ��
� ��� �� �� �  �>����� � ������ ��� �� �� �� ������� �� � �� � " �� �> �� � ��� �  �
�������� ��������� � ���  � � ��� �� ������  ������ � �� �  � �������� ��� �
� � ��:����� (�� ���� � � ��:����� �5� � " �� �> �� ������� ���� ��� �� ���� �������� ��� ��� �� ��� ��� ��� ������ �� ��� �� ������ � ���������� �� ";<" & � !���:�:� ��� ��
�������� � ���� �>�� �� �;<" ��� ��� ���� & �� � ��  ����� �   ��� �  ���� � � �� � ���
�� ���� �  ������ & ����� ��� � �� � � ��� �� �;<" �� �>��  ��� � � ��� ��� ���� & ���
���� � ���   ��� ��  ����� � =� �& �� & � ���� �� � ����� �� ��������� �� � ������ ���
� �� �� �;<" � �  ��� � " � ��� ���� �  ������ � ��>��� ���� 3��� �� >�������� �;<"
��� ��� �� ��� �>���� �

�� ������ � �) � ��� � �� � � ��� �� >���� �  ������ ��� � & �� ���� �  ������ �)� ��� �� ���� �������� �)" � ����� ��� � �� ���0���� �� � ���������� �  �� ������  ������ �
���?�� �� �  �� ������ ����������� � " �� �> �� ����� ���?�� � ���  � �� �� ����������
��	,�,���+� & ���� ���� � � ��� �� �;<" � !��� ��� � ��� � ����� �� � ��� ��
 ��� ���  ��� ���  �� ��� ������ �� � ��� �

�������� ��� �;<" ��� �� � �� ��� ��� ���� ��� ";<"  �  ������ ���� �������
���� ��� �  ��� � & " & � !  � " !� � !��� ���������� ��� >��� ���� � � � �� +� �� ���� ������
���?��� �� � ������� ��� ����������� & � �� ��� �� ������ � �� ��� ���?�������� &  %
�� �  ���� � ! �� " ! � �� ��� ���������� � � �� ������� ������ �;<" & � �� ���� ���
�� ����� �� ����� ��� �� � �  ��� " !&  ��� ���� ��� ��� �� � �  ��� " � � �� � !������
��� �� & � ����� �� � !������� �� �>�� � (�� & �� �>�� � �5� &  ��� �>�� �� ;<" �  � ���
��� � � ��� ���� � �� ����������� �>�� ����� �� ��� ����� � �� ��� ��� ���� ����� & � ����� � ����������� ���� ����� �� ��� ����� �

>� � ��� > �� ��� � ����������� �>�� ����� � ��� � !�����  ��>��� �������� ��� � �
� �� +� & � ����� �� � ��� � !������� ��� �� �  ���� � �� � ��� �� ���� �������� � ���
���� �������� �  �� ������ >���� �  ������� ��� ��� ��  ����� & � �� �� !� ��� � ���� ��



(�� ��� ���� �� �� ���� �
��� ��������� �  �� �� ������  ������ �� � � �� �� ������  ������ �� & � ����������
>� �� �� 	 �  �� � � ,����+ � ((( 	 �  �� � � � � �� +	�� �� � � � ,,��� ++& �� ��� ����
��������� � ��  ! � ��>� � ����� & � �� ���0���� � � ���� �� � ��� �� � ��� �� ���
��   ��� ���� �� ��� �� ��� � �� ��� � ���������� � !��� ���� ��� � �� ���  �� ��
�� �� ���� ����� �� ��� � �� ��� ����� �! ����� �� � ������ � & � ���  � ���� ���?�� ������ ���  � ��   ��� �� ����
��� ���� ���� �� ��� �� ���� � ��� ((�5 ���  ���� �  �� � ���  � �� � � � �� +� � ����:
���� �>�� ��� � ��:����� (�� �� �5� �� ���� ���� ������ ��� ���� � ��� � �� ���  ���� &  �� ��� ���� >��� �  ������ & ������ ���� �������� ��  �� ���� � ������:������ ���� �  ������ �� �� ��� ��� ��� ������ �� & � �� �> �� ����� �� ����� ��� �������� �;<" �������
������ � ���� ��� ������� ���� ����� �� ��� ��� ������ � '�� ������ � ��� � �� ��
��> �� �� � ���  ������ � �� ������� � �� � ��� ��  ��� ���  ��� ��� ��������� ��
��� �;<" �  � ��� � ��� �  ��� ���  ��� �� ��  !����� �  � ��� �  ���� & � ���� �� �  ������ � ������ ������ �� � ���� �� ���� � ��� �� � # 3 � �  �� ��
� ��� �� ������� � ��� � ������� �� ���� �����  !��� ��  !����� & �  ������ � � ! ����
��� �� � ��� � � � !��� ��� ����� � ��� �  �� �< �( �� �<�� ���� � ���  � �� � �
���+���� ++� ��� ���� � ��� �� & ������� ��� � ����   ��� & � �� ���� ����>� ��� ���������
����� �� �  ���� �� ( 5�� ��) �� ( 5�� ��� �>�� �� � �� �� ���� �  �� � ��� ��� & ��( 5�� �5� �� ( 5�� ��� �>�� �� � �� �� �� �  �� � ��� ��� � # 3 � �>�� � ��� ���� �����
�������� �� ���� �;<" & ";<"  � ��� ������ �� �� � ���� �  � � ��� �� �;0� � !� �� ��� � ��������� & � �� � �������� �� �& ������ �� � �>��� ��� ��� ��:
���� ��  % �� �  ���� � ����>��� � & " & � ! �� " ! ��������   ������� ��� ��� ��������� ��
� �:��� ������ � ���� � �� ������� � ! ������ ��� �������� ���� � ��� ��� �� ���0����
�  �� � � � �� +� �

� .� ������������

��� �+���� +��� �� �- =(5 & =�-+(� & #= (� & �<#'(� & - =()� �� � �� ��� ��� ;<"
� �:� ����� � �� � �� ���   ���� ���������� ������ ��� ��� ��� � �� � � � ������ ��� ;<"
 �������� � �� � �� ������ �� ������ � ����������� �  � � �������� � �� ��� � � �>���
�� ��� � !���? � � ��� ����� �� � �� ������ & �� � ���� � �� � � ��������� � � !��
 ����  ��� � �� � �� � �� ��� ������� �� � ������� � �� ���� �� ������  ����  ���� �� ������ �� ��� ����� � 0���� � �� ��� � ���:�� ���������� � ������ � �+���� +���
��� �� �� ��� <)" ��<#'(��  ����� � � ��������� � �� ��>���   � �������� ���
����>� �� � >��� ��� =

2� ��� ��4 �� ��� ��>�� � ! �� ��� �� �+���� +��� &  � � ���
 ����>�� � ���� �� 0���� � �� ���  �  � ��)<  � �+����� , � �+	+� �+�� �� ��� ���� �� !��� ��� ����� ��� � � ��� �� 0�� � ���  �  � �  �� �  ���� � �������� � ��  !;<"
 ������� �� �� ����� � �� �� ���� ��� ���� ���� ��� ����:�  ��� & �  � � !��� � ��� ��� & ����  �  � �� � ��� ��� �� 0��� �� � �������� � �� �� ���� ��� �

=� ��� �� � � ����� � �� � � ��������� � �� ��>���   � �������� & � �+���� +���
�� ��� ��� ����� ��������� ��������� � '�� ������ �� �+���� +��� � !������� �>�� � ��� � � 5��� � 0���� � �� �� �� ��� ������� ������ ������>��� �>�� � ���� �� 0���� � �� ���  �  � � ��
���� ��� � ��  ��������� ��� �>��� �� � �������� � � ��� �� ����� �



� +���� +��� �� (�5

���

5
′

3
′

�
� �

��� !��	��� �� ����
��
��� �� ������ $ ����
�������� �	
 ������ � �� 	�
� �� �&�
��� �� ���
� �	�$ � ���'� �	
 	����	
�� �

���

���

5
′

3
′

�� � !��	��� �� ����
��
��� ��
������ $ ����������� �	
  ����� �
�� ��' �	
  ��
������ �

�� � � �� 	 # ������ � �� ������� � �� � �������� � ��� �� �+���� +��� �
� +���� +��� # ����  ���<)" ��>���   � :�������� �����>� �� � >��� ��� =

2�= (� >��� ��� =
12	�� �� �� ��� �?� �� ������ �����>� �� � > ��� ��� =

1��  ��� � & �  ��� �:� � �:���� �?  ��� � ���� �� ����� �� �� �� �  ���? ���  ��� � ? ���� ������ � ����
��� � � �� 	 <������ �+���� +��� �� �� ���  ����  ��� ��� ��� �

� �� ���� �������� �?� �� �� �+���� +��� �� �� ������ � ��� ��������� ��� ������ ���
 �   ��� � ���� � �� ������ � �� � ��� �� ���� �� ������� �  � ��� �+���� +��� �� &����� ��� ���  ����  ��� ��� ��� � ��� �+���� +��� �� � �� � �� ��� ���������� �� �  ������
��   ��� �� �� ������ ��� ��� �� ���� ��� � �� �> ��  �� �� ���� ��� �� ��> �� �� �   ��� �� �������� �
�� ���������� ����� ������� � � �� ��� & � �� �> �� ��������� �� ����� ��� �  �� ������
����� ���� �� �+���� +��� �� �� � �� �> ��  � ��� �� �  ����� ���>���� � " �� �> �� ���>�
� ��� ��� �������� ��  !����� ��� & ��� ���� � �������� ������ � " �� �> �� �������
���� �   ��� �� �������� � �� ��������� ��� � ����� ��  !����� ��� � " �� �> �� ��0�
���� ";<"  ��� � ����������� � ��� ��� �   ��� �� � �������� �� ���� � " �� �> ��
����� � �� ������ & �� ������� � ���� � � �������� �  � �������� ���� & ��� � " ��
�> �� ��0� � �� �������� � ���� � " �� �> �� ������� � �� � � ����� ���� �� <);#
�� ������� ��������� ��� ��� ��������� & ������� >���� �� ���� �� �� �����? ��� & ��� � !����� ��� �  ��� �:� � & ��� � ��� ����� ����� ���� ��=�+(�� �� ������� ������>� ���
��� ��������� ������������� � ��� �������� � �� � ������� ���� � ������ � �� �

��� �������� � �� ������ �� � !������� ��� �   ��� �� �������� � �� ����������
����� �����>� ��� ������� � �� ���������� >� �� �� 	 �  ��  !�� ��� <)" � ((( 	



(�� ��� ���� �� �� ���� �
� +���� +��� >���� �  ������ ���� �������� � ��� �� ���������<)" �5 � 5�= (� (�� ( (��
	�� (�5 ( (���  ��� � �� � ))
�  ��� �:� � �5 � �)
�  ��� � 5� � �5

��� � � �� 	 <������� �� � ��������� �� �+���� +��� ��

�  ��  !�� ��� = (� � � ��� � � ��� ��� � ���������� ��� � �� ��� ��� ��>�� ��  ��
��� �� ����� ���� � ��������� �� ����� � ��� �� ��������� � �� ��� � ���� �� �� ��
���������� ��� � ��� �  ��  !����� ��� � ������� � ��� � ���� � ��� �� ����������������:���� ��������� �  ��  !�� ��� <)" � & � �� ��� �� ����� ���� � ������� ���
�� ���� ��������� �= (� �� 	���  �� ��� �� ��� ������� �������� ����  � �� ��� ����
�������  ����>�� ��� ���� � �� ��� � ���>���� � " ��� � ��� $ �� �� ����� & �� ���� �������� �� � �� ���
������  ���� !�� �  ������ ��� >���������  ������� � ��� ������ ���� ��� ����� � ��
��� � ���� �� ������ ��������� � !�� � ��������� ��� & ��� �  ��� � ���� �� ��� � ����
���  ! � �� ���� �>� ��� ������ & ��� � � ����� � � ��� �� ��������� ����  !����� ���
��� ��4 �� ��� ����� & � >��������� ���� �� ���������� ��� ���� �� ��� ������ ���  ! �
 ����>� �  !���������  3 � � !��� �� �� � !;<" ���  ���� �������� �� � � ��� ��
���� �������� � � ���� �

" � �� ����� ��� <);# � ������ ���� �� ������� � �� �� & � !���:�:� ��� ��� ��:
������� ������� ��� ���������� & ������������ �������� � �� � ��� � ��� ����� ��� �����
����0���� ��� � � ��� �� >���� �  ������ �� �>�� �

�� 0���� � �� � ��� �� �� ���� �� ��������� ��� ���� ��� <)" � " ��� �� ��� ��� &���� � � �� ������ � ������ & � ���� �� ��������� �� ��� ������ � �� ��� ����� ��
� ����>��� ���� � ��������� � ��� ������ � ��������� ���� ����>� ��� � �� & �� �� �� �� ��
������ �� ����� � �� �� ��� � ����� ��� � �� � ����>�� � ���� ��������� ��������� & ��
� ��� ��� ��������� � & �� ���� � !������ ����  ��������� ���� � � !����� � !��� � ��
��� ������� � � �������� � ������ � ����� &  �  ����>� ���  ���� ������� � ���� ���
��� ��������� ��  !����� ��� � ����� ����� ��� � �� � �> ���� �� ���� ��� � ����������
�� ���������� �� ��� ����� �� ������ ������ �� ����� �� ��� ����� � !��� ���� ����� ��
����� � >�  ����>� & ���� ��� �������� ��  !����� ��� & ���  !����� � ������ ������ ��
����� � ������ �� ��  ��������� ���� � ����� ������ ��� � �� �� ���� � ���� �����  !�����
� ��� ����� �� ����� �

��������   �� � ����>�� ��� ���� ��� � ����������� � �� ���� ��  ��� ��   � (
� ��� ������:������ ���� ������ � ��� > ���� � �� � !��  �� �� ���� ��� � ���������
��� ������ ��� ��� � ����>�� & �� � ��  �  ����>� � �� � !������� �� �� �� ��������� �� ����
�� ������ � " � ��� &  �  ����>� � �� �� ����� �� � � ����� ���� �� � �� � �������� ���
�����>� ��� � ����>�� � =�0� & �� �  ���� ��� ������ � & � �� ) � �� ����� ��� � ����>���
��  ! � ���� �>� ��� ���������� �?� ��:������ �� �� ��� �   � ��� �� ���� � � ��� ��
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′

�� � � �� 	 �� ��������� �� � ���  ��>��� ������� ���  ������ ��� � �� ���� �� ��
�  ������ �� � �� ��� ���� �>��� & � �� ��� �� ���� �� �� ������ � ��� ������ � � �� & ��  �� �� �>�� � �� ����������� ��� ��� � ���� ����� �

���� �>� ���� � ��������� �

� .� 678�1 �

�� <" ��� � �;2	 �5 & �=�) & # �- �� & 2�(�� �����>���� ��������� ��� ���� � �� :
������ ��  ������� � ��� ;<" �� ��������� ��� � 0���� � �(���� � �� <" ��� � ��� ��� ���
���  ����� ��������� � !;<" � ����� � =� � ��� �������� ��������� �� ���� ����� �
�� ��������� ��� ������ ��� � ���� �� >������ �� � ��  ������ �� � " ���  ��� &  �
� ��� ���>���� � ��� �� �� �� ���� � ����>� ��� � �� ������  !����> ��� ����?����� � �� ����
��� � ��� ���� � 0���� � �� �

��  ������� � ��  !;<" � �� ���� �� �  ����� ���>���� � ������� ��� & � ���� ��:
������� �� ���:;<" � ���� ���  !����� ������ �� ���� ���� � 0���� � �(���� ��� ��  ���
���� � ���� 5′

� �� �� � �� � <" ��� � ��� � !����� ����� ��  ����� � ��  !;<" �  ����� ��� <" ��� � ��� ����� � �� � ���� ��������� �� � ���� 	 ������ � �� ��� ���� � 0������� ���:;<" � � '�� ��� �� ������ ��� ����� � � <" ��� � ��>� � �� � ������ �� �  ��
�� ���� ��������� �" ��� �� $ �� � !��� ��� ������ �� & � �� �> �� � �� � !��  �� > �� ������ � ����������
�� � �� ���0���� �� � ���   ��� �� �������� � �� ���������� � =������ & � �� �> �� > ��
��> �� �� ";<"  ����� ������ �� ���������� ��� ��������� � !;<"  ����� � " �� �> ��
� �� ���� �� � ���� �� � ����� �� � � ,�� � 	,�,�,��� �= � ��� �� ����� ��� ������
��� �# �- ��� � ������� ���� � ������:���� ��������� �� <" ��� � �� ��������� � " ��
�> �� ������� ������ ���  ������ ��� ��� ��������� ����� ��   ��� �� �������� �
�� ���������� � ��� �:�� � ���� �� ����������� � ������� ������:���� >������� & ���   ��
� ����>�� & ���� ������ �� ��� ������ �� �� ��  �� �� �� ���������:���� � �� �������:
���� ��� �������� � ��� � ���� -�� �� ";<" �

" �� �> �� ������� ��������� ���� � �� �� ���  �� �� ��������� � ������ ��� '��:= ��* �=2#�+(�� ��  ! � ���� �>��� � <" ��� � & ������� �� !, � �+��+& � ? �� � ������ ���
���		�� �� 	�� ��� 	 
����� �� �� ����� ����������� �



(�� ��� ���� �� �� ���� �

�����������

	
����

5
′

��� ��

3
′

�� � � �� 	 �� ���� � ���� ��� � !��� <" ��� � �

�� ���  ������ � �" �� �> ��  ��� � � ��� ��� ������ �� ��� � >���� � (�( �( �� '��= ��* � ��� ����:
����  �� ��� � ������� ����  !������ = � >� � ��� ������� �� �  ���� ���>���� �

	 )(� ���  �� ���������� �������� &	 ( ���  �  %  ! � �� �>� ���� <" ��� � �� , �+ +����, ���� +�, �"= :��(� &	 ��� ���  ��  %  ! � �� �>� ��� <" ��� � &	 5� ���  ��  %  ! � �� �� �>� ������ <" ��� � �
��� ����������  �� ���  ����� ��� ���  ��� ��� ;#" >���� � & �������� � � '� � & ��� ������� (� ' �� <;# � �� ���� � !���?�� � !�� ���   �  � ����   ��� �� ���� ���
��� ���� � ! ����� �� � ������ � & �� ����� ��>�� �� ���0 ����� �������� �� ������� ��# ��* > �������� & �������� ��� �  3 � ����� ��� ����� �� ����� :����� �� !� �� � ���
��� ������� �� � ���� �� �>� ���� � ��� �� ��� � � �� ��+�+� �� ��� �� ���� ������ ���
���  ��� ��� ���� � � &� '� � �>�� � ' ��  �  ��� >�>� �" � ��������   ������ � �� � !��  �� ���  ! ��� �� �������� � �� ���������� ���
���������� ��� �� ���0��� � � �� ��� � ��� � � � > ��� ���� ���� ���� ���� ���  �� &� ���� �� �� ���0���� ��� �� ������� ((( 	 � �� ���� � !������� �� ������ ��� � ���� ���
� ��������� � ���������� ���  ���� & �  ���� �� � ������� ������ �� �������   ��
� ����>�� � 	 ���� �� & � ��� ��������� � ����� ����� �� ���  �� � !������� �� �� ��� ����
��� ��������� ��� & ���� � ��� ��� & � �� �  �> �� � �������� �  � ��� ��������� �� ����
�� �� ���0���� ��� ��� �� � �>��� ��� � ������ �� <" ��� � ����������� � � � !��� �>���
�� !������ <" ��� � � !� ��� ��� �>���� ���� ��� ���   �  �� & � � � � � ��� � � �
�������� ��� ���� �� ���������� ������� �� �� &) 	 & �� ��� � �� ������ ��� � ���  ��� ���
�����>� ��� ������� � �� ������� >���� ����� �� ���� ���  !����� ��� � !������ � ������
��>�� � �� ����� ��� ���� ����� � ���� �>�� & �� ��� ������� � ���� �� � ����� �� � ���
�� ��� � �



��� ������� (��
�� ���� �� �����   ���� ���� ��� ��� ";<"  ��� ������ �� ���������� ������ ���

��� ;<"  ��� � ��� ���������  �� ��� ���  �� �  �>��� � ���� �� ������� ���������
��  ����� �� ���� ����� � ��� � ������ ��  �� �� � �� ��������� � !�� ;<" �� ��������
��������� �� ���� ����� ���� �� ��� ���  �� ��   ��� �� ���� ��� ��� ���� �� �>�
��� � ���  ��� ��� ���� ������ � �� �?� � �� ���������� �
� .� ����������

" ��� �� �������� & � �� �> �� ����� �������� ���������������� ��  � ���� �� ���������
�� ���������� �� ��   ��� �� �������� � �� ���������� ��� � �� �> �� � �
�� � " ��
�> �� � �� � !��  �� � ���� � � ������� � !��� ��� �  ���� �>�� � � ������� � !��� ��
  ���� ��� � ��� ��� ����� �� �������� ���������� �  �� � � �� � �� & � ����� �� ���
� ��� ���� ���  ��� �� ���� �� ������� ��� �  ���� ���� ��   ������ ��� ��������� � � �:��� ������ �� �� ��������� �� �����
���� ��������� � !;<" � !�>�� ����� ������������ � " �� �> �� >� ��� & ��� �� ����� & !�$  �� � !��������� �� � �:��� ������ � �� ������ �� � �> ���� ��� �� �� � � ��� �� � �:
�� �� � ����� ��� ";<" � ��� ��� � ����� ;<" � �  ��� � " &  !�$  �� � !�� ����� � �� ��
�� ����� ��� ����� ������� ��� � �� ���0���� & ���� �� � ����� ��������� � ���������� �" ���  ��� � !�>�� ��4 �� ��� ��������� �  �� ��>����� �>�� ���  ���� ������:
����� �� ���0��� ��� ��  ����� � !��� ���� �� �� � ���� & �  � � !��� � ��� �  ��
�<";����:�= � ��� ����  �� � �� ������� & � ���  ���   ���� �� �  �� �������� �� ��� �
�� ���������� & �� ���0 �� �� ����� ��� � � ��� ������ �� ���������� ��� ����������  �����
�� � ����� � ������� �� ����� � ��� � !������ & �  � � <" ��� � & �� �������
��� ���� �" � ��� & �   ��� �� �������� � �� ���������� &  3 � � !� � ������� ��� �� ���
������� & � ��� �� �  �� �������� �� ��� � �� ���������� ��  �  � � > �� ���  !�����
��� �+���� +��� �� � � ���  !����� �� � <" ��� � & ��� � ���������� �� � �� ���0���� ���
���������� �� !� ����� & �   ���� �� !� � ��� 3��� ��  ��� ����������� �  �� � �������� �
�� ���������� � ����:�� � �� � ����� ������� �� ���>������� � ���� �>�� � ���� � !���
��������� �>�� �� � ��� ������ �� >������� �� �� � ���� �� �� � �� �" ��� � ����� & � �� � �������� ��  ���� � !������ ��� ��� ������ �� � " �� > ���� ��
� ���> �� �� ����������� ������ ��� ���������  !;<" �� ��������� ��� �� ����� � ���
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