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Motivation biologique

?
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Objectif :

Retrouver le graphe G qui modélise les interactions entre les p gènes
étudiés à partir de deux types de données prises sur un échantillon de
taille n :

des données continues
E1, ...,Ep,

des données discrètes
M1, ...,Mp.

On appelle réseau de régulation
de gènes un tel graphe.



Introduction et motivations Algorithmes de Boosting et leurs applications Apprentissage de DAGs Conclusion et perspectives

Cadre d’étude

Un réseau de régulation de gènes peut être modélisé par (Liu et al.,
2008) :

∀j ∈ J1, pK, Ej =

p∑
i=1

Bj
iE

i +

p∑
i=1

Aj
iM

i + εj.
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Cadre d’étude

Un réseau de régulation de gènes peut être modélisé par (Liu et al.,
2008) :

∀j ∈ J1, pK, Ej =

p∑
i=1

Bj
iE

i +

p∑
i=1

Aj
iM

i + εj.

Une méthode classique pour résoudre ce type de problèmes consiste à
effectuer p régressions indépendantes à l’aide de méthodes pénalisées
du type :

Lasso (Tibshirani, 1996), ajout d’une pénalité en norme `1,

Dantzig Selector (Candes et al., 2007),

Autres formalismes :
Forêts aléatoires (Huynh et al., 2010),
Réseaux bayésiens (Friedman et al., 2000).
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Contributions

1 Algorithmes de L2-Boosting et leurs applications
Les algorithmes de L2-Boosting pour la résolution de
régressions parcimonieuses multi-tâches
Application des algorithmes de L2-Boosting à l’analyse de
sensibilité pour l’estimation d’indices de Sobol

2 Apprentissage de liens causaux dans des graphes acycliques dirigés
Estimation de graphe par maximum de vraisemblance pénalisé
Inégalités en prédiction et en estimation
Implémentation d’un algorithme génétique hybride
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Régressions parcimonieuses

On considère un échantillon d’apprentissage (Xk,Yk)1≤k≤n constitué
de n copies i.i.d. de (X,Y) ∈ Rp × Rm avec :

Y = f (X) + ε,

où ε est une variable aléatoire centrée indépendante de X modélisant
la présence de bruit, et f := (f 1, ..., f m) est inconnue.

Objectif : estimer f à partir des données.
Hypothèse : il existe un système de fonctions (gj)1≤j≤p normées, noté
D et (ai,j)j, Si-parcimonieuse de support S i, tels que :

∀i ∈ J1,mK, f i(X) =
p∑

j=1
ai,jgj(Xi).

Objectif : estimer f à partir des données.

∀i ∈ J1,mK, f̂ i(X) =
p∑

j=1
âi,jgj(Xi).



Introduction et motivations Algorithmes de Boosting et leurs applications Apprentissage de DAGs Conclusion et perspectives

Régressions parcimonieuses

On considère un échantillon d’apprentissage (Xk,Yk)1≤k≤n constitué
de n copies i.i.d. de (X,Y) ∈ Rp × Rm avec :

Y = f (X) + ε,

où ε est une variable aléatoire centrée indépendante de X modélisant
la présence de bruit, et f := (f 1, ..., f m) est inconnue.

Objectif : estimer f à partir des données.

Hypothèse : il existe un système de fonctions (gj)1≤j≤p normées, noté
D et (ai,j)j, Si-parcimonieuse de support S i, tels que :

∀i ∈ J1,mK, f i(X) =
p∑

j=1
ai,jgj(Xi).

Objectif : estimer f à partir des données.

∀i ∈ J1,mK, f̂ i(X) =
p∑

j=1
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Les algorithmes de L2-Boosting ont pour but d’approcher la fonction
f par une succession d’approximations locales. Notons :

Ĝk(f ) l’approximation de la fonction f à l’étape k,
R̂k(f ) le résidu courant observable : R̂k(f ) := Y − Ĝk(f ).

Algorithme L2-Boosting

For k = 1 to kup do
On choisit ϕk ∈ D tel que∣∣〈R̂k−1(f ), ϕk〉n

∣∣ = max
1≤j≤pn

∣∣〈R̂k−1(f ), gj〉n
∣∣ ,

On calcule la nouvelle approximation et le résidu
associés à f

Ĝk(f ) = Ĝk−1(f ) + γ〈R̂k−1(f ), ϕk〉nϕk.

End
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Extension au cas multi-tâches
Pour étendre l’algorithme, le point crucial est de choisir à la fois la
coordonnée du résidu qui nécessite le plus d’amélioration, et
l’élément du dictionnaire le plus pertinent ϕk ∈ D.

Sélection du prédicteur :

p∑
j=1

〈R̂k−1(f ik), gj〉2n = max
1≤i≤m

p∑
j=1

〈R̂k−1(f i), gj〉2n,

Sélection de l’élément du dictionnaire :∣∣〈R̂k−1(f ik), ϕk〉n
∣∣ = max

1≤j≤p

∣∣〈R̂k−1(f ik), gj〉n
∣∣ ,

Calcul de l’approximation courante :

Ĝk(f ik) = Ĝk−1(f ik) + γ〈R̂k−1(f ik), ϕk〉nϕk.
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Résultats de consistance (m = 1)

Hdim : pn = O
n→+∞

(
exp

(
n1−ξ)), où ξ ∈ (0, 1),

Hε : sup
1≤i≤mn

E
∣∣εi
∣∣t <∞, pour un t > 4

ξ .

Théorème (Consistance, Bühlmann (2006))
Sous les hypothèses Hdim et Hε, il existe kn := C log(n) telle que si

S
√

log p
n −→

n→+∞
0 :

E
∥∥∥f − Ĝkn(f )

∥∥∥2

n

P−−−−→
n→+∞

0.
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Résultats de consistance

• HMult
dim : mn = O

n→+∞

(
exp

(
n1−ξ)), pn = O

n→+∞

(
nξ/4

)
où ξ ∈ (0, 1),

• HMult
ε : sup

1≤i≤mn

E
∣∣εi
∣∣t <∞, t > 4

ξ , et ∀i 6= j,Var
(
εj
)

= Var
(
εi
)
,

• HRE± : La plus petite et la plus grande valeur propre λmin et λmax de
tDS iDS i sont indépendantes de n telles que :

0 < λmin < ... < λmax <∞.

Théorème (Consistance, Champion et al. (2014))

Sous les hypothèses HMult
dim , HMult

ε et HRE± , il existe kn := C log(n)

telle que si Si
√

log p
n −→

n→+∞
0 :

sup
1≤i≤mn

E
∥∥∥f i − Ĝkn(f i)

∥∥∥2

n

P−−−−→
n→+∞

0.
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Recouvrement du support

Notons S i
k le support de Ĝk(f i) à l’étape k.

•HSNR : max
j/∈S i

∥∥D+
S igj
∥∥

1 < 1, où D+ est le pseudo-inverse de D,

• HSNR : ∀j ∈ S i, |aij| ≥ log(n)−κ, avec κ > 0.

Théorème (Recouvrement du support, Champion et al. (2014))
Sous les hypothèses Hdim, Hε, HRE± et HS, avec grande probabilité :

∀k, S i
k ⊂ S i.

De plus, si HSNR est satisfaite pour κ suffisamment petit, avec grande
probabilité, à la fin des itérations du Boosting :

S i
kn

= S i.
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Analyse de sensibilité

Entrées Modèle Sortie

X1

.

.

.
f (X1, ...,Xp) Y

Xp

Décomposition
de Hoeffding

Décomposition
de Var(Y)

Mesure des indices
de sensibilité

Objectif : Mesurer la variabilité de la réponse en fonction des
paramètres d’entrée.



Introduction et motivations Algorithmes de Boosting et leurs applications Apprentissage de DAGs Conclusion et perspectives

Analyse de sensibilité

Entrées Modèle Sortie

X1

.

.

.
f (X1, ...,Xp) Y

Xp

Décomposition
de Hoeffding

Décomposition
de Var(Y)

Mesure des indices
de sensibilité

Cas indépendant

f (X) = f∅+
∑

i
fi(Xi) +

∑
1≤i<j≤p

fij(Xi,Xj) + ...+ f1,...,p(X) =
∑
u∈S

fu(Xu),

où (fu)u∈S est une famille orthogonale.
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Cas indépendantXp

Décomposition
de Hoeffding

Décomposition
de Var(Y)

Mesure des indices
de sensibilité

Alors : Var(Y) =
∑

u∈S Var (fu(Xu)) .



Introduction et motivations Algorithmes de Boosting et leurs applications Apprentissage de DAGs Conclusion et perspectives
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.

.
f (X1, ...,Xp)

Cas indépendant

Y

Xp

Décomposition
de Hoeffding

Décomposition
de Var(Y)

Mesure des indices
de sensibilité

où l’indice de sensibilité d’ordre |u| est : Su = Var(fu(Xu))
Var(Y) .
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Décomposition de Hoeffding - cas dépendant
Chastaing et. al (2012)

f se décompose de manière unique sous la forme d’une somme de
fonctions orthogonalement hiérarchiques :

f (X) = f∅︸︷︷︸+

constant

∑
i

fi(Xi)︸ ︷︷ ︸
effets principaux

+
∑

1≤i<j≤p

fij(Xi,Xj)︸ ︷︷ ︸
effets d’interaction

+ ...+ f1,...,p(X)︸ ︷︷ ︸
résidu

,

où (fu)u ∈ Hu est hiérarchiquement orthogonale.

Exemple de décomposition orthogonale hiérarchique

fij(Xi,Xj) ∈ Hij vérifie
〈
fij(Xi,Xj), fj(Xj)

〉
=
〈
fij(Xi,Xj), fi(Xi)

〉
= 0.
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Procédure d’orthogonalisation hiérarchique de
Gram-Schmidt

Cette procédure consiste à construire une base de l’espace Hu. On
considère uniquement les effets d’interactions d’ordre |u| ≤ 2.

1 Initialisation : pour tout i, on considère une base (φi
k)

L
k=0 de

L2(Xi). Alors :

HL
i = Vect{1, φi

1, ..., φ
i
L}.

2 Pour tout (i, j), étant donnés HL
i et HL

j , on construit HL
ij :

une combinaison linéaire des éléments de HL
i → λ1

+ une combinaison linéaire des éléments de HL
j → λ2

+ φi(Xi)× φj(Xj)

On vérifie que (λ1, λ2) satisfait les contraintes :

Aij
(
λ1
λ2

)
= Dij.
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Comment estimer cette décomposition ?

f (X) = f∅︸︷︷︸
terme constant

+
∑

i

fi(Xi)︸ ︷︷ ︸
effets principaux

+
∑

1≤i<j≤p

fij(Xi,Xj)︸ ︷︷ ︸
effets d’interaction

+...+ f1,...,p(X)︸ ︷︷ ︸
résidu

,

Deux problématiques distinctes :
1 approximation des bases de Hu,
2 estimation parcimonieuse des coefficients dans cette base afin de

sélectionner les interactions principales.
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Greedy Hierarchically Orthogonal Functional Decomposition

Initialisation : On coupe O en deux O1 ∪ O2 de taille (n1, n2).
Step 1 : ∀u ∈ S, on utilise la procédure d’orthogonalisation

hiérarchique de Gram-Schmidt empirique avec O1

pour constuire une approximation de HL,0
u :

ĤL,0,n1
u := Vect{φ̂u

1,n1
, · · · , φ̂u

L,n1
}.

Step 2 : On utilise du L2-Boosting avec O2 sur le dictionnaire
appris D = {φ̂1

1,n1
, · · · φ̂1

L,n1
, · · · , φ̂u

1,n1
, · · · , φ̂u

L,n1
, · · · }

pour obtenir une décomposition parcimonieuse.

f (X) =
∑
u∈S∗
|u|≤d

∑
lu

βu
luφ

u
lu(Xu)
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Convergence de la base approchée

H1
b : sup

i∈J1,pK

∥∥φi(Xi)
∥∥
∞ < +∞,

H2
b : pn = O

n→+∞

(
exp(n1−ξ)

)
, avec 0 < ξ ≤ 1,

H3
b : La matrice de Gram A du système linéaire satisfait :

∃C > 0, ∀(i, j) ∈ J1, pnK2, det(Aij) ≥ Cn−ϑ.

Théorème (Champion et al. (2014))

Sous les hypothèses H1−3
b , si ϑ < ξ/2, la suite

(
φ̂u
)

u
vérifie :

sup
u

∥∥∥φ̂u − φu
∥∥∥ = OP(nϑ−ξ/2).
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Consistance de l’algorithme

Hε : E |ε|t <∞, pour un certain t > 4/ξ,

Notons • S :=
∑
u∈S∗
|u|≤d

∑
lu

1βu
lu
6=0 la parcimonie de f ,

• f̂ (X) =
∑
u∈S∗
|u|≤d

∑
lu

β̂u
lu φ̂

u
lu,n1

.

Théorème (Consistance, Champion et al. (2014))

Sous les hypothèses H1−3
b et Hε, si ϑ < ξ/2, il existe kn := C log n

telle que, si S
√

log p
n −→

n→∞
0 :∥∥∥f̂ − f

∥∥∥ P−−−−→
n→+∞

0.
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Applications numériques
Variables dépendantes

Le critère de von Mises (ou critère énergétique
de distorsion élastique) est à expliquer en
fonction des variables suivantes :

le rayon interne de la paroi Rint,

l’épaisseur de la paroi Tshell,

l’épaisseur du bouchon Tcap,

la pression interne Pint,

le module de Young Eshell, Ecap,

la limite d’élasticité σshell et σcap.
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Résultats numériques

(a) FoBa (b) Boosting (c) Lasso

Méthodes ‖β̂‖0 Temps de calcul (en s)
L2-Boosting 10 0.0266

FoBa 22 0.3741
Lasso 23 0.15
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1 Algorithmes de L2-Boosting et leurs applications
Les algorithmes de L2-Boosting pour la résolution de
régressions parcimonieuses multi-tâches
Application des algorithmes de L2-Boosting à l’analyse de
sensibilité pour l’estimation d’indices de Sobol

2 Apprentissage de liens causaux dans des graphes acycliques dirigés
Estimation de graphe par maximum de vraisemblance pénalisé
Inégalités en prédiction et en estimation
Implémentation d’un algorithme génétique hybride
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Modèle et hypothèses

On s’intéresse au modèle suivant :

∀j ∈ J1, pK, Xj =

p∑
i=1,i 6=j

(G0)j
i Xi + εj,

où εj ∼ N (0, σ2
j ) et (G0)j

i 6= 0 représente l’effet du nœud (gène) Xj

vers le nœud Xi, sous les hypothèses suivantes :

1 le graphe G0 associé à la matrice G0 est un Graphe Acyclique
Dirigé (DAG),

2 les variables aléatoires (Xi)1≤i≤p suivent une loi normale,
3 les variances du bruit sont indépendantes du nœud choisi :
σ2

j = σ2
j′ pour tout j 6= j′ (on les supposera égales à 1).
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∀j ∈ J1, pK, Xj =

p∑
i=1,i 6=j

(G0)j
i Xi + εj,

où εj ∼ N (0, σ2
j ) et (G0)j

i 6= 0 représente l’effet du nœud (gène) Xj

vers le nœud Xi, sous les hypothèses suivantes :

1 le graphe G0 associé à la matrice G0 est un Graphe Acyclique
Dirigé (DAG),

2 les variables aléatoires (Xi)1≤i≤p suivent une loi normale,
3 les variances du bruit sont indépendantes du nœud choisi :
σ2

j = σ2
j′ pour tout j 6= j′ (on les supposera égales à 1).

→ permet de montrer l’identifiabilité du modèle (Peters, 2014)
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Estimateur du maximum de vraisemblance

On suppose que l’on observe un échantillon (X1
i , ...,X

p
i )1≤i≤n

i.i.d. de taille n du modèle précédent, réécrit sous la forme
matricielle simplifiée : X = XG0 + ε.

Pour reconstruire le vrai réseau, une méthode classique en
statistiques consiste à trouver l’estimateur du maximum de
vraisemblance pénalisée :

Ĝ = argmin
G∈GDAG

1
n

p∑
i=1

p∑
j=1

(
(X − XG)j

i

)2
+λ pen(G)


où GDAG désigne l’ensemble des graphes acycliques dirigés.
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i , ...,X

p
i )1≤i≤n

i.i.d. de taille n du modèle précédent, réécrit sous la forme
matricielle simplifiée : X = XG0 + ε.

Pour reconstruire le vrai réseau, une méthode classique en
statistiques consiste à trouver l’estimateur du maximum de
vraisemblance pénalisée :

Ĝ = argmin
G∈GDAG

1
n

p∑
i=1

p∑
j=1

(
(X − XG)j

i

)2
+ λ ‖G‖1

 ,

où GDAG désigne l’ensemble des graphes acycliques dirigés et

‖G‖1 =
∑

i,j

∣∣∣Gj
i

∣∣∣
.
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Décomposition d’un DAG
Une matrice G est compatible avec un DAG G ssi :

G = PT tP,

où P et T sont respectivement une matrice de permutation et une matrice
triangulaire inférieure stricte.

X2 X3

X1

X4

2

1

−1

3

0.5

G =


0 0 0 0
1 0 2 −1
3 0 0 0
0 0 0.5 0


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Décomposition d’un DAG
Une matrice G est compatible avec un DAG G ssi :

G = PT tP,

où P et T sont respectivement une matrice de permutation et une matrice
triangulaire inférieure stricte.

X2 X3

X1

X4

2

1

−1

3

0.5

T =


0 0 0 0
3 0 0 0
0 0.5 0 0
1 2 −1 0


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Décomposition d’un DAG
Une matrice G est compatible avec un DAG G ssi :

G = PT tP,

où P et T sont respectivement une matrice de permutation et une matrice
triangulaire inférieure stricte.

X2 X3

X1

X4

2

1

−1

3

0.5

P =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0


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Décomposition d’un DAG
Une matrice G est compatible avec un DAG G ssi :

G = PT tP,

où P et T sont respectivement une matrice de permutation et une matrice
triangulaire inférieure stricte.

X2 X3

X1

X4

2

1

−1

3

0.5

P =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0


→ σ = (1 3 4 2) ∈ Sp

permutation qui ordonne les
noeuds du graphe.
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Décomposition d’un DAG
Une matrice G est compatible avec un DAG G ssi :

G = PT tP,

où P et T sont respectivement une matrice de permutation et une matrice
triangulaire inférieure stricte.

On se ramène au problème de minimisation suivant :

(P̂, T̂) = argmin
P∈Pp(R),T∈Tp(R)

{
1
n
‖X − XPT tP‖2

F + λ‖T‖1

}
,

où ‖X‖2
F =

∑p
i,j=1

(
Xj

i

)2
.
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D’un point de vue théorique

Considérons Ĝ(λ) = P̂T̂
t
P̂, où

(P̂, T̂) = argmin
P∈Pp(R),T∈Tp(R)

{
1
n
‖X − XPT tP‖2

F + λ‖T‖1

}
.

Notons Π0 l’ensemble des permutations telles que :

Π0 = {P ∈ Pp(R), tPG0P est triangulaire inférieure stricte}.

Deux objectifs :

Est-ce que P̂ appartient à Π0 ?

Obtention d’inégalités comparant Ĝ(λ) avec G0 ?
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Hypothèses sur le modèle

Hcoveei max1≤j≤p Var(Xj) ≤ σ2
0 , où σ2

0 est indépendant de p, n.

HRE(s) Pour s ∈ J1, p2K,

κ(s) := min
S⊂J1,pK2,|S|≤s

min
‖MSC‖1

≤3‖MS‖1

‖XM‖F√
n ‖MS‖F

> 0.

HSbem Le nombre maximal de parents smax d’un nœud du graphe
satisfait :

smax ≤ C
√

n
log p

p−3/2. ≤ C.

Hdimba p3 log p = O
n→+∞

(n).
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D’un point de vue théorique
Considérons Ĝ(λ) avec λ = 2C

√
log p

n smax. Sous les hypothèses Hcov,
HS, Hdim et une condition d’identifiabilité∗, avec probabilité au moins
1− 5/p :

P̂ ∈ Π0.

Théorème (Inégalités en prédiction et estimation)
De plus, si on suppose que l’hypothèse HRE(s) est satisfaite pour un
certain 1 ≤ s ≤ p2, alors, avec probabilité au moins 1− 5/p :

1
n

∥∥∥XĜ− XG0

∥∥∥2

F
≤ 16C2s2

max log p
nκ2(s)

,∥∥∥Ĝ− G0

∥∥∥
1
≤ 16C
κ2(s)

√
log p

n
s3/2

max.

* Hypothèse permettant de s’assurer qu’on apprend correctement
l’ordre des variables.
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Procédure d’optimisation

(P̂, T̂) = argmin
P∈Pp(R),T∈Tp(R)

{
1
n
‖X − XPT tP‖2

F + λ‖T‖1

}
.

1 Si on connaît P̂ ∈ Pp(R), le problème devient convexe et on peut
trouver T̂ ∈ Tp(R) solution de :

T̂ = argmin
T∈Tp(R)

{
1
n

∥∥∥X − XP̂T
t
P̂
∥∥∥2

F
+ λ‖T‖1

}
.

2 L’exploration de l’ensemble des permutations est difficile étant
données sa taille et sa structure (ensemble discret et non
convexe).

→ Mise en place d’un algorithme génétique hybride.
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Algorithme génétique hybride

Initialisation

Sélection

Croisement

Mutation

Test

Structure du graphe optimale T̂

Evaluation
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Opérateur de croisement

4 3 10 7 5 9 1 2 6 8

+ 6 1 9 4 10 2 8 3 7 5

= 4 ∗ ∗ ∗ ∗ 9 ∗ 2 ∗ 8
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Opérateur de mutation

5 7 1 10 2 3 9 4 6 8

↓

5 7 10 1 2 3 9 4 6 8
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Résultats numériques I

Pour une valeur de paramètre de pénalisation λ donnée, on compare
les arêtes apprises avec les arêtes du vrai réseau afin de calculer

la sensibilité (ou rappel), mesurant le ratio entre arêtes
correctement prédites et arêtes à prédire,

sensibilité =
Vrais Positifs

Vrais Positifs + Faux Négatifs
.

la précision, mesurant le ratio entre arêtes correctement prédites
et arêtes prédites,

précision =
Vrais Positifs

Vrais Positifs + Faux Positifs
,

ce qui permet de tracer des courbes précision-rappel en faisant varier
le paramètre λ.
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Résultats numériques I

Courbes précision-rappel pour deux réseaux en “étoile” de taille 30

algorithme génétique (en bleu)

forêts aléatoires (en vert)

algorithme de Boosting
multi-tâches (en rouge)

Lasso (en noir).
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Résultats numériques II
Méthode algo génétique Boosting Forêts aléatoires Lasso

N1 0.5223 0.3947 0.4212 0.4312
N2 0.6919 0.4315 0.4136 0.3920
N3 0.3557 0.3596 0.2718 0.4112
N4 0.4171 0.2332 0.2887 0.3349

TABLE: Aire sous la courbe précision-recall pour l’ensemble des réseaux et
l’état de l’art.

FIGURE: Réseaux jouets N1 and N2.
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Synthèse des travaux

Mise en place d’un algorithme pour la résolution de régressions
parcimonieuses multi-tâches.

Adaptation de l’algorithme de L2-Boosting pour l’estimation
d’indices de sensibilité dans le cas de variables dépendantes.

Apprentissage de relations causales au sein du graphe :
adaptation des résultats théoriques obtenus par van de Geer et al.
(2013) pour une pénalité en norme `0 et implémentation d’un
algorithme génétique hybride.
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Conclusion

Les algorithmes de L2-Boosting constituent des méthodes de
régression performantes :

Pas d’hypothèse nécessaire sur la structure de corrélation du
design (cas m = 1),
temps de calcul inférieurs à ceux des méthodes de l’état de l’art,
adaptation au cas multi-tâches pour améliorer l’apprentissage de
réseaux,
particulièrement adapté à l’analyse de sensibilité.

Amélioration de l’apprentissage de réseaux en s’intéressant aux
relations causales entre les nœuds du réseau

gérer les problèmes d’identifiabilité (restriction au cas où les
variances du bruit sont égales),
exploration de l’ensemble des DAGs par un algorithme génétique
hybride.
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Perspectives

Les algorithmes de L2-Boosting :
Affaiblir les hypothèses HRE± en autorisant λmax,min à croître
avec n,
Affaiblir l’hypothèse H1

b en considérant des bases de fonctions
plus grandes.

L’algorithme génétique hybride :
Le tester sur des jeux de données réels, ou de plus grande
dimension,
Faire un package R,
Montrer des résultats de convergence de l’algorithme génétique.

Gérer les problèmes d’identifiabilité du modèle en considérant
des données d’intervention pour orienter les arêtes du graphe
apprises sans hypothèses supplémentaires sur les variances du
bruit.
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