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Introduction

L’amélioration des races d’animaux d’élevage se fait actuellement par ’analyse de I'information
génétique des individus dans le but de sélectionner ceux qui présentent des caracteres économiques
importants comme la quantité de la production laitiere, la fertilité ou encore la performance sportive.

Pour réaliser cette sélection, il faut localiser sur le génome l'effet quantitatif choisi. A I’heure
actuelle, il existe un processus biologique expérimental permettant de lire I'information génétique,
le génotype, a des positions précises le long des chromosomes. Mais ces informations ne sont pas
suffisamment précises, il est nécessaire de connaitre l'origine parentale de chaque partie de cette
information génétique : une partie du génotype provient du pére des individus et 'autre de la mere
de l'individu.

De maniere générale, il y a deux situations dans lesquelles la reconstruction des haplotypes est
étudiée : soit a partir de génotypages d’individus supposés non-apparentés, soit a partir d’individus
qui forment une structure de famille(s). Dans les deux cas, il s’agit, soit de maximiser un critére de
parcimonie, soit de maximiser la vraisemblance du jeu de données.

Dans le cas d’'une population avec des relations de famille (pedigree), il est possible d’établir avec
plus ou moins de certitude selon les cas quelle est I'origine (maternelle ou paternelle) et la coségrégation
des marqueurs génétiques. Ceci est fondé sur un principe d’indépendance conditionnelle simple, la
meiose chez le pere est indépendante de la meiose chez la meére.

Le probleme de reconstruction d’haplotypes est alors formulé en terme de modeles probabilistes
graphiques comme les réseaux bayésiens [Friedman et al., 2000, Lauritzen and Sheehan, 2003]. Or
la communauté Intelligence Artificielle a développé de puissantes techniques pour la résolution des
réseaux bayésiens et dans un cadre proche que sont les réseaux de fonctions de coiits. Un réseau
bayésien peut étre transformé en un réseaux de fonctions de cotits dont les techniques de résolutions
sont méconnues dans la communauté de génétique statistique.

Pour exemples, les méthodes classiques de reconstruction d’haplotypes appliquent généralement
une séquence d’élimination (peeling en génétique) de groupe d’individus [Elston and Stewart, 1971]
ou de marqueurs génétiques [Lander and Green, 1987] qui s’apparente fortement & ’élimination de
variables [Dechter, 1999] en programmation dynamique (utilisé dans les réseaux bayésiens et les réseaux

de contraintes). De méme, I’algorithme d’élimination de génotypes [Lange and Goradia, 1987] peut
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étre assimilé a l'arc cohérence généralisée [Mackworth, 1977] dans les réseaux de contraintes.

Le but de cette these va étre d’utiliser et d’enrichir ces techniques autour des réseaux de fonctions
de cotits pour faire de la reconstruction d’haplotypes dans les pedigrees.

Lorsqu’une tache est trop complexe a réaliser, il est naturel de vouloir la décomposer en plusieurs
petites taches simples. Pour les réseaux de fonctions de cofits, il existe plusieurs niveaux de décom-
position : dont entre autres la décomposition de la structure et la décomposition des fonctions de
cofits.

Les cohérences locales ont démontré au cours de ces derniéres années leur intérét pour I’optimisation
dans les réseaux de fonction de cofits. Mais elles ne peuvent étre utilisées uniquement sur des fonctions
de cotits de petites arités. Nous avons élaboré une décomposition des fonctions de cofits permettant
de les exprimer sous forme de sommes de fonctions d’arité inférieures [Favier et al., 2011b]. Cette
décomposition s’est avérée efficace pour réduire la formulation de la reconstruction d’haplotypes dans
le cas des pedigrees de demi-freres et nous a conduit & identifier et formaliser une formulation compacte
de ce probleme [Favier et al., 2010].

Avant d’aborder 'inférence dans les réseaux de fonctions de cofits nous nous sommes intéressés a un
probleme de comptage de solutions, ce dernier étant un probléme tres difficile dans le cadre d’un calcul
exact, nous avons utilisé une décomposition du réseau en plusieurs sous-réseaux suivant des propriétés
structurelles. Nous avons élaboré une méthode de comptage exact, pouvant étre utilisée efficacement
sur les sous-problemes décomposés pour obtenir une approximation du nombre de solutions du réseau
de départ [Favier et al., 2011a].

Structure du manuscrit

La premiére partie est une introduction des formalismes de modeles graphiques probabilistes aux-
quels nous nous intéressons ainsi que ceux utilisés dans la littérature pour traiter la reconstruction
d’haplotypes (les chaines de Markov en particulier). Le chapitre 1 détaille le vocabulaire de la théorie
des graphes. Le chapitre 2 présente deux modeéles probabilistes que sont les réseaux bayésiens et les
chaines de Markov, leur formalisme, les requétes qu’ils peuvent traiter ainsi que quelques algorithmes
d’inférence et d’optimisation. Le dernier chapitre de cette partie est consacré aux réseaux de fonctions

de cofits a leur définition et leurs techniques de optimisation.

La deuxiéme partie est constituée de deux chapitres détaillant les contributions de cette these
pour le traitement des réseaux de fonctions de cotits consacrée a leur décomposition pour I'inférence
ou 'optimisation. Le chapitre 4 présente une décomposition de fonctions de cotits permettant de les
exprimer sous forme de sommes de fonctions contenant moins de variables. Nous montrons que cette
décomposition est équivalente a 'indépendance par paire dans les modeles graphiques probabilistes. Le
chapitre 5 présente I'utilisation d’une décomposition structurelle pour traiter le probleme de comptage

de solutions.
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La troisieme et derniere partie est consacrée a la reconstruction d’haplotype fil conducteur de
cette theése. Le chapitre 6 introduit les notions de génétique nécessaires a la bonne compréhension
du probleme. Le chapitre 7 formalise le probleme de reconstruction d’haplotypes et présente quelques
méthodes parmi les nombreuses existantes. Le chapitre 8 décrit notre formulation du probléeme pour
les pedigrees particuliers de demi-freres, pouvant étre obtenu de maniére automatique grice a la
décomposition fonctionnelle décrite au chapitre 4 et aux techngiques existantes des réseaux de fonctions

de cofits.






PARTIE 1

Etat de ’art : Modeles graphiques
probabilistes






Notions de la théorie des

graphes

Ce chapitre a pour but de présenter les différentes notions relatives aux graphes, qui seront large-
ment utilisées dans les chapitres qui suivent. Les graphes sont utilisés pour représenter les différents
modeles dits graphiques (les réseaux bayésiens, les réseaux de contraintes par exemple). Généralement
les sommets de ces graphes seront associés aux variables des modeles et les liens reliant les sommets
seront associés aux différentes fonctions (tables de probabilités conditionnelles ou de transitions, fonc-
tions de cofits, contraintes . ..) présentes dans les modeles. La théorie développée sur les graphes est
importante, ici nous n’en présentons qu’une petite partie, elle est utilisée dans certains algorithmes
des modeles graphiques pour les simplifier, les décomposer, établir des propriétés structurelles sur ces

modeles.

1.1 Définitions générales

Définition 1.1 Graphe

Un graphe G = (S, A) est une paire de deux ensembles, un ensemble de sommets S = {sy,...,s,}.
et un ensemble d’arétes A = {ai,...,ay}. Une aréte est un ensemble de deux sommets {s;,s;},
I<i#j<n

Définition 1.2 Graphe orienté
Un graphe orienté G = (S, A) est une paire de deux ensembles, un ensemble de sommets S =

{s1,...,5n}. et un ensemble d’arcs A = {ay, ..., an}. Un arc est un couple de deux sommets (s; — ;).

Les figures 1.1a et 1.1b représentent respectivement un graphe orienté et non orienté dont ’ensemble

des sommets est {A, B, ..., K, L} pour les deux graphes.

Définition 1.3 Sous-graphe

Soient un graphe (orienté ou non) G = (S,A) et X un ensemble de sommets tel que X C S. Le
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A A
°
j \,D B D E
B e 470 ° / l l B C
o ————— 0
H I H I
F .\ / * G F G
°
J L — J
K L K L
(a) Graphe orienté (b) Un graphe non orienté.

Figure 1.1 — Graphes

sous-graphe de G induit par X est le graphe G[X] = (X, Ax) ou Ax est défini par :
Ax ={(si =+ sj) € A|s;,s; € X} (Graphe orienté)

Ax = {{si,s;} € A|s4,55 € X} (Graphe non orienté)

Définition 1.4 Graphe partiel
Soient un graphe (orienté ou non) G = (S, A) et E un ensemble d’arétes (ou d’arcs) tel que E C A.
Le graphe partiel de G induit par E est le graphe G[E| = (S, E).

Définition 1.5 Graphe complet
Un graphe G = (S, A) est dit complet si et seulement si pour toute paire de sommets s; et s;, I'aréte

{si,sj} appartient a A.

Définition 1.6 Clique
Soit G = (S, A) un graphe. Une cligue est un ensemble de sommets X C S tel que tous les sommets

sont reliés entre eux c’est-a-dire que le sous-graphe G[X] est un graphe complet.

La taille de la clique est le nombre de sommets qui la composent. Une clique est dite maximale
si elle n’est pas strictement incluse dans une autre clique. Dans le graphe la figure 1.1b, I’ensemble
{B,C, F,G} forme une clique maximale du graphe.

La figure 1.2a représente le graphe partiel de G induit par I’ensemble des arétes {B,C}, {B,F},
{B,G}, {F,G}, {F,J}, {G,J}, {D,E}, {E.I}, {H,I}, {H,L} et {K,L}. La figure 1.2b représente le sous-
graphe de GG induit par I'ensemble des sommets A,B,C,D,E.F.K et L.

Le graphe G de la figure 1.2c est un graphe complet a cinq sommets A, B,C, D et E.

1.2 Parcours, Voisinage et Connexité

Par la suite, nous nous intéressons a un graphe orienté.
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A A
°
D E D E A
- o
C C
B s B
B E
3
) H I
F G F
J o
K L K L C D
(a) Un graphe partiel du graphe 1.1b (b) Un sous-graphe du graphe 1.1b (c) Le graphe complet a

cing sommets G

Figure 1.2 — Graphes non orientés

1.2.1 Parcours

Définition 1.7 Chemin
Un chemin entre deux sommets s; et s; dans G est une séquence d’arcs de la forme (ay,, ..., Gy, )
ol ay, = (Su;_, = Su;)

Vi, 1 <1 <k+1,au €A, ay, = (5i = 8u) €t ay,,, = (54, — 8j). Ce chemin sera noté

[SiSuy Sug - - - Su, 55| en donnant la séquence des sommets associés aux arcs composant le chemin.

Un chemin est élémentaire s’il ne passe pas deux fois par le méme sommet.

La figure 1.1a représente un graphe orienté a douze sommets {A, ..., L}. La séquence [B G C D E]
forme un chemin du sommet B au sommet E avec les arcs (B — G), (G — C), (C — D) et(D — E).

Définition 1.8 Circuit

Un circuit est un chemin dont le sommet de départ est également le sommet d’arrivée.

Définition 1.9 Chaine
Un chaine entre deux sommets s; et s; dans G est une séquence d’arcs de la forme (ay,, ..., ay,,,) ol
Aoy = (SUl,l — Sul) ou Gy = (Sul - Sul—l)

Vi, 1 <I<Ek+1 ay €A, ay = (5 = Suy) OU Gy = (54 — 8) et ay,,, = (54, — 5j) ou
Quyy = (55 — 5y, ). Cette chaine sera notée [s;5y, Sy, - - - 54, 5j] en donnant la séquence des sommets

associés aux arcs la composant.

Une chaine est élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le méme sommet. Tout chemin est

une chalne, mais toute chaine n’est pas un chemin.
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[J G C D] est une chaine du graphe 1.1a composée des arcs (G — J), (G — C) et (C — D).

Toute fois elle n’est pas un chemin du graphe puisqu’il n’existe pas d’arc (J — G).

Définition 1.10 Cycle
Un cycle est une chaine de longueur non nulle dont le sommet d’origine est le méme que le sommet

d’arrivée et pour lequel un méme arc n’est pas utilisé deux fois.
Tout circuit est un cycle mais la réciproque est fausse.

Définition 1.11 Longueur et distance
La longueur d’un chemin (chaine) est égale au nombre d’arcs qui le (la) compose. La distance entre

deux sommets s; et s; est égale a la longueur du chemin le plus court entre s; et s;.

1.2.2 Voisinage

Définition 1.12 Parents et ascendance
Soit un graphe orienté G = (S, A) tel que s;,s; € S et (s; — s;) € A. s; est un parent de s;.
L’ensemble des parents de s; est défini par parents(s;) = {s €S| (s — s;)}.

L’ascendance de s; dans G est définie par Asc(s;) = {s € S | 3 chemin de s vers s;}

Définition 1.13 Enfants et descendance
Soit un graphe orienté G = (S, A) tel que s;,s; € S et (s; = s;) € A. s; est un enfant de s;.
L’ensemble des enfants de s; est défini par enfants(s;) = {s € S| (s; = 9)}.

La descendance de s; dans G est définie par Desc(s;) = {s € S | 3 chemin de s; vers s}

Définition 1.14 Voisin et voisinage
Soit un graphe orienté G = (S, A). s; et s; deux sommets du graphe sont voisins si et seulement si
(si = sj) ou (s; — s;) sont des arcs du graphe. Le voisinage de s; est 'ensemble de ses voisins définis

par : voisins(s;) = parents(s;) U enfants(s;)

Définition 1.15 Degré

Soit un sommet s du graphe G.

Le degré sortant du sommet s est le nombre des enfants de s, §*(s) =| enfants(s) |.
Le degré entrant du somme s est le nombre des parents de s, 6~ (s) =| parents(s) |.
Le degré du sommet s est défini par d(s) = 61 (s) + 7 (s).

Pour le graphe orienté de la figure 1.1a, nous avons parents(/) = {F, H}, enfants(I) = {H, K}
et 0(I) = 4.

Remarque 1.16 Pour les graphes non orientés les notions de voisins, chaine et cycle sont définies
en remplacant “arc” par “aréte”. Mais les notions relatives a l'orientation des arcs comme les parents,

les enfants ou les degrés sortants et entrants perdent leur sens dans le cas des graphes non orientés.



1.3. Quelques classes de graphes 11

1.2.3 Connexité

Définition 1.17 Composante connexe
Une composante connexe dans un graphe quelconque, est un ensemble maximal de sommets tel que

pour toute paire de sommets s; et s;, appartenant a cet ensemble il existe une chaine reliant s; a s;.

Un graphe est dit conneze si tous ses sommets sont dans la méme composante connexe.
Le graphe de la figure 1.2a n’est pas connexe. Une de ses composantes connexes se compose des
sommets {D,E, H, I, K, L}.

1.3 Quelques classes de graphes

Plusieurs classes de graphes ont été définies par rapport a leurs propriétés structurelles. Les trois

classes présentées sont celles que nous retrouverons plus tard, dans les chapitres suivants.

1.3.1 Graphes sans circuit

Les graphes sans circuit sont utilisés par exemple pour représenter les graphes associés aux réseaux

bayésiens, aux chalnes de Markov, ces notions seront d’ailleurs présentées dans le chapitre 2.

Définition 1.18 Soit un graphe G = (S, A), une source de G est un sommet s de S tel que
parents(s) = (). Un puits de G est un sommet p de S tel que enfants(p) = ().

Propriété 1.19 Tout graphe sans circuit admet au moins une source et un puits.
Propriété 1.20 Tout sous-graphe d’un graphe sans circuit est sans circuit.

A partir d’un graphe orienté sans circuit, il est possible de construire un graphe non orienté, en
supprimant l'orientation des arcs et en reliant (“mariant”) les parents de chaque sommet entre eux,

ce graphe est appelé graphe moral.

Définition 1.21 Graphe moral
Soit G = (S, A) un graphe sans circuit. Le graphe moral G™ = (S, A™) de G est non orienté tel que
— Si (s; = s5) € A alors {s;,s;} € A™

— Pour chaque sommet s, si s;,s; € parents(s) dans G alors {s;,s;} € A™.

La figure 1.3 représente un graphe sans circuit (1.3a). Le sommet D possede trois parents : A,C,E,
dans le graphe moral(1.3b) associé ces trois sommets sont reliés par des arétes. Il en va de méme pour

les parents D, L du sommet H et I,L. du sommet K et H,E du sommet de I.
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A A
. T~ -
Z\ D E D--_ E
° ° —=
B J/l l R
I><I eo— o /\\
H I H \ I
e F G -
F N
V%
J @@ +— 0 J
K L K L
(a) Un graphe sans circuit. (b) Son graphe moral.

Figure 1.3 — Un graphe sans circuit et son graphe moral.

1.3.2 Graphes acycliques

Définition 1.22 Arbre

Un arbre est un graphe 7' = (S, A) connexe et sans cycle.

La notion d’arborescence est I'adaptation de la définition d’un arbre pour les graphes orientés

connexes et acycliques.

Définition 1.23 Polyarbre
Un polyarbre est un graphe orienté T' = (S, A), connexe et acyclique tel qu’il existe au maximum une

chalne entre deux sommets de S.

Définition 1.24 Arborescence
Une arborescence est un polyarbre tel que chaque sommet s n’a qu’un parent qu’on notera Pere(s) et

un seul sommet 7 appelé racine admet comme descendance S, Desc(r) = S.

Les sommets n’ayant pas de descendance sont généralement appelés les feuilles de I’arbre ou de

I’arborescence. La figure 1.4 illustre ces différents graphes acycliques définis.

Définition 1.25 Sous-arborescence
Soient T = (S, A) est une arborescence et s € S, le sous-graphe T'[s U Desc(s)] est appelé sous-

arborescence de T enracinée en s.

1.3.3 Graphes triangulés

Définition 1.26 Graphe triangulé
Un graphe non orienté G = (S, A) est triangulé si et seulement si chaque cycle de longueur supérieure

a quatre posséde une corde c¢’est-a-dire deux sommets non consécutifs dans le cycle sont voisins.
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C B A
D G ° ° °
B © . D -'/ \-'/A B -/ip\‘- F
\[/%.F AN /N
A e o ° ° e o
B G FE F E c G
(a) Un arbre (b) Un polyarbre (c) Une arborescence

Figure 1.4 — Graphes acycliques

Propriété 1.27 Tout sous-graphe d’un graphe triangulé est triangulé.

Le graphe de la figure 1.1b page 8 n’est pas triangulé car dans le cycle [D E I H D] les sommets D
et I ne sont pas voisins dans le graphe ni les sommets E et H. De méme, le cycle [H I K L H| n’admet
pas de corde. Par contre dans celui de la figure 1.5a pour ces mémes cycles, il existe bien des cordes,

ici {E,H} et {I, L}, ainsi que pour tous les autres cycles, le graphe est triangulé.

Définition 1.28 Soit un graphe G = (S, A), un sommet s de G est simpliciel si et seulement si le

sous-graphe G[voisins(s)] est complet.

Définition 1.29 Soit O = [s1,...,s,] un ordre sur les sommets du graphe G = (S, A). On appelle

voisinage ultérieur d’un sommet s; Pensemble voisins™(s;) = {s; € voisins(s;) | j > i}

Définition 1.30 Un ordre O = [sq,...,S,]| sur les sommets du graphe G = (S, A) est un schéma
parfait d’élimination si et seulement si chaque s; est simpliciel pour le sous-graphe G[voisins™(s;)]

c’est-a-dire G[voisins™(s;)] est un graphe complet.
Il en découle une équivalence entre les graphes triangulés et les schémas parfaits d’élimination.

Théoréme 1.31 [Fulkerson and Gross, 1965]

Un graphe G = (S, A) est triangulé si et seulement si G posséde un schéma parfait d’élimination.

On utilise le procédé de triangulation pour obtenir un graphe triangulé a partir d’un graphe quel-
conque G = (S,A). Un ensemble d’arétes N est ajouté tel que G' = (S, A U N) soit un graphe
triangulé. En pratique, nous construisons un ordre sur les sommets du graphe a trianguler. La trian-
gulation revient alors a ajouter les arétes nécessaires pour que 'ordre choisi soit un schéma parfait
d’élimination du graphe.

Il existe des heuristiques pour construire l'ordre des sommets a partir duquel le graphe va étre

triangulé. Voici deux exemples d’heuristiques tres utilisées pour la triangulation :
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A A
D E D E
C = C S
B e B .

H 1 H 1

F G | F G |

J ‘ J ‘

K L K L

(a) Graphe triangulé avec 'ordre Min- (b) Graphe triangulé avec 'ordre MCS.

fill.

Figure 1.5 — Résultat de la triangulation du graphe 1.1b page 8 par les heuristiques Min-Fill et MCS

MCS (Maximum Cardinality Search) [Tarjan and Yannakakis, 1984] Elle ordonne les sommets
de n a 1, en choisissant arbitrairement le premier sommet, le sommet suivant étant pris parmi
ceux ayant le plus grand nombre de voisins déja numérotés. Sa complexité est en O(n +m’) ol

m’ est le nombre d’arétes dans G’.
Min-Fill Elle ordonne les sommets de 1 & n, en sélectionnant comme nouveau sommet, celui qui

permettra d’ajouter un minimum d’arétes si ’on compléte le sous-graphe induit par ses voisins

non encore numérotés. Sa complexité est en O(n(n +m')).

Suivant l'ordre Min-Fill [ BA JF G C D E HI K L] la triangulation du graphe de la figure 1.1b
page 8 donnée par la figure 1.5a . Suivant l'ordre MCS [K LEIH JB G F A D C] le résultat de la

triangulation est représentée par le graphe de la figure 1.5b .

1.4 Décomposition arborescente

Définition 1.32 Décomposition arborescente
Etant donné G = (S, A) un graphe non orienté, une décomposition arborescente de G est un couple

(C,T) ou T = (IF) est un arbre avec I l'ensemble des k sommets et F I'ensemble des arétes et

C ={Ci,...,Cx} une famille de sous-ensembles de S qui vérifie :
— U Ci=S
i€l

— Pour chaque aréte {z,y} € A, il existe ¢ € I avec {z,y} C C;.
— Pour tout 4, j,k € I, si k est sur une chaine allant de i & j dans T', alors C; N C; C Cy.

Les C; sont appelés clusters.

Cette définition ne donne pas une décomposition unique. Nous pouvons évaluer son degré de

ressemblance & un arbre par la largeur associée, ainsi plus celle-ci est proche de 1 (largeur d’un arbre)
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plus la ressemblance est importante.

Définition 1.33 Largeur d’arborescence

La largeur d’une décomposition arborescente (C,T) de G est définie par w = max | C; | —1. La largeur
i€

d’arborescence (ou largeur d’arbre) w* de G est la largeur minimale de toutes les décompositions

arborescentes de G.

Définition 1.34 Séparateurs et sommets propres
Soit une décomposition arborescence (C,T'), on appelle séparateur de C; le sous-ensemble de variables

S; = CiNCp avec p = Pere(i). L'ensemble des sommets propres d’un cluster est noté V; = C; \. .S;.

Définition 1.35 Descendance d’un cluster
Soit une décomposition arborescente (C,T"). Un cluster C; est un fils du cluster C; si j est un enfant
de i dans T'. L’ensemble des fils de C; est défini par £i1s(C;) = {C; | j € enfants(i)}.

Pour les décompositions arborescentes, la définition de la descendance d’un cluster est un peu
différente de celle des graphes. La descendance de C; est I’ensemble de ses sommets et de ceux des
clusters C; si j appartient a la descendance de i dans T C;, Desc(C;) = U Cj.

j€Desc(i)Ui

Considérons la décomposition arborescente de la figure 1.6b, les fils du cluster Cy4 sont les clusters
Cs et Cg et Desc(Cq) =C4UCsUCsUCr ={D,E,I,H, K, L}. La largeur induite de la décomposition
est égale a 3. L’ensemble des sommets propres du cluster Co est Vo = {B, F, G} et le séparateur avec
son pére C; est Sy = {C}.

C1
A
c D g G
“C
B
L
H p Co
F G
C4
p J
3 K L
Cr IKL | : Cy
(a) Recouvrement en clusters (b) Décomposition arborescente enracinée en Ci et les sé-

parateurs.

Figure 1.6 — Exemple de décomposition arborescente d’un graphe de la figure 1.5b.

Obtenir une décomposition arborescente optimale, de largeur induite w*, est un probléeme NP-

difficile. Pour la classe des graphes triangulés, la décomposition est facile a calculer.
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Chaque clique maximale d’un graphe triangulé correspond & un cluster de sa décomposition arbo-
rescente. Si deux clusters ont des sommets en commun il existe une unique chaine les reliant.
Ainsi pour calculer une décomposition arborescente d’un graphe, une méthode consiste a le trian-

guler puis en donner une décomposition.

Exemple 1.36 Pour obtenir une décomposition arborescente du graphe de la figure 1.1b page 8 nous le
triangulons suivant heuristigue MCS donnée précédemment dont le graphe résultant est a la figure 1.5b
page 14. A partir de ce graphe triangulé nous identifions les cliques maximales, mises en évidence par
la figure 1.6a, nous avons sept cliques mazximales, elles seront les sept clusters de la décomposition
arborescente. En choisissant C1 comme racine de notre arborescence nous obtenons la décomposition

arborescente proposée a la figure 1.6b.



Modeles graphiques

probabilistes

Ce chapitre a pour but de présenter, de maniére superficielle, deux modeles graphiques probabilistes
que sont les réseaux bayésiens et les chaines de Markov. Avant de pouvoir les présenter nous rappelons

les notions essentielles de probabilités pour leur compréhension.

2.1 Notions de probabilités

La théorie des probabilités a pour objectif de modéliser ce qui n’est pas déterminé a ’avance (par
exemple un lancer de dé). La théorie des probabilités ne va pas permettre de prédire quelle issue
va se réaliser mais quelle chance a chaque issue de se réaliser. Ainsi, nous allons associer a chaque
issue possible un nombre entre 0 et 1 qui traduit notre estimation des chances que cette issue a de
se réaliser : on appelle ce nombre la probabilité de cette issue. On appelle événement un ensemble

d’issues.

2.1.1 Définitions principales

Définition 2.1 Probabilité
Soient €2 un ensemble fini non vide, £ une famille d’événements observables sur 2. On appelle probabilité
sur (€, &) toute fonction P : £ — [0, 1] vérifiant :

1. P(Q) =1

2. Pour toute suite (A4;);>1 d’événements de £ deux & deux disjoints (Vi,j A; N A; =0) :
+oo
P({J A) =) P(4)
ieN* i=1
Le triplet (2, E,P) s’appelle espace probabilisé.

Remarque 2.2 ) étant un ensemble fini, se donner une probabilité P sur l’ensemble des parties de

Q n’est rien d’autre que se donner la fonction P sur Q : w € Q — p(w) = P({w}) . En effet pour tout



18 Modeles graphiques probabilistes

événement A, on peut écrire P(A) = Z p(w) . Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :
weA
-p:Q—[0,1]

- Zwewp(w) =1

Une telle fonction discréte est une distribution de probabilité.

Propriété 2.3 Propriétés générales d’une probabilité

Toute probabilité P sur (2, E) vérifie les propriétés suivantes :
1. P@)=0
2. Additivité
a) SiANB=0,P(AUB)=P(A) +P(B)

b) Siles A; (1 <1< n)sontdeux d deuz disjoints : IP’(U A;) = ZIP’(Ai)
i i=1
Définition 2.4 Variable aléatoire

Une variable aléatoire est une fonction X définie sur €2 :

X: QO — DX
w — X(w)

Pour x € Dx on note alors {X = x} '"événement {w € Q | X(w) = z}. Dx est le domaine de définition
de X.

Une variable aléatoire n’est rien d’autre qu'une fonction classique. Elle permet de caractériser des
événements par une valeur. On parle de variable aléatoire & valeurs discretes ou variable aléatoire
discrete lorsque le domaine de définition de la variable aléatoire est fini.

Dans ce chapitre et dans ’ensemble de cette these I’ensemble €2 est fini, les variables aléatoires

sont toujours considérées comme discretes.

Notation 2.5 Pour la suite les variables aléatoires seront représentées par une majuscule (A B,...).
Les valeurs qu’elles prennent lorsque l’issue w se réalise sont notées par la méme lettre en minus-
cule'(a € Da,b € Dp,...).

La plupart des ensembles seront représentés par une lettre en gras (S, X,...). Pour les ensembles

de variables, nous noterons Dx le produit cartésien des domaines des variables composant I’ensemble

X.

Remarque 2.6 [l ne faut cependant pas confondre P(A) la probabilité associée a l’événement A C Q

et P(A) qui est la fonction qui associe a tout élément a € Dy la valeur de probabilité de I’événement
A=a.

1. Lorsqu’aucune ambiguité n’est possible et pour simplifier au maximum les notations P(X (w) = z) = P{X =z}) =
P(X =z) =P(x).
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Définition 2.7 La distribution de la loi de X est z —— P(X = z). Pour connaitre la loi d’une
variable aléatoire il faut connaitre I’ensemble de ses valeurs possibles et la probabilité avec laquelle

elle réalise chaque valeur.

2.1.2 Probabilités sur plusieurs variables

Définition 2.8 Probabilité jointe
Soient X et Y deux variables aléatoires sur le méme univers 2, la probabilité jointe de X et Y est la

fonction définie sur Dx x Dy par :

P: DxxDy — [0,1]
(x,y) — P(l’,y)
ot P(z,y) = P{X =z} U{Y =y}

Cette définition peut étre étendue a tout ensemble fini de variables aléatoires.

Définition 2.9 Probabilité marginale
Soient U un ensemble fini, non vide de variables aléatoires, V C U un sous-ensemble non vide,
V' =U \ 'V et P(U) la probabilité jointe sur les variables de U. On appelle marginalisation de P sur

V' la fonction :
Vv € Dy, P(v) = Z P(v,Vv')

V/EDV/
Cette fonction est la probabilité jointe des variables V.

Exemple 2.10 Soient deux variables aléatoires A et B dont la probabilité jointe est donnée par le

tableaw suivant :

P(A, B) b1 bo b3
a 0.0579 0.1603 0.5118
as 0.0771 0.0607 0.1322

Par marginalisation P(A =a1) =P(A=a1,B=b01) +P(A=a1,B=bs) + P(A=a1,B =b3) =0.73

d’ot les deuz probabilités marginales :

ai as b1 bo bs
P(A) | 0.73 0.27 P(B) | 0.136 0.218 0.646

2.1.3 Probabilités conditionnelles, Indépendance

Définition 2.11 Loi fondamentale
Soient deux variables aléatoires sur le méme univers. Pour tout z € Dx et y € Dy, la probabilité

conditionnelle de X = z étant donné Y = y est notée P(z | y) et vérifie :

P(z,y) =P(z | y) - P(y)
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La définition suivante généralise la loi fondamentale pour un ensemble de variables aléatoires.

Définition 2.12 Loi fondamentale généralisée

Soit un ensemble de variables aléatoires (Xz‘)z‘e{l,...,n} sur le méme univers.

n

P(xy,...,xpn) = I_IIP’(JJZ | z1,...,2i—1)

i=1
La convention veut que P(X | (}) = P(X). Cette définition permet d’énoncer le théoréme de Bayes,

a la base de la statistique bayésienne et des réseaux bayésiens.

Théoréme 2.13 Théoréme de Bayes

Soient deux variables aléatoires X et'Y. SiP(x) est non nulle alors

P(z | y)P(y)

Py ) =+

La notion de probabilité conditionnelle n’a de sens que si ’événement Y = y influe sur I’événement
X ==z

Définition 2.14 Indépendance marginale

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes (noté X 1L Y ) si et seulement si
Vz € Dx, y € Dy P(z,y) = P(z) - P(y)

Cependant deux variables aléatoires peuvent étre indépendantes conditionnellement a d’autres,

c’est ce qu’on appelle simplement 1’indépendance conditionnelle.

Définition 2.15 Indépendance conditionnelle
Soient trois variables aléatoires X,Y et Z. X est indépendant de Y conditionnellement & Z (noté
X 1LY | Z) si et seulement si :

Ve € Dx, y€ Dy, z€ Dz P(x | y,2) =P(z | 2)

L’indépendance conditionnelle ne dépend pas de 'ordre ainsi nous avons également P(y | z,2) =
Py | 2).

L’indépendance marginale n’est autre qu’une indépendance conditionnelle ou Z est ’ensemble vide.
Plusieurs propriétés découlent de ces indépendances.
Propriété 2.16 Les propriétés suivantes sont équivalentes? :

1. XU1Y|Z

2. dF telle que P(X | Y, Z) = F(X, Z)

2. On généralise la notation Vz,y, P(z,y) par P(X,Y)
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3G telle que P(Y | X, Z2) =G(Y, Z)

JF,G telle que P(X,Y | Z) = F(X,Z)-G(Y, Z)
P(X|Y,7) = P(X | 2)

P(X,Y | Z)=P(X | Z)-P(Y | Z)

P(X,Y,Z) =P(X | Z)-B(Y | Z) - P(Z)

NS v S

Théoréme 2.17 Soit un ensemble fini de variables aléatoires {X1,...,Xn}.

P(X1,...,Xio1) = [[P(Xi | V)
i=1
avec Vi, V; C {Xl, e ,Xn} tel que X; 1L ({Xl, . 7Xi—1} ~ Vz) | V;

Démonstration.

P(Xy,..., X,)

Il

N
I
—

P(X; | X1,...,Xi—1) loi fondamentale

IP)(X’L | Vi?{Xh s >Xi—1} N Vz)

I

@
Il
—

I

-
Il
—

P(X; | Vi) propriété 2.16 (5)

2.1.4 Modeles graphiques probabilistes

Les modéles graphiques probabilistes (PGM, Probabilistic Graphical Models) permettent une ap-
proche générale pour les raisonnements automatiques sous incertitudes [Koller and Friedman, 2009].
Un modéle graphique probabiliste (ou distribution de Gibbs) est défini par un produit de fonctions
positives F, sur un ensemble de variables discrétes X, exprimant une information probabiliste ou

déterministe.

Définition 2.18 Modele Graphique Probabiliste

Un modele graphique probabiliste est un triplet (X,D,F) avec X = {X,..., X, }, un ensemble de
variables, D = {Dx,,..., Dx, }, un ensemble de domaines finis, et F = {f1,..., fiu}, un ensemble de
fonctions a valeurs réelles positives, chacune est définie sur un sous-ensemble de variables S; C X (i.e.

la portée). La distribution jointe est définie par :
11 7:(s0)
_ i=1
> I fixsa)

x€Dx 1=1

P(Xy,...,X,)
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Les PGM couvrent les réseaux Bayésiens, les réseaux et chaines de Markov, que nous présentons
en partie dans les sections suivantes (2.2 et 2.3) mais également les formalismes déterministes comme

les réseaux de contraintes valuées ou non que nous présenterons plus loin dans le chapitre 3.

2.2 Réseaux bayésiens

Un réseau bayésien est une représentation concise de la distribution de probabilité jointe sur un
ensemble de variables aléatoires.
Les réseaux bayésiens représentent un cas particulier des PGM utilisant une probabilité condition-

nelle par variable (m = n) et la constante de normalisation (dénominateur de P(X)) vaut 1.

2.2.1 Définitions

Définition 2.19 Réseau bayésien
Un réseau bayésien est défini par un graphe orienté sans circuit G = (X, A), un espace probabilisé fini
(€2, E,P) et un ensemble de variables aléatoires associées aux nceuds du graphe® définies sur (2, &, P)

tels que
n

P(X1,...,X,) = [[P(X; | parents(X;))
i=1

ou parents(X;) 'ensemble des sommets parents de X; dans G.

Remarque 2.20 L’ensemble V; défini dans le théoréme 2.17 page précédente pour un sommet X;
est exactement l’ensemble parents(X;) dans le cadre des réseaux bayésiens en supposant un ordre

topologique sur les variables.

Les réseaux bayésiens sont généralement définis a partir des variables aléatoires (qui forment les
nceuds du graphe) et un ensemble de tables de probabilités conditionnelles.

La figure 2.1 représente un réseau bayésien contenant cing variables. Il décrit par les saisons de
Pannée (X1) si la pluie tombe (X5), si 'arrosage est en marche (X3), si le chemin est mouillé (X4) et
si le chemin est glissant (X5). Toutes ces variables sont binaires. L’absence d’arc allant de X7 a X4
signifie que la saison n’influe pas directement sur I’état mouillé ou non du chemin. Ainsi le graphe de

la figure 2.1 indique que la probabilité jointe des cinq variables se décompose de la facon suivante :
P(X1,...,X5) =P(X1) - P(Xz [ X1) - P(X3 | X1) - P(Xy | X2, X3) - P(X5 | X4)

Les tables de probabilités conditionnelles associées sont données a la figure 2.1. Par exemple,
sachant que nous sommes en été (X; = été), nous avons une probabilité de 0.2 qu’il pleuve (X, =

oui).

3. L’ensemble X représentera également ces variables aléatoires.
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Saison (été, hiver)
X, = été  hiver
04 0.6

Arrosage (on,off) / \\ Pluie (oui, non)
X3 =on off Xo =oui non
X1 =¢été¢ | 09 0.1 X1 = été 0.2 0.8
X1 = hiver | 0.2 0.8 X1 = hiver | 0.75 0.25
\ / X4 = oui non
Yo —oui Xs=on [095 005

Chemin mouillé (oui,non) 2= X3 = off

X3 =on

0.8 0.2
l X2 = non

0.9 0.1
X5 =oui non
Chemin glissant (oui,non) X4=oui | 0.7 0.3
X4 = non 0 1

Figure 2.1 — Un réseau bayésien représentant les dépendances entre 5 variables.

A partir du graphe associé au réseau bayésien, il est possible de “lire” les indépendances condi-
tionnelles grace aux propriétés de Markov suivantes.

Nous définissons pour un graphe G = (X, A) ’ensemble des non-descendants d’un sommet X de
G :nDesc(X) ={Y € X | Y & Desc(X)} ou Desc(X) est 'ensemble des descendants de X.

Propriété 2.21 Soit un réseau bayésien avec un graphe orienté G = (X, A) et une loi P. Les pro-
priétés suivantes sont vérifiées.

Propriété orientée de Markov par paire La propriété est vérifice lorsque pour tout X et'Y non
voisins dans G et Y € nDesc(X)

X 1LY | nDesc(X)~{Y}
Propriété orientée de Markov locale La propriété est vérifiée lorsque pour tout X € X,

X U nDesc(X) | parents(X)

Cependant toutes les indépendances ne peuvent pas toujours étre représentées a travers un graphe

orienté, dont les indépendances par paire.

Exemple 2.22 Soit quatre variables aléatoires W, X, Y et Z. Nous avons les indépendances et non

indépendances suivantes :
X1ULW|Y, Z
YUZ|XW
XNY
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XNz
Y A w
Z N W.
Il n’est pas possible de représenter toutes ces (in)dépendances avec un graphe orienté, seul un réseau

de Markov le peut avec un graphe non orienté.
Soit un graphe non orienté G = (X, A) et une loi P.

Propriété 2.23 Propriété non orienté de Markov par paire

La propriété est vérifiée lorsque pour chaque X et'Y mon voisins dans G
X 1LY | X~N{X, Y}
Cette propriété est au coeur du chapitre 4.

Propriété 2.24 Propriété non orienté de Markov locale

La propriété est vérifice lorsque pour tout X € X
X 1L X N voisins(X) | voisins (X)

ot voisins(X) = voisins(X)U{X}

2.2.2 L’inférence

L’inférence consiste a calculer la probabilité a posteriori d'une (ou plusieurs) variable(s) du réseau
conditionnellement aux variables observées : P(X; | O = o) ou O C X est I'ensemble des variables
observées. L’inférence a été prouvée comme étant NP-difficile dans le cas général [Cooper, 1990].

Plusieurs algorithmes permettent en théorie de calculer cette probabilité de maniére exacte.

2.2.2.1 Algorithmes d’inférence

Propagation de messages [Pearl, 1988] Cette premiere méthode de propagation de messages
n’est valable que pour les réseaux bayésiens ayant comme graphe une arborescence. Cette particularité
permet de déduire qu’il existe une unique chaine entre deux sommets de ce graphe.

Soit O I’ensemble des variables observées. A partir d’'un sommet X, nous pouvons définir deux
ensembles de sommets Px et Ex tels que Px regroupe les sommets de O dont la chaine vers X passe
par un parent de X et Ex regroupe les sommets de O dont la chaine vers X passe par un enfant de

X et O = Px U Ex. Il est possible de montrer que

P(X | O =0)x AX)- 7m(X) (2.1)
avec A(X) x P(Ex | X) et m(X) x P(X | Px).

Il s’agit ensuite de calculer des messages A et m pour chaque variable selon un ordre topologique :
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- Les messages A

Pour chaque enfant Y de X :

WX =2)= 3 PY =y | X =2)-AY =) (2.2
yE€Dy

Le calcul de X pour la variable X s’obtient a 'aide la fonction suivante :

0o si X est instanciée & zo (X € O)
AX =2) = 1 si X est une feuille (2.3)
H Ay (X =z) sinon.
Y €enfants(X)

ou 55 est le symbole de Kronecker 4.
- Les messages m

Pour 'unique parent Z de X :

U€enfants(Z)~{X}

si X est instanciée

61’
7o A zo (X €0)
(X =)= P(X) si X est une racine (2.5)
Z PX=z|Z=2z2)-nx(Z=2z2) sinon.

z€eDy

dans ce cas sa complexité en temps est O(nd?) et en espace O(nd) avec n =| X |, d = maxx,ex Dy,

Cette propagation peut également s’effectuer dans les polyarbres®.

Clique-tree propagation [Lauritzen and Spiegelhalter, 1988, Jensen et al., 1990] La mé-
thode est applicable pour toute structure de graphe sans circuit contrairement a la méthode de propa-
gation de messages précédente. L’idée est de fusionner les variables pour se ramener a un arbre. Elle

est divisée en quatre étapes qui sont :
1. Moralisation du graphe (section 1.3.1 page 11 )
2. Triangulation du graphe moral (section 1.3.3 page 12 )
3. Construction d’une décomposition arborescente (section 1.4 page 14 )

4. Inférence dans la décomposition arborescente en utilisant la propagation de messages. précédente

1 sii=j
0 siij
5. graphe acyclique dont les sommets peuvent avoir plusieurs parents.

4. Le symbole 55 a la signification suivante : {



26 Modeles graphiques probabilistes

Les clusters de la décomposition arborescente deviennent les variables. L’envoi des messages (les
potentiels) dans la décomposition arborescente, permet d’effectuer l'inférence dans n’importe quel
réseau bayésien. Les potentiels vont étre mis a jour, il sera ensuite possible d’en déduire les lois
marginales pour les variables du réseau d’origine.

Cette méthode a une complexité, en temps et en mémoire, exponentielle en la largeur d’arbre.

D’autres méthodes exactes existent, loop cutset conditionning [Pearl, 1988], ainsi que des méthodes
approchées basées sur ’échantillonnage avec les méthodes MCMC (pour Markov Chain Monte Carlo)
[Gilks et al., 1996] ou I’échantillonnage de Gibbs [Lauritzen, 1996] dont la convergence peut étre lente
notamment s’il y a des probabilités tres faibles. En effet, toutes les probabilités, pour cette derniere

méthode, doivent étre strictement positives.

2.2.2.2 Requétes possibles sur la loi de P(X)

Il existe différents types de requétes pouvant étre demandées a partir d’un réseau bayésien de la
loi P(X) :

La vraisemblance des observations (PR) Calculer la probabilité P(O = o) ayant observé les
variables O C X .

Les probabilités marginales (MIAR) Calculer la probabilité a posteriori P(X; | O = o) de toutes
les variables X; € X \ O.

Maximum a posteriori hypothesis (M AP) Rechercher une affectation partielle u d’un sous-ensemble
U C X \ O de probabilité P(U = u | O = o) maximum.

Most Probable Explanation (MPE) Rechercher une affectation compléte u des variables U =
X \ O de probabilité¢ P(U = u | O = 0) maximum.

Les requétes PR et MAR sont des problémes d’inférence, MPE est un probléme d’optimisation
discrete, la derniere requéte MAP est un probleme plus difficile qui combine 'optimisation et une
forme de comptage. La requéte MPE peut également étre vue comme un probleme d’inférence. La
technique est d’effectuer I'inférence en remplacant les opérations de sommes par des opérations max

dans la propagation de messages [Lauritzen and Spiegelhalter, 1988].

2.3 Chaines de Markov cachées

Plusieurs méthodes de reconstruction d’haplotypes (cf. partie III) font appel & une modélisation
sous forme de chaines de Markov cachées et utilisent leurs algorithmes. Les chaines de Markov (ca-
chées ou non) sont des cas particuliers de réseaux bayésiens lorsque 'on veut représenter I’évolution
temporelle ou spatiale d’une variable aléatoire. La causalité est alors définie d’une variable & ’'instant

t vers une variable a 'instant ¢ + 1. Nous nous intéressons ici & des chaines finies.
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2.3.1 Définitions

Définition 2.25 Chaine de Markov finie
Une chaine de Markov d’horizon fini,n, est définie par un ensemble de variables aléatoires X et un
espace probabilisé fini (2, &, P) tel que :

n—1
P(X1,...,Xn) =P(X1) - [ P(Xes1 | Xo)
t=1
Dans le cas des chaines de Markov on parle également de probabilité de transition de I’état X; = e;

a l'état X411 = et41 a la place de probabilités conditionnelles.

Définition 2.26 Chaine de Markov cachée
Une chaine de Markov cachée ou HMM (Hidden Markov Model) H est définie par
— un ensemble E de d états dits cachés
— un alphabet D de caractéres observés
— une matrice de transition 7 : E x E — [0, 1] indiquant la probabilité de passer d'un état e; & un
état e; notée P(e; | €;).
— une matrice de génération G : E x D — [0, 1] indiquant les probabilités de générer un symbole
o € D a partir de ’état e € E notées P(o | e).
— un vecteur d’initialisation IT : E — [0, 1] indiquant les probabilités initiales P(e).

Exemple 2.27 Un casino malhonnéte

Le croupier utilise un vrai dé (V) la plupart du temps, mais parfois utilise un dé truqué (T). Le dé
truqué a une probabilité 0.5 pour un 6 et de 0.1 pour chacun des nombres 1 a 5. Le croupier bascule
entre un vrai dé et le truqué avec une probabilité de 0.05 et fait le changement inverse avec une pro-
babilité de 0.1. Le HMM correspondant est le suivant :

CE={VT L h la probabilité de ¢
_ D _ {172’3’4’ 5’6} € gTap € associle a La pTO aoiite ae transition es
- 0.95 0.05 0.95 .05 0.9

01 0.9

1 1 1
6 6 ©6 6
g =
1l 1 1 1 0.1
10 10 10 10

A partir d’'un HMM les mémes requétes que celles des réseaux bayésiens peuvent étre réalisées.

2 o
N—= Ol

Le réseau bayésien associé au HMM est représenté par la figure 2.2, quatre lancés de dé sont

représentés.

2.3.2 Algorithmes d’inférence

Dans la suite de cette section nous considérons un HMM H.
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Figure 2.2 — Le graphe du réseau bayésien associé aux HMM

Si 'on s’intéresse au probleme PR, le but est de calculer la probabilité de générer la séquence de

symboles O = o5 .. .0, avec le HMM H, ’approche directe est de calculer

P(O) = Z P(e1) - P(o1 | e1)...P(en | en—1) - P(on | €n)
{61,...,6n}
avec {ej,...,e,} un chemin permettant de générer O. Cependant ce calcul s’effectue avec une com-
plexité en O(nd™). Cette approche n’est clairement pas acceptable, c¢’est pourquoi des alternatives ont

été mises en place a l'instar de I'inférence dans les réseaux bayésiens.

2.3.2.1 Algorithme Forward-Backward

L’algorithme Forward Soit m(e) = P(01,...,0t e = €) la probabilité d’avoir généré la séquence
O = 01...0; et d’étre arrivé sur 'état e a l'instant ¢. Cette variable peut étre calculée de maniere

inductive :

Initialisation m(e) = P(e) - P(01 | €)

Induction m(e) = Z m—1(e) - Ple|€) | Pos | e)
e’cE

Connaissant 7, (e) pour tous les états e, le calcul de P(O) est immédiat :

(PR) P(O) = Z Tn(€) (2.6)
e€E
Le principe de l'algorithme dit forward consiste a calculer la probabilité de générer le premier
symbole de la séquence, puis a chaque étape de l'induction on rajoute un symbole et on itere la
procédure jusqu’a avoir calculé la probabilité pour la séquence entiere. Avec 'algorithme forward, le
calcul de P(O) admet une complexité en O(nd?). En effet cet algorithme est une spécilisation de
I’algorithme de propagation de messages au cas d’un graphe en forme de peigne.

Un algorithme similaire, ’algorithme backward, permet de réaliser se calcul a ’envers.

L’algorithme Backward Soit A(e) = P(0441...0, | e. = €) la probabilité de générer la séquence

O = 0441 ...0, en partant de I’état ey.

Initialisation \,(e) =1
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Induction M (e) = Z Air1(e) - P(e' | e) - P(opy1 | €)
e'cE

L’algorithme admet la méme complexité que l'algorithme forward. Il est possible de combiner les

deux algorithmes puisque nous avons ’égalité suivante :
(MAR) P(X; =¢€,0) =m(e) - Ae(e) (2.7)

2.3.2.2 Algorithme de Viterbi

Cet algorithme est utilisé pour résoudre notre probléeme MPE adapté aux HMM. A partir d’une
séquence de symboles O = 01,...,0,, le but est de trouver la séquence d’états qui a la probabilité
maximale de générer O. Ce qui importe, ce n’est pas tant la probabilité mais plutét 'affectation
des variables cachées. L’algorithme de Viterbi est un algorithme de programmation dynamique tres
similaire & ’algorithme Forward et permet de résoudre efficacement ce probleme.

Soit d(e) = max P(ey...e; = s,01...0) la probabilité maximale de générer la séquence O =

01 .. .0y suivant un unique chemin arrivant a 1’état e a 'instant ¢. De la méme maniére que pour m(e)

dans 'algorithme forward nous avons :

Initialisation d;(e) =P(e) - P(oq | €)

Induction d,(e) = (maﬁ( 5i—1(e’) - P(e | e’)) P(o; | €)
e'e

Connaissant d,(e) pour tous les états e nous pouvons calculer la probabilité maximale suivant un
chemin C' par :
P(O | C) =maxd
(0] 0) = max 3ue)

Mais ce qui importe, dans cet algorithme ce n’est pas cette probabilité mais plutét I'affectation
des variables qui a permis de 'obtenir. Il suffit alors a chaque étape t de I'induction et pour chaque

état e de mémoriser I'état ¢’ = 1)4(e) qui maximise I’équation d’induction.

Initialisation 1 (e) =0
Induction y(e) = (argmax di—1(e') - P(e | e')>
e'cE
Apres le calcul des 6 et 1, il ne reste plus qu’a dérouler le chemin ej ... e} de probabilité maximale

a ’aide de l'induction suivante :

Initialisation e; = argmax d,(e)
ecE

Induction e = v;(ej ;)

La différence principale entre I'algorithme de Viterbi et I’algorithme Forward résulte dans la der-

niere induction et dans la maximisation des probabilités plutot que leur somme.






Les réseaux de fonctions de

coluts

Les réseaux de fonctions de cofits sont une extension des réseaux de contraintes qui permet de mo-
déliser des préférences sur certaines combinaisons de valeurs, ou le coiit d’une violation de contrainte.
Ces techniques offrent des algorithmes performants pour rechercher des solutions minimisant le cofit
des violations des contraintes.

Dans un premier temps nous définissons rapidement le formalisme des CSP pour en arriver a celui
des Wcsp. Ensuite seront présentées les diverses techniques permettant de résoudre ces probléemes
d’optimisation. La derniére section présente comment avec les WCSP nous pouvons modéliser les

réseaux bayésiens.

3.1 Formalismes et définitions

3.1.1 Réseau de contraintes

Définition 3.1 Réseau de contraintes [Montanari, 1974]

Un réseau de contraintes ou Csp (Constraint Satisfaction Problem) est un triplet (X, D, C) avec X
un ensemble de n variables, D = {Dx,,..., Dx, } 'ensemble des domaines finis pour chaque variable
et C un ensemble de m contraintes. Chaque cg € C porte sur un sous-ensemble de variables S C X,
appelé portée de la contrainte. Elle n’autorise qu'une partie des combinaisons de valeurs (appelés

tuples) possibles pour les variables de S.

L’arité d’une contrainte est le nombre de variables sur lesquelles elle porte (c’est-a-dire | S | pour
la contrainte cg). On appelle contrainte unaire, binaire, voire ternaire et quaternaire, une contrainte
portant respectivement sur une, deux, trois et quatre variables. Pour les contraintes d’arité plus grande,

nous parlerons généralement de contraintes n-aires.

Définition 3.2 Affectations
L’affectation d’une variable X; € X est une paire (X;, v;), v; € Dx,, habituellement notée {X; < v;}.
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Une affectation de ’ensemble X est I'union des affectations des variables de X. Une affectation compléte
est I'affectation de toutes les variables du probleme, tandis qu'une affectation partielle ne porte pas
forcément sur toutes les variables. Une affectation cohérente est une affectation qui ne viole aucune

contrainte et une affectation complete et cohérente est appelée une solution du probleme.

Définition 3.3 Projection d’une affectation

La projection d’une affectation (partielle ou totale) A = {X; < v1,..., X, ¢ vi} sur ensemble
Y = {Xi,..., X, } € {X1,..., X} est laffectation partielle {X; < v;,...,X;, < v, }. Elle est
notée A[Y].

On notera X 4 I'ensemble des variables affectées dans A.

Définition 3.4 Extension d’une affectation

L’ extension d’une affectation A par une affectation A’, telle que X 4N X 4 = 0 est 'affectation AU A’

Probléme de satisfaction de contraintes

Entrée : Une instance Csp P

Sortie : l'instance P admet-elle au moins une solution ?

Le probléme de satisfaction de contraintes consiste a donner une valeur a chaque variable de telle
sorte que toutes les contraintes soient satisfaites. C’est un probléeme NP-Complet [].

Nous pouvons représenter la structure du Csp sous forme graphique, appelée graphe de contraintes.

Définition 3.5 Graphe de contraintes
Soit un Csp (X, D, C), le graphe G = (X, A) est le graphe de contraintes associé a P tel que {X;, X;} €

A il existe une contrainte cg avec {X;, X;} C S.

Remarque 3.6 Dans le cas d’un CSP binaire! le graphe de contraintes est simplement G = (X, C).
Toutes les notions de voisinage, de degré, présentées dans les graphes sont transposées dans les CSP au
travers de leur graphe de contraintes. Par exemple, [’ensemble des voisins d’une variable X, correspon-
dant a l’ensemble des variables partageant au moins une contrainte avec X, est exactement identifié

par l’ensemble voisins(X) dans le graphe de contraintes associé.

Exemple 3.7 Pour illuster ces définitions nous considérons le Csp P = (X, D, C) avec :
-X={A,B,C,D,E,F,G,H}
- D ={Da,Dp,Dc,Dp,Dg,Dr,D¢g, Dy} tel que Do = Dp = Dg = Dy = {a,b,c} et
Dy=Dp=Dg=Dp={a,b}.
~ C ={caBc,cap,CBE; CEF, CEG, CFH, CGH }
La figure 3.1 représente le graphe de contraintes associé a P.
Les combinaisons (tuples) interdites sont notifiées par X et les combinaisons (tuples) possibles par

v'. Les tables des contraintes sont les suivantes :

1. Le Csp admet des contraintes d’arité au plus binaires
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C
CABC
a b ¢ D E F
A| B CAD CBE CEF
7 X X a b c a b a b
al® alX v v v X v
blx v X Ab/X/ BbX/ Eb/X
ba///
b | X X V
H
G H CGH
CEG CFH a b ¢
a b ¢ a b ¢
X v V
alX Vv V al|lv Vv X
E F G|b|v X V
bl X X Vv b|v X
c|lv Vv X

Par exemple, la contrainte cgp interdit le tuple (b, a) et autorise les autres. Donc Uaffectation { B
b, E < a} wiole la contrainte cpg. L’affectation partielle A = {A < a,B < b,C < b,G < a,H < ¢}
est une affectation cohérente, car elle ne viole aucune contrainte. En effet méme si nous remarquons
que la contrainte cpg ne pourra pas étre satisfaite la contrainte n’est pas considérée comme violée
car la variable E n’est pas affectée dans A. Le CSP admet au moins une solution dont l'affectation

{A+~a,B+ a,C+ a,D+ ¢,E+ b,F + a,G <+ c,H + a}.

A B
CABC CBE
E cer F
CAD
C
CEG CFH
D

G ccH H

Figure 3.1 — Graphe de contraintes associé au Wcsp de 'exemple 3.7

3.1.2 Réseaux de fonctions de coiits

Les Csp utilisent seulement des contraintes pour modéliser I’autorisation ou l'interdiction de combi-
naisons de valeurs. Pour modéliser des préférences pour certains tuples de valeurs plusieurs formalismes
ont étendu les Csp, dont les réseaux de contraintes valuées (Vcsp, Valued Constraint Satisfaction
Problem) [Bistarelli et al., 1999]. Tous ces formalismes ajoutent aux CSP une structure de valuation

permettant de définir une structure algébrique caractérisant les cofiits associés aux solutions.
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Définition 3.8 Structure de valuation

Une structure de valuation est un quintuplet S = (V, @, <, L, T) ou V est 'ensemble des valuations,
@ lopérateur de combinaison dans V, < défini un ordre total sur V dont L est le minimum et T le
maximum. L’opérateur @ doit étre commutatif, associatif et monotone sur V, L doit étre son élément

neutre et T un élément absorbant.

Pour les réseaux de fonctions de cotits (Wcsp, Weighted Constraint Satisfaction Problem) la struc-

ture de valuation est la suivante.

Définition 3.9 Structure de valuation des Wcsp

La structure de valuation est un quintuplet S = (E,®,<,0, T) ot ET =[0... T]avec T € NU{+o0},
le plus grand cofit, il représente une incohérence, un cotit interdit. & est défini comme une somme
bornée dans E7 :

Va,b€ EY, a®b=min{T,a+b}
Un opérateur © est également défini tel que

T sia=T

a —b sinon.

Ya>be ET, a@b:{

Définition 3.10 Réseau de fonctions de coiits

Un réseau de fonctions de cotlits, WcsP, est un triplet (X, D, F) associé a la structure de valuation
(E*,$,<,0,T) avec X = {Xy,...,X,,} un ensemble de variables, D = {D1,..., D,,} un ensemble de
domaines finis et F = {fs,,..., fs,,} un ensemble de fonctions de coiits avec V1 < i < m, S; C X.

Une fonction de cotits fg, : ( X DXk> — ET
SIS

I1 existe une fonction de cofits particuliere associée au Wcsp d’arité nulle fp, c’est une constante

qui est ajoutée a n’importe quelle affectation.

Définition 3.11 Coiit d’une affectation

Le cotit d’une affectation complete A = {X; < z1,..., X, < z,} est donné par

cout(A) = fo €P fs,(A[S:])
i=1

Une affectation A est cohérente si cout(A) < T. Notons qu’avec T = 1, le WCSP se réduit & un
CsP : un coiit de 0 signifie la satisfaction et 1 la violation d’au moins une contrainte.
Probléme d’optimisation

Entrée : Une instance Wcsp P

Sortie : quel est le colit minimal ¢ d’une solution de P ?

c= min cout(A)

a AeDx, x..xDx,
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Exemple 3.12 Nous considérons le Wesp P = (X, D, F) avec :
- X ={A,B,C,D}
- D ={Da,Dp,Dc,Dp} avec D¢c = {a,b,c} et Dy = D = Dp = {a,b}.
- F ={faB, fBc, fBCD, fB} avec la définition des fonctions suivantes :

C
fBco
a b ¢ B C
B| D faB fac B
3 6 a b b ¢ s )
a
al® 0|3 2 al2 41 B
b |1 5 A A 2
bl0 5 b 4 5
ba0120
b1 4 2

Le cott minimal ¢ de ce probléme est 5 et une affectation possible avec ce coit est A = {A +
a,B « b,C < ¢,D < a}, en effet nous avons bien fppc(b,a,c) ® fap(a,b) @ fpc(b,c) @ fr(b) =
0e2@1®2=5.

Les trois opérations suivantes sur les fonctions de cofits permettent de réaliser toutes les opérations

qui seront présentées dans la section suivante.

Définition 3.13 Conditionnement
Soit une fonction f définie sur un ensemble S. Le conditionnement de f par rapport a l'affectation
d’une variable X; avec I'une de ses valeurs z; de son domaine, noté f(AU{X; + x;}), est défini par

une nouvelle fonction g sur ’ensemble S \ {X;} telle que
VA e DS\{Xi} g(.A) = f(A U {Xz — xz})

Définition 3.14 Addition de deux fonctions
Soient deux ensembles de variables S1 et So et deux fonctions f; et fo définies respectivement sur Sy

et So. La combinaison des deux fonctions (f; @ f2) définie sur 'ensemble S; U Sq est définie par

VA € Ds,us,, (f1 ® f2)(A) = f1(A[S1]) © f2(A[S2])

Remarque 3.15 Il est également possible de réaliser une soustraction de deux fonctions, si So C S1.

La différence des deux fonctions (f1 © fa2) est définie par
VA€ S1, (f1© f2)(A) = f1(A) © f2(A[S2])

siVA € S1, fi(A) > fo A[Sa]).
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Définition 3.16 Projection d’une fonction
Soient deux ensembles de variables S et S’ tels que S’ C S et une fonction f définie sur I’ensemble S.
La projection de la fonction f sur ’ensemble S’, notée f[S'] est définie par

VB € Dy, f[S](B) = min f(A)

A€Dg,
A[S'|=B

Exemple 3.17 Reprenons le WCSP de exemple précédent ( 3.12 page précédente).

Le conditionnement de la fonction fap par Uaffectation 5
A <+ a} crée la fonction unaire A+ al)=gp.
{ } f fas({ }) =95 | Fan({A « a) ;
gp(a) = fap(a,a) et gg(b) = fap(a,b). La table ci- 5
contre illustre ce conditionnement.
La projection de la fonction binaire fap sur la variable B permet B
d’obtenir la fonction unaire fag|B] ci-contre. FaplBl ;
. . AB
faB[B](a) = min{ fap(a,a), fap(b,a)} = min{3,0} =0 5
fAB[B](b) = min{fAB(av b)a fAB(b> b)} = min{27 5} =2
C
faB @ fac
La somme des deux fonctions fap et fac est donnée par la table " 5 a b ¢
ci-contre.
Par exemple, le calcul pour obtenir le cotut du tuple (a,b,c) est a Z i Z
(faB @ frc)(a,b,c) = fap(a,b) © fac(a,c) =2@1=3 .
a
b
b 11 9 10

3.2 Techniques d’optimisation

3.2.1 Elimination de variables

Une premiere approche pour la résolution du probléme WCSP consiste a adapter les algorithmes
d’élimination de variables [Dechter, 1999] prévus pour les Csp.

La définition suivante présente le processus utilisé pour éliminer une variable du Wcsp.
Définition 3.18 Elimination d’une variable
Soit le Wesp (X, D, F). L’élimination d’une variable X; € X s’effectue en trois étapes :

1. Identification de toutes les fonctions de cotits portant sur la variable Xj.

2. Ajout au réseau d’une fonction f, portant sur les variables X; U voisins(Xj;), résultant de la

somme de toutes les fonctions identifiées en 1.

3. Projection de la fonction f sur I’ensemble voisins(Xj;).
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La variable X; et les fonctions portant sur elle sont alors supprimées. La variable X; a été éliminée.

L’algorithme d’élimination de variables VE ( Variable Elimination) dans les WCSP consiste a réduire
itérativement le nombre de variables du probleme WCSP en préservant le cotit de la solution optimale.

A la fin de I’algorithme il ne reste plus aucune variable, seule la fonction de cofits de portée vide
(fp) subsiste et est égale a I'optimum du probléme.

L’efficacité de cet algorithme dépend fortement de I'ordre dans lequel les variables sont éliminées.
En effet chaque élimination de variable crée une nouvelle fonction de cofits dont ’arité correspond au
nombre de variables voisines de celle éliminée dans le réseau modifié. La complexité est exponentielle
par rapport au nombre (maximum) de variables voisines d’une variable éliminée. A noter que trouver
un ordre optimal est NP-dur et que la complexité de VE en temps et en mémoire est exponentielle par

rapport a la largeur d’arbre.
Exemple 3.19 Reprenons le WCsP de l'exemple 3.12. Soit l'ordre d’élimination [A B C D].
1. Elimination de la variable A :
a) Les fonctions portant sur A sont fap et fac.

b) La table de la fonction fapc = fap @ fac est donnée dans 'exemple précédent.

¢) La projection de la fonction fapc sur {BC} est donnée par la table qui suit. Le probléme

est alors constitué des fonctions de cotits fpop, fBo, [B.

fBc

B

o A~ Q

=~ N
W =0

2. Elimination de la variable B :
a) Les fonctions portant sur B sont fpcp, fec et fB.
b) Les valeurs de la fonction fpop = fep @ fBe ® fB sont données par la table qui suit.

¢) La projection de la fonction fpep sur {CD} donnée par la table fop. Seule la fonction

fop est encore présente dans le réseau

, C
IBep
a b ¢ C
B|D fpc
a b ¢
al|8 9 12
a ald 9 5
b |6 12 12 D
b6 12 7
. al|5 20 5
b |7 12 7

3. Elimination de la variable C : Il ne reste plus que la fonction fop il suffit de faire la projection

de la fonction sur {D} dont le résultat est la table suivante
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B

fopla b
5 6

4. Elimination de la variable D : Méme principe que pour la variable C. La fonction fp est projectée

sur l'ensemble vide d’ou nous obtenons :

3.2.2 Recherche arborescente

Pour trouver une affectation des variables d’un probleme WCSP de colit minimum, une approche
courante est d’utiliser un algorithme de recherche arborescente en profondeur d’abord : ’algorithme
d’évaluation et de séparation ou DFBB (Depth First Branch and Bound). DFBB est décrit par 1’al-
gorithme 1, le premier appel a DFBB est DFBB(X, ), T). A chaque noeud de 'arbre de recherche
(correspondant a affectation d’une variable & une valeur), on calcule un minorant Ib(.A) du cofit des
solutions contenues dans le sous-arbre courant (correspondant a toutes les extensions possibles de
Paffectation courante A) ainsi qu’un majorant ub du cotit de ces solutions. Ce majorant est donné par
la valeur minimum des cofits des solutions déja trouvées. Si le minorant est plus grand que le majorant
alors toutes les extensions de l'affectation courante ne peuvent pas étre des solutions optimales, il n’est

pas nécessaire de continuer la recherche a partir de cette affectation.

Algorithme 1 : DFBB(Y, A, ub) : cofit
Entrée :
un ensemble de variables Y
une affectation A
une valeur € E*
Pré-conditions :
Y contient toutes les variables de X qui ne sont pas encore affectées dans A, i.e. Y = X \ Xy
Post-relations :
retourne min(ub, {cout(A’) | A’ est une affectation compléte telle que A C A'})

¢+ Ib(A)
if ¢ < ub then

if | A |=n then return ¢

Choisir X dans Y

Y Y {X}

forall z € Dx do

| ub < min(ub, DFBB(Y, AU {X < x},ub)

L return ub
return T

Exemple 3.20 Reprenons le WCSP de l'exemple 3.12 avec T =20 (ub =T ). La figure 3.2 représente
Uarbre de recherche de l’algorithme DFBB, le calcul de Ib(.A) est le colit des fonctions dont toutes les
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variables sont affectées dans I’affectation courante A, dans ’arbre de recherche la valeur de [b(.A) est
donnée entre parenthese, en bleu lorsque [b(A) < ub et en rouge lorsque [b(A) > ub. Par exemple
pour laffectation A = {A < a, B < a}, la valeur de lb est donnée par fap(a,a)+ fp(a) = 3@ 3.
L’affectation complete A = {A + a, B < a,C < a,D <+ a} admet un coiit inférieur & ub = T donc
la meilleure solution a un cofit inférieur ou égal a 11, la nouvelle valeur de ub. L’affectation partielle
Ay = {A < a,B «+ b} a un coit de 10 qui est plus grand que la valeur courante de ub égale a 9, il
n’existe donc pas d’extension de A; sur C' et D ayant un cotit inférieur a ub, ’algorithme arréte la

recherche pour cette affectation.

A = b
B (6)a (4 b (3)a b
m m m (7)

b

)

D a(l)b() a b (Ba b (5)a
T b 8) (X I

11 uwb=9 ub =6 ub =75

Figure 3.2 — Arbre de recherche de DFBB

La complexité temporelle de DFBB est en O(md"™) ou d est la taille maximale du domaine des
variables et sa complexité en mémoire est en O(n).

Cependant, efficacité de I’algorithme dépend de la qualité du minorant [b(.A) utilisé. Un minorant
simple peut étre calculé en prenant le cotit des fonctions dont toutes les variables sont affectées dans
I’affectation courante. Mais ce minorant n’est pas de bonne qualité.

Dans la section 3.2.3 nous allons voir des méthodes de filtrage permettant d’obtenir de meilleurs

minorants contenus dans la fonction fj.

3.2.3 Cohérences locales

Durant ces derniéres années, des minorants de qualité croissante ont été défini étendant les pro-
priétés des cohérences locales aux WCsP a l'aide de méthodes de filtrage. Un algorithme de filtrage
transforme un probléme WCSP en un probléeme WCsP équivalent. Son but principal étant de permettre
la déduction de valeurs impossibles, d’augmenter le cotit de la fonction constante fp qui servira de
minorant 2 et aussi de déduire des cofits unaires pour guider les heuristiques de choix de valeurs et de

variables.

2. d’ou la nécessité d’avoir des cotits positifs
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Définition 3.21 Equivalence de Wcsp [Cooper and Schiex, 2004]
Deux Wcsp, définis sur un méme ensemble de variables, sont équivalents s’ils ont le méme ensemble

de solutions optimales et la méme distribution des coiits pour toutes leurs affectations.

3.2.3.1 Opérations sur les réseaux de fonctions de coiits

Les reformulations préservant ’équivalence EPT (Equivalence Preserving Transformations) des
Wcsp agissent en déplagant les cotits entre les fonctions. Leur objectif est de transférer les cotits vers
les fonctions unaires ou la fonction constante (la fonction fj). Les opérations de reformulation sont :

la projection et 'extension d’un cofit.

Définition 3.22 Transformation par projection
Une transformation par projection est le déplacement d’un cotit o d’une fonction fg de portée S vers

une fonction unaire fx(z), ot X € X et z € Dx.

Pour conserver des cotits positifs, le colit projeté ne doit pas étre supérieur au minimum des

colits concernés par cette projection (c’est-a-dire a € [I’Af%i}n fs(A)]). L’algorithme suivant décrit

érations né ir ur réaliser rojection d’un coiit d’une fonction ver x).
les opérations nécessaires po éaliser la projection d’un cotit d’une fonction fg vers fx

Algorithme 2 : projection(fs, X, x, a)

Entrée :
une fonction de coflit sur 'ensemble de variable S fg
une variable X € S
une valeur x € Dy
une valeur o € B
Pré-conditions :
€ [1744{?(1]1;1 fs(A)]

forall A tel que A[X] =z do
L fs(A) « fs(A)sa
fx(z) « fx(z) @ a

Définition 3.23 Transformation par extension
Une transformation par extension est le déplacement d’un cotit « de la fonction fx (z) vers une fonction
fs de portée S avec X € S.

Pour conserver des cofits positifs, le cotit & étendre ne doit pas étre supérieur a fx(z) (c’est-a-dire

a € [1, fx(z)]). L’algorithme suivant décrit les opérations nécessaires pour réaliser cette extension.

Remarque 3.24 La projection d’un coit vers la fonction constante fy se fait par projection(fs, 0,0, «)

ainsi Ar[%]irzlw fs(A) devient Infiln fs(A).
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Algorithme 3 : extension(fs, X, z, @)

Entrée :
une fonction de coflit sur 'ensemble de variable S fg
une variable X € S
une valeur x € Dx
une valeur o € Bt
Pré-conditions :

a €[l fx(z)]

forall A tel que A[X| =z do
L fs(A) <« fs(A) @ a
fx(a}) < fx(a?) [SXe’

Pour illustrer ces opérations et les cohérences locales, nous définirons des WcsP binaires (X, D, F)
que nous représenterons par un graphe étiqueté ou les sommets représentent les valeurs et pour chaque
paire de variables X, Y € X ou fxy € F, pour chaque valeur x € Dx et y € Dy tel que fxy(x,y) > 0,
une aréte connecte les sommets associés aux valeurs {X < x} et {Y <« y}. L’étiquette de cette aréte
est la valeur du cott fxy (z,y). Les cofiits des fonctions unaires sont représentés par I’étiquette associée

aux sommets. Ce graphe est différent du graphe de contraintes, il s’apparente a la microstructure d’un
Csp.

(b) WaosP apres extension du
cotit fp(a) vers fas

fo=0

(c) Wcsp apres projection de-
puis fap vers fa(b)

fo=1

(d) Wcsp aprés projection de-
puis fa vers fy

Figure 3.3 — Opérations d’extension et de projections
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Exemple 3.25 Soit un Wcsp de deux variables A, B de domaine {a,b}. La figure 3.3a représente
le WCsP sous forme de graphe telle que nous ayons deux fonctions unaires fa et fp avec fa(a) =
fe(a) =1, et laréte qui relie les valeurs b des variables A et B représente un cott de 1 pour la fonction
binaire fap : fap(b,b) = 1. La figure 3.3b représente le WCSP équivalent aprés une transformation
par extension du coit fg(a) vers la fonction binaire fap.

— fap(a,a) ® fp(a) =0& 1 devient la nouvelle valeur de fap(a,a)

— fap(bya) ® fp(a) = 0@ 1 devient la nouvelle valeur de fap(b,a)

- fB(a) & fpla) =161 =0 devient la nouvelle valeur de fp(a)

La figure 8.3c représente le WCSP équivalent apres la transformation par projection du coit 1 de
la fap vers fa(b).

— fa(d) @1 =0®1=1 devient la nouvelle valeur de fa(b)

— fap(b,a) 61 =1&1=0 devient la nouvelle valeur de fap(b,a)

— fap(b,b) ©1=1®1 =0 devient la nouvelle valeur de fap(b,b)
Enfin projection(fs,?,0,a) donnée par la figure 3.3d produit un minorant fy = 1.

Pour la suite de la section nous définissons un Wesp P = (X, D, F) et X;, X; deux de ses variables.

3.2.3.2 Cohérence de nceud

La cohérence de noeud (NC, Node Consistency) est la plus simple des propriétés que 'on puisse

établir sur P en projetant tous les cotits unaires vers la fonction fp [Larrosa, 2002].

Définition 3.26 Cohérence de noeud (NC)
Une variable X est neud cohérente si

1. 3z € Dx tel que fx(x) =0

2. Vz € Dx, fx(x)® fp<T

P est noeud cohérent si toutes ses variables sont nceud cohérentes.

Si aucune valeur n’a de colit unaire nul alors nous pouvons projeter un cofit non nul sur fp.
Lorsqu’une valeur x d’une variable ne satisfait pas le second point de la définition 3.26, x est une

valeur impossible (interdite), elle peut étre éliminée du domaine de la variable concernée.

Exemple 3.27 Soit le WcsP P sur deux variables A, B de domaine {a,b}. Avec les fonctions unaires
fa et fp et la fonction binaire fap. La figure 3.4a représente P.

La variable A ne respecte pas la premiére condition de NC' car tous ses coits unaires sont stricte-
ment positifs (coits égaux a 1 et 2). La transformation par projection de la fonction unaire fa vers
la fonction constante fy soustrait un coit de 1 de fa(a) et fa(b) et ajoute ce cott a fy ce qui permet
d’obtenir le WCSP associé au graphe de la figure 3.4b satisfaisant cette premiére condition.

La variable B ne satisfait pas la seconde condition de NC car son affectation a la valeur b nous
donne fp(b)® fo =3®1 =4 £ T = 4. L'affectation de la variable B a b ({B < b}) ne peut participer

a une solution, la valeur b est donc supprimée de son domaine.
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Le WcsP résultant donné par la figure 3.4c¢ est neeud cohérent.

fo=0 T=4 fo=1 T=4 fo=1 T=4

(a) Le probléme P d’origine (b) Etablissement de la premiére (c) Etablissement de NC
propriété de NC

Figure 3.4 — Etablissement de la cohérence de nceud

Pour établir la cohérence de nceud il existe un algorithme de complexité O(nd) en temps et en

espace, ou d est la taille maximale des domaines.

3.2.3.3 Cohérence d’arc

Une autre cohérence locale existe, plus forte que la précédente dont ’équivalent dans les CsP est

tres utilisé : la cohérence d’arc (AC, Arc Consistency) [Schiex, 2000].

Définition 3.28 Cohérence d’arc

Une variable X, est arc cohérente si
1. Vfs € F tel que X € S, Va; € Dy, fs[S~ {X}|(zi) =0
2. X; est noeud cohérente

Le probléeme P est arc cohérent si toutes ses variables sont arc cohérentes.

Remarque 3.29 Lorsque le WCSP n’admet que des fonctions de coits au plus binaires, la premiére
condition peut se réécrire de la maniére suivante :
VX; € UO'iS’inS(Xi>, Vx; € Dx,, 3x; € DXj tel que inXj (a:i,xj) =0

Exemple 3.30 Nous considérons le WcsP de l'exemple 3.27 aprés Uavoir rendu neud cohérent (cf.
figure 3.4c reproduit dans la figure 3.5a). La variable B ne respecte pas la premiére condition de AC
car aucune fonction portant sur sa valeur a n’est nulle. La transformation par projection de la fonction
fap vers le coit unaire fp(a) permet d’obtenir le WCSP associé au graphe de la figure 3.5b, qui respecte
la premiére condition de AC. Aprés cette transformation, la variable B n’est plus neud cohérente, ne
satisfaisant plus la seconde condition de AC. En déplagant le coit unaire fg(a) vers fy, la variable B

redevient neud cohérente, le WCSP résultant associé a la figure 3.5¢ est arc cohérent.
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fo=1 T=4 fo=1 T=4 fo=2 T=4
(a) Le probléme P d’origine (b) Etablissement de la pre- (c) Etablissement de la seconde
miere condition de AC condition de AC

Figure 3.5 — Etablissement de la cohérence d’arc

Pour établir la cohérence d’arc, un algorithme présenté par [Larrosa and Schiex, 2003] a une
complexité temporelle en O(md> + n?d?) et une complexité spatiale en O(md) .

Cependant suivant ’ordre des transformations de projection utilisé pour rendre le WcCSP arc cohé-
rent nous pouvons obtenir des WcsP différents, avec des fj différents, mais équivalents. Mais maximiser
fo est NP-dur [Cooper and Schiex, 2004].

Les cohérences suivantes ont été définies pour les WCSP binaires.

3.2.3.4 Cohérence d’arc compléte

Une cohérence plus forte est la cohérence d’arc complete (FAC, Full Arc Consistency).

Définition 3.31 Cohérence d’arc compléte

Une variables X; est complétement arc cohérente si
1. VX; € voisins(X;), Va; € Dx,, 3x; € Dx;, tel que (fx,x; © fx;)[Xi](zi,75) =0
2. X, est noeud cohérente

Le probléeme P est complétement arc cohérent si toutes ses variables le sont.

Cependant pour la plupart des probléemes, il n’est pas possible d’établir un Wcsp équivalent com-

pletement arc cohérent.

Le Wcsp de la figure 3.6a n’admet pas de Wcsp FAC. En effet apres Pextension du cotit f4(b)
sur fap représenté par la figure 3.6b et la projection de fap sur fp(a) rerpésenté par la figure 3.6c,
la seule transformation possible (extension de fp(a) sur f4p) oblige a retrouver 1’état précédent du
Wcsp.
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n (V) ©) : 0 (O——©
>~ 7 \\,,// 1 N
fo=0 fo=0
(a) Le probléeme P d’origine (b) Transformation par exten- (c) Transformation par projec-

sion de fa(b) tion sur fp(a)

Figure 3.6 — Wcsp n’admettant pas de Wcesp équivalent FAC

3.2.3.5 Cohérence d’arc directionnelle

La cohérence d’arc directionnelle (DAC, Directional Arc Consistency) [Cooper, 2003] n’est basée
que sur une partie du voisinage contrairement a FAC. Elle est calculée suivant un ordre sur les variables
du probleme. Nous considérons un ordre arbitraire sur les variables tel que la variable X; est préférée
a la variable X si et seulement si i < j.

On note voisins™(X;) défini par voisins(X;)N{X; | i < j} Pensemble des voisins de X; suivants

dans ’ordre choisi.

Définition 3.32 Cohérence d’arc directionnelle (DAC)

Une variable X est directionnellement arc cohérente si
1. VX, € voisins™(X;), Va; € Dx,, dz; € Dx; tel que (fx,x; @ fx;)[Xi|(zi,zj) =0
2. X; est noeud cohérente

Le probleme P est “directionnellement arc cohérent” si toutes ses variables le sont.

Exemple 3.33 Nous considérons le WCsP P sur deux variables A, B de domaine {a,b}. Avec les
fonctions unaires fa et fp et la fonction binaire fap représenté a la figure 3.7a et ordre A < B.
La valeur a de la variable A ne respecte pas la premiére condition de DAC car laffectation {A < a}
entraine un cotit de 1 quelle que soit laffectation de B. Le report de cette information sur la fonction
unaire f4 (en gardant l’équivalence) se fait en deuz étapes :
— une transformation par extension du coit unaire fg(b) vers la fonction binaire fap (cf. fi-
gure 3.7b )
— une transformation par la projection de la fonction sur le coit unaire fa(a). Le WCSP résultant
est représenté par la figure 3.7c.
A ce stade, la variable A n’est pas neud cohérente, mais il suffit de transformer le WCSP par une
projection de la fonction unaire fa vers fy. Le WCSP résultant (figure 3.7d) est directionnellement

arc cohérent par rapport a lordre A < B et a un minorant non nul (fg =1).
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- o 1 K N
a a
|

fo=0 T=4

(a) Le probléme P d’origine

fo=0 T=4

fo=0 T=4

(b) Transformation par I’exten-
sion de fg(b)

(¢) Transformation par la pro-
jection sur fa(a)

fo=1 T=4

(d) Transformation par la pro-
jection sur fy

Figure 3.7 — Etablissement de la cohérence d’arc directionnelle

La complexité de DAC est la méme que celle de AC, O(md® +n2d?) en temps et O(md) en espace.

La cohérence d’arc directionnelle complete (FDAC Full Directional Arc Consistency) peut étre

établie en combinant la cohérence d’arc directionnelle et la cohérence d’arc.

Définition 3.34 Cohérence d’arc directionnelle compléte

Une variable X; est complétement et directionnellement arc cohérente si

1. X; est arc cohérente

2. X, est directionnellement arc cohérente

Le probleme P est complétement et directionnellement arc cohérent si toutes ses variables le sont.

3.2.3.6 Cohérence d’arc existentielle

La cohérence d’arc existentielle (EAC Ezistential Arc Consistency) [de Givry et al., 2005b] a pour

but (commun aux autres cohérences) d’augmenter la valeur de fp. Pour cela elle détecte pour chaque

variable les valeurs de cofit unaire nul pouvant étre augmentées par des transformations de projection

et extension.
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Définition 3.35 Cohérence d’arc existentielle

Une variable X; est existentiellement arc cohérente si
1. dz € Dy, fXZ(.’L'Z) =0et VX, € voisins(Xj;), dz; € DX]- tel que (inXj ) fXj)[Xi](xi,xj) =0
2. X, est noeud cohérente

Le probléeme P est existentiellement arc cohérent si toutes ses variables le sont.

Exemple 3.36 Nous considérons le Wcsp P sur trois variables A, B,C de domaine {a,b}. Avec les
fonctions binaires fap, fac et feo et les fonctions unaires associées a chaque variable. Le WCSP est
représenté da la figure 3.8a.

La variable B ne respecte pas la premiére condition de FEAC. Il est donc possible de trouver une
séquence de transformations permettant d’augmenter les cotts de la fonction unaire fp. Pour cet
exemple il suffit d’étendre le cott fo(b) sur fap et le coit fo(b) sur fpo dont le résultat est donné par
la figure 3.8b. Puis il est possible de projeter un coit de 1 sur fg(a) et sur fp(b) (cf. figure 3.8¢). Il ne
reste plus qu’a projeter la fonction unaire fp sur fy pour que la variable B devienne neeud cohérente
et que les deux conditions soient bien vérifiées pour toutes les variables du WcsSp. Le WCSP présenté

a la figure 3.8d est existentiellement arc cohérent.

11 est également possible de définir la cohérence d’arc existentielle et directionnelle (EDAC Ezxiten-
tial and Directional Arc Consistency) car en pratique EAC est établie conjointement avec FDAC. La
complexité de EDAC est de O(md? max(nd, T)) en temps et O(md) en espace.

Définition 3.37 Cohérence d’arc existentielle et directionnelle

Une variable X est existentiellement et directionnellement arc cohérente si
1. X est arc cohérente
2. X est existentiellement et directionnellement arc cohérente

Le probleme P est existentiellement et directionnellement arc cohérent si toutes ses variables le sont.

DAC et EDAC ont pu étre étendues au cas oul nous aurions des fonctions ternaires [Sanchez et al.,
2008]. D’autres propositions existent pour des fonctions globales particulieres [Lee and Leung, 2009]

cependant leur complexité augmente de maniére exponentielle en fonction de ’arité dans le cas général.

3.2.3.7 La cohérence d’arc optimale

La cohérence d’arc optimale (OSAC, Optimal Soft Arc Cohérence) permet d’obtenir une reformula-
tion équivalente dont fj est maximale. Elle abandonne 1'obligation de conserver des cofits entiers pour
s’autoriser des cofits fractionnaires. [Cooper et al., 2007] propose une formulation en systéme linéaire
dont la solution est une ensemble de transformations simultanées permettant d’obtenir f; maximale.
Cependant la résolution d’un tel systeme linéaire de grande taille est trop cofiteuse pour étre employé

a chaque nceud de la recherche.



48 Les réseaux de fonctions de coiits

fo=0 T=4 fo=0 T=4

(b) Transformation par les extensions des
colits fa(b) sur fap et fc(b) sur fo

fo=0 T=4 fo=1 T=4
(¢) Transformation par les projections sur (d) Transformation par la projection de fg
fr(a) et f5(b) sur fy

Figure 3.8 — Etablissement de la cohérence d’arc existentielle

3.2.3.8 La cohérence d’arc virtuelle

La derniére cohérence locale en date est la cohérence d’arc virtuelle (VAC, Virtual Arc Consis-
tency) [Cooper et al., 2008]. En passant par une transformation du Wcsp en CsP cette cohérence
trouve et applique une séquence de transformations permettant d’augmenter fj, si elle existe, mais
pas forcément de maniere maximale. Cette cohérence locale a permis de résoudre deux instances d’un
probleme d’affectation de fréquences qui étaient non résolues depuis plus de dix ans [Cabon et al.,
1999.
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3.2.4 Autres simplifications

Il existe d’autres simplifications que les cohérences locales pour réduire la taille du probleme.

3.2.4.1 Elimination de variables de degré borné

L’élimination de variables de degré borné VE(i) consiste a éliminer les variables dont leur degré
(nombre de voisins) courant? est inférieur & une valeur 4.

L’idée de [Larrosa, 2000] est d’introduire dans un algorithme DFBB une élimination de variables
ayant un petit degré a chaque nceud de la recherche (élimination a la volée) : DFBB-VE(i). L’utilisation
d’un degré de 2 maximum donne l’algorithme DFBB-VE(2) qui ne peut créer que des fonctions de cofits
binaires qui sont bien propagées par les cohérences locales vues précédemment. De plus 'ordre dans

lequel sont réalisées les éliminations de degré 2 n’a pas d’importance [Dechter, 2003].

3.2.4.2 Fusion de variables

Les fonctions de colits binaires fxy qui sont bijectives ou fonctionnelles (c’est-a-dire pour chaque
variable X il n’existe qu’'une seule valeur de Y compatible) permettent de substituer la variable X par
la variable Y dans toutes les fonctions portant sur X.

Les contraintes modélisant des égalités entre variables sont des fonctions bijectives. Elles ameénent

a simplifier le probléme en substituant les variables [Zhang et al., 2008].

3.2.5 Implémentation dans TOULBAR2

TOULBAR2 est un solveur de Wcsp en domaine public disponible sur la Forge logiciel de I'INRA
Toulouse a l'adresse http://mulcyber.toulouse.inra.fr/projects/toulbar2/. Il integre entre
autres, I'ensemble des cohérences locales présentées. VE(2) a chaque nceud de la recherche est consi-
déré dans la suite de cette these (voir le chapitre 4) comme étant une option incluse de 'algorithme
DFBB, ainsi DFBB dénote en réalité DFBB-VE(2). Dans TOULBAR?2 il est également possible d’ajouter
en pré-traitement de DFBB, de I’élimination de variable de degré ¢ borné que nous noterons alors
DFBB-VE(i). Il existe des méthodes de recherche utilisant également les décompositions arborescentes.
Il peut également étre utilisé pour la résolution des problemes MPE pour les réseaux bayésiens en
les transformant en WCSP équivalents dont la technique de transformation est présentée dans la sec-
tion suivante. Tous les développement issus des parties II et III sont inlcus dans la derniere version
disponible de TOULBAR2 (0.9.4.2).

3. il peut étre modifié si d’autres variables ont été éliminées avant.
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3.3 Lien avec les modeles graphiques probabilistes

Un R-WcsP est un Wcesp défini sur des réels positifs, les cofits peuvent ainsi représenter des

fonctions réelles positives.

Définition 3.38 R-Wcsp
Un R-WCSP est un réseau de fonctions de cofits associé a la structure de valuation (R™, @, <,0, +00)

ou @ est 'addition classique dans R.

Un PcMm (X, D, F) peut étre traduit en un R-Wese (X, D, W) avec
Vi e [Lm]v ws; = _log(fsi) +C

ou wg, € W et C est une constante pour garantir la positivité des fonctions de cotits obtenues.
Dans le cas particulier des réseaux bayésiens, le lien avec les R-WCSP peut étre formalisé avec la

définition suivante.

Définition 3.39 Lien entre réseau bayésien et R-Wcsp
Un réseau bayésien B défini sur un ensemble de variables X = {Xi,...,X,} associé a la loi de

probabilité P et au graphe orienté G peut se réécrire en un R-Wcese (X, D, W) tel que
W = {— log (IP’(Xl | parents(Xy))),...,—log (]P’(Xn ] parents(Xn)))}

et
P(X — X) — e—cout(x)

Cependant en informatique, les nombres réels sont représentés sur un nombre fini de bit, et cela
ne permet pas de représenter leur valeur exacte. Ainsi une succession de calculs sur ces nombres
conduit & des résultats approchés dont nous ne maitrisons pas ’écart & la valeur exacte?. Par contre
la représentation des nombre entiers permet des calculs exacts.

Pour maitriser cette erreur nous proposons d’approximer le PGM par un Wcsp défini avec 1'en-

semble des fonctions suivantes :
Vi€ [17m]7 ws; = ’V_MIOg(fSZ) + C-‘

avec M et C' deux constantes pour la précision et la positivité des ws, lors de la transformation
des réels en entiers.

Pour les cas particuliers des réseaux bayésiens C' = 0 car les fonctions sont des probabilités p
variant dans U'intervalle [0,1] et nous garantit la positivité de —log(p). Nous pouvons écrire 1’ensemble

des fonctions de coiits W de la maniére suivante :

4. 1l existe tout de méme des bibliothéques arithmétiques exactes sur les flottants
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W = {{—Mlog (]P’(Xl | parents(Xl))ﬂ ey {—Mlog (IF’(X” | parents(Xn)))—‘}

M — log(10)

ou M = ————"—— et p correspond a la décimale & partir de laquelle le réel est tronqué.
log(1 —10-7)

Exemple 3.40 Reprenons le réseau bayésien de la figure 2.1 page 23. En prenant p = 2 nous avons
M = —230.

Par exemple, pour la probabilité P(X, = été) = 0.4 nous avons le coit fx,(été) = [ —230-1log(0.4)] =
211. Cli-dessous le graphe de contraintes et les fonctions de coits associées au WCSP traduisant le

réseau bayésien. (En gras nous avons une fonction ternaire.)

Saison (été, hiver)

X1 = été  hiver

211 118

Arrosage (on,off) / \ Pluie (oui, non)
X3 =on off X9 =oui non
X1 = été 25 530 X =été | 371 52
X1 = hiver | 371 52 X1 = hiver 67 319
\ / X4 = oui non
. Xz=on
Chemin mouillé (oui,non) Xz = oui X3 = off
X3 =on

X9 = non X3 = off

X5 =oui non
Chemin glissant (oui,non) X4 =oui | 8 277
X4 = non T 0

3.4 Synthese

Dans ce chapitre nous avons présenté le formalisme des WCSP qui étend celui des CsP pour
représenter des fonctions de cofits dont nous voulons minimiser le cofit pour ses solutions.

Nous avons présenté ’algorithme DFBB qui est a la base de la résolution des Wcsp. Mais cette
méthode nécessite de bon minorants qui peuvent étre obtenus par des techniques de filtrage dites de
cohérences locales. Cependant nous avons vu que ces cohérences locales ne peuvent étre utilisées que
sur des fonctions de petites arités (unaire, binaire, voire ternaire).

Le chapitre suivant propose de réduire I’arité des fonctions pour permettre une utilisation plus
importante de ces cohérences qui ont démontré leur intérét lors de leur différentes évaluations au

cours des années.
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Nous avons décrit comment un réseau bayésien pouvait étre transposé en WCSP, ce qui nous
permettra dans la partie III d’utiliser toutes les techniques des WCSP a la résolution d’un probléme

biologique naturellement formalisé sous forme d’un réseau bayésien.



PARTIE 11

Décompositions fonctionnelles et

structurelles, exactes et approchées






Décomposition fonctionnelle :

une décomposition par paire

Dans ce chapitre nous allons définir une nouvelle décomposition de fonctions pour les réseaux de
fonctions de cofits permettant d’écrire une fonction comme étant une somme de fonctions de plus

petites arités.

4.1 Etat de l’art

La factorisation de la contrainte globale A11Diff est la plus connue, elle consiste a découper la
fonction en une clique de contraintes binaires de différence . Par exemple, A11Diff(A,B,C,D) peut se
réécrire avec I'ensemble des contraintes de différence suivantes A # B, A#C, A# D, B#C, B # D
et C # D.

La contrainte globale A11Equal, par sa structure mathématique (la transitivité de la relation d’éga-
lité) va se décomposer en un arbre de contraintes binaires 2. La contrainte A11Equal(A, B,C, D) peut

se réécrire par exemple avec 'ensemble des contraintes d’égalités suivantes A =B, B=C et C = D.

Des travaux existants ont considéré la factorisation de fonctions de probabilités spécifiques comme
les noisy-or et ses généralisations [Heckerman and Breese, 1996]. Nous considérons une variable aléa-
toire binaire (un effet) F et Cy, ..., C), ses n parents, binaires également, dans un réseau bayésien (les
causes de leffet). La fonction de probabilités associée serait définie en théorie a partir de 2™ termes.
Les fonctions de probabilités noisy-or ont la particularité que chaque cause Cj, indépendamment

des autres, peut provoquer l'effet E (indépendance causale). La probabilité conditionnelle peut alors

1. Cependant établir GAC directement sur A11Diff n’est pas équivalent a établir AC sur cette décomposition. [Bessiere
et al., 2009] prouvent qu’il n’existe pas de décomposition polynomiale méme avec ajout de variables pour A11Diff
garantissant cette équivalence de filtrage.

2. Pour cette contrainte nous avons vu dans le chapitre 3 que nous pouvions fusionner les variables car elles sont
associées a des contraintes binaires bijectives.
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s’écrire de la maniére suivante

P(E = faux | Cy =c1,...,Cp=cp) = (1 = )) H b (4.1)
ci=true

Une variable de “bruit" est ajoutée, elle représente toutes les autres causes de X qui ne seraient pas
représentées, sa probabilité d’étre vraie est notée A. Et chaque ¢; représente la probabilité d’échec
de la cause C; seule : ¢; = P(E = faux | C; = vrai,Vj # i Cj = faux) Pour cette fonction, seules
n + 1 probabilités sont nécessaires pour la définir complétement, ainsi P(E = vrai | Cy,...,Cp) =
1-PE = faux | C1 = ¢1,...,Cp = ¢,). Ainsi pour un effet ayant 10 causes possibles, 1 024
valeurs probabilités auraient été nécessaires alors qu’avec cette structure noisy-or seules 11 valeurs de

probabilités permettent de les calculer.

Exemple 4.1 Considérons un diagnostic médical (extrait de [Darwiche, 2009]). Un patient a un
mal de gorge, les causes possibles sont attraper froid, avoir la grippe et avoir une angine. En sup-
posant que “attraper froid” (notée F), “avoir la grippe” (G) et "avoir une angine” (A) sont des
causes indépendantes pour le “mal de gorge” (M) d’un patient, la table de la probabilité conditionnelle
P(Mal de gorge | Attraper Froid, Avoir la Grippe, Avoir une Angine) peut étre déterminée da partir des
quatre valeurs suivantes :

P(M = fauz | F = vrai,G = faux, A = fauzr) = 0.15

P(M = fauz | F = fauzr,G = vrai, A = fauz) = 0.01

P(M = fauz | F = fauzr,G = faux, A = vrai) = 0.05

A =0.02

Par exemple,
P(M =wvrai | F = vrai,G = vrai, A = vrai) = 1 — [(1 — 0.02)(0.15)(0.01)(0.05)] =~ 0.99993

P(M =vrai | F = vrai,G = faur, A =wvrai) =1 — [(1 —0.02)(0.15)(0.05)] =~ 0.993

P(M =vrai | F = fauzr,G = faur, A = fauzr) =1— (1 —0.02) = 0.02

Cette fonction noisy-or peut se décomposer en ajoutant des variables intermédiaires. Ces ajouts de
variables (cf. figure 4.1b) permettent d’obtenir une fonction déterministe représentant le Ou logique,
cette structure en OU induit également d’autres décompositions comme celle représentée a la figure 4.1c¢
pour 'exemple précédent, les fonctions résultantes ne font intervenir que trois variables au maximum.
De plus lorsque la variable effet E est affectée a faux par ’équation (4.1) nous avons une décomposition
de la probabilité en produit de facteurs. L’affectation d’une variable rendant d’autres indépendantes
est appelée I'indépendance contertuelle (dépendant du contexte, de 1'affectation de variables).

Zhang et Poole exploitent également les indépendances causales pour réduire les calculs nécessaires

a l'algorithme d’élimination de variables pour linférence [Zhang and Poole, 1996]. Pour cela ils du-
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Froid Grippe
F e Angine
Ou J
Angine Grippe Froid X A’

] Ny

A’ G’ F’ Autre Xy Autre

Ou
<M
Angine Grippe Froid X3

N |

Mal de gorge Mal de gorge Mal de gorge
(a) Réseau bayésien original (b) Apparition de la fonction déterministe (c) Décomposition d’un ouU logique

Ou

Figure 4.1 — Différents réseaux de 'exemple 4.1

pliquent les variables “effet” et construisent des fonctions composées de 'effet et d’une de ses causes.
Ainsi I’élimination d’une cause ne la relie pas a toutes les autres.

Savicky et Vomlel définissent des factorisations générales dédiées a I'inférence probabiliste [Savicky
and Vomlel, 2007]. Ces factorisations consistent a décomposer une fonction en une somme de fonctions,
chacune étant le produit d’un ensemble de fonctions unaires via I’ajout de variables intermédiaires dont
leur domaine est au pire le produit cartésien de leurs parents. Les auteurs utilisent le calcul tensoriel
pour obtenir ces factorisations.

Hammersley et Clifford proposent un théoréme dans [Hammersley and Clifford, 1971]3 disant
qu’une distribution positive* P se factorise en un unique réseau de Markov minimal #. Le réseau est
minimal dans le sens ou la suppression d’une aréte crée une nouvelle indépendance conditionnelle non
présente dans la loi P. En prenant les cliques maximales dans H, chaque clique donne la portée d’un
facteur (une fonction positive) et P est égale au produit de ces facteurs divisé par une constante de
normalisation. La décomposition des cliques n’est pas traitée, en effet certaines cliques pourraient étre
en réalité la réunion de fonctions plus petites (par exemple une clique de taille trois peut résulter de
trois fonctions binaires portant sur trois variables ou une fonction ternaire portant sur ces trois mémes
variables).

Dans le cadre des Csp, si une contrainte de variables booléennes admet une décomposition en un

3. Voir aussi le Théoréme 4.5 page 121 dans [Koller and Friedman, 2009].
4. aucune probabilité nulle
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arbre de contraintes binaires, Dechter et Pearl proposent une méthode pour identifier cet arbre (il
n’est pas forcément unique) en utilisant les arbres recouvrants de poids maximum [Dechter and Pearl,
1997]5. A partir d’'une contrainte d’arité r, chaque poids p(X;, X;) de laréte {X;, X;} est calculé

suivant la formule

1 #(zi, ;)
p(Xi, Xj) = - #(zi, x5) log —————— (4.2)
R ED: VU G () # ()
ijDXj
ol #(x;,x;) est le nombre de tuples t autorisés par la contrainte tel que t[X;, X;] = (z;, ;) méme

principe pour #(x;).

Exemple 4.2 Soit une contrainte sur les cing variables A, B, C, D et E dont les tuples autorisés

sont représentés dans la table suivante

o oo oo o o olh
—_ == === o ol
oS O O =~ R = R~k =0
—_ = O O R =~ |
—_ O = = = O = Oollh

A partir de la table nous pouvons calculer par exemple #(A = 0) = 8, #(B = 1) = 6 ou encore
#(B=0,C=1)=2, #(D =1,E = 1) = 3. Sur la figure 4.2a sont représentés les poids qui sont
calculé a partir de la formule (4.2). La figure 4.2b représente un arbre recouvrant de poids mazximum
identifiant ainsi les contraintes binaires le composant Cap, Cpco, Cpp et Cpg. Les tuples autorisés
pour chacune des contraintes sont la projection de la contrainte d’origine sur la portée des contraintes

considérées.

Cette décomposition permet de réduire le nombre d’arétes du graphe de contrainte et également
d’en réduire sa largeur d’arbre. De plus, faire GAC sur la contrainte ou AC sur sa décomposition est
équivalent. La contrainte A11Equal que nous avons énoncé précédemment fait partie de ces contraintes

décomposables en arbre de contraintes binaires.

Il existe d’autres moyens que la décomposition pour réduire ’arité des fonctions. Par exemple, il
est toujours possible de transformer un WCSP n-aire en un WCSP binaire par la transformation duale.

Chaque fonction de cotits du WcsP devient une variable dans le dual ayant comme domaine I’ensemble

5. Lorsque la contrainte n’admet pas de décompsition en arbre, les arbres qui peuvent étre construits ne résument
pas la contrainte.
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(a) Graphe de la contrainte (b) Un arbre recouvrant de
poids maximum

Figure 4.2 — Construction d’un arbre de contraintes

des tuples. Pour ce qui est des fonctions de cotits dans le dual, nous avons une fonction unaire pour
chaque variable dans le dual ou f¢,(¢;) correspond au cofit associé au tuple ¢; dans la fonction C;
du Wcsp d’origine et il existe une contrainte entre deux variables C; et C; dans le dual lorsque les
deux fonctions de cofit partagent au moins une variable dans le Wcsp d’origine. Le tuple (c¢;, ¢;) est
autorisé si 'ensemble des variables (d’origine) communes a C; et C; ont la méme valeur dans ¢; et ¢;.

Cependant avec cette nouvelle représentation nous obtenons des variables ayant des domaines de
grande taille (d", si d est le domaine maximum des variables d’origine et r I’arité maximale de leurs
fonctions). Cette reformulation a été testée dans [de Givry et al., 2003] pour Max-3SAT, elle ne fait

rien gagner en terme de complexité de la propagation et était apparemment inefficace.

La décomposition par paire que nous proposons dans le cadre WCsP permet d’enlever (au moins)
une aréte & chaque clique du graphe issue de la fonction de colits décomposable, mais elle ne garantit

pas que nous ayons un filtrage par cohérence locale équivalent a celui de la fonction de départ.

4.2 Décomposition par paire d’une fonction de coiits

Nous définissons d’abord la notion de décomposition par paire.

Définition 4.3 Une décomposition par paire d'une fonction de cotits f(S) par rapport a deux variables
X, Y € S (X #Y), est une réécriture de f en une somme de deux fonctions (positives) fi(S \ {Y'})
et fo(S ~ {X}) telles que :

f(8) = LS~ A{Y}) + fo(S N {X})

L’exemple 4.4 page suivante présente une fonction décomposable. Une décomposition par paire

remplace une fonction de cotits d’arité r = |S| par deux fonctions de cofits d’arité (r —1). Ce processus
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de décomposition peut étre répété récursivement sur les fonctions résultantes, jusqu’'a ce qu’aucune

décomposition par paire soit trouvée pour chaque fonction de cofits restante.

Exemple 4.4 La fonction f(X,Y) suivante est décomposable par paire par rapport a X etY .
X Y| f(X)Y)

a a 5 X || f1(X) Y || f2(Y)
a b 7 = a 2 + a

b a 4 b 1 b

b b 6

Définition 4.5 Une fonction de coiits f(S) qui ne peut étre décomposée par paire pour aucun choix
de X,Y € S est dite irréductible.

Propriété 4.6 Un WCSP est décomposé par paire si toutes ses fonctions de cotts sont irréductibles

Cette propriété est respectée en appliquant le processus itératif précédemment décrit pour toutes
les fonctions de cofits.

Le théoréme suivant montre que tester si une fonction de cofits peut étre décomposée par paire
par rapport a X, Y est équivalent a tester I'indépendance de paire entre X et Y dans une distribution

de probabilité appropriée.

Théoréme 4.7 Soit S = {X,Y} UZ un ensemble de variables aléatoires, f(S) une fonction de

colts sur S avec au moins une affectation autorisée, et une distribution de Gibbs paramétrisée par f

1
Py = S5 o (—/9)) exp(—f(S)). Alors,

(X LY |Z) = f(X,2,Y) = (1(X,Z) © [2(Z,Y)

Démonstration. Dans la suite, nous utilisons P comme raccourci pour Py et C' = Zexp(— f(S)) >0,

S
une constante de normalisation. Par définition des indépendances conditionnelles [Lauritzen, 1996],
nous avons :
(XUY|Z) < PX,YZ)=P(X |Z2)P(Y | Z)P(Z)
P(X,Z)

= P(X,Y,Z)= P05

P(Y,Z), avec P(Z) > 0
Supposons P(X,Y,Z) =P(X | Z) P(Y | Z) P(Z).

Nous avons f(X,Z,Y) = —log(C P(X,Y,Z)) = —log(C P(X | Z) P(Y | Z) P(Z)).

Définissons f](X,Z) = —log(P(X | Z)) et f5(Z,Y) = —log(P(Y | Z)P(Z)), deux fonctions de cofit
positives.

Ainsi f(X,Z,Y) = f{(X,Z)+ f5(Z,Y) —1og(C). Puisque f est positive, nous avons Vz € Dx,Vy €
Dy ,Vz € Dy, fi(x, z) + f5(z,y) — log(C) > 0.

Si log(C') est négatif, nous ajoutons —log(C) & f] ou f4 afin d’obtenir fi, fa.
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Sinon, pour chaque z € Dz, nous décomposons log(C) = ¢! + ¢ en deux nombres positifs.

Soit &, = argmin fi(z,z) et §, = argmin,cp,. f3(2,9).
z€Dx

De plus, nous avons f{(Z,2) + f4(z,9.) —log(C) = f(&,,2,9.) > 0.

Une solution possible est ¢! = min(f](#., z),1og(C)) et ¢ = log(C) — c..

Soit ¢! =1og(C) < f1(2,,2) et 2 =0, soit ¢l = f](%., 2) et 2 =1log(C) — fi(2, 2).

Dans ce cas, f5(2,9.) — c2 = fi(2,9.) + fl(&.,2) —log(C) > 0, ainsi Yy € Dy, f5(z,y) — 2 > 0.

Nous définissons Va,y, z, fi(z,2) = fi(z,2) — cl et fo(z,y) = f4(2,y) — ¢2, qui sont des nombres
positifs.

Finalement, nous en déduisons f(X,Z,Y) = f1(X,Z) + f2(Z,Y).

Supposons que nous ayons trois fonctions de cotits f(X,Z,Y), f1(X,Z), f2(Z,Y) telles que f(X,Z,Y) =
fl(X, Z) + fg(z, Y)
Nous avons
exp(—f(X,Z,Y)) = exp(—f1(X, Z)) exp(— f2(Z,Y)).
Par marginalisation, nous avons
P(X,Z) = > P(X,Y,Z)

Y
_ éexp<—f1<X,z><zexp<—f2<z,y>>>

Y

P(Y,Z) = ) P(X,Y,Z)

X
= éexp( f2(Z,Y)) ZGXP (—f1(X,Z)))
)i,Y
= &2 exp(-fi(X,2))) Zexp (—f2(Z,Y)))
X
Finalement, nous en déduisons ](P)((i)Z)P(K Z) = % exp(—f1(X,Z)) exp(—f2(Z,Y)) = P(X,Y,Z). O

Au lieu de tester I'indépendance de paire dans Py, qui nécessite des sommations et des multipli-
cations des nombres réels, nous proposons un test plus simple pour la décomposabilité de paire basé
sur des égalités de différences de cofits.

La section suivante détaille ce test pour les fonctions de cofits finis. La section d’apres propose une

nouvelle algebre pour prendre en compte les cotits infinis.
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4.2.1 Cas d’une fonction de coiits finis

Théoréme 4.8 Décomposabilité d’une fonction
Une fonction de coits finis f(X,Z,Y) est décomposable par paire par rapport a X etY si et seulement
siYu,v € Dx, Vz € Dz et Vk,l € Dy(k <1)° :

flu,z, k) — f(u,z,l) = f(v,2z,k) — f(v,2,1)

Démonstration. La fonction f(X,Z,Y") est a coiits finis donc I’addition utilisée est I'opérateur classique
des entiers. Soient Dx = {1,2,...,dx} et Dy ={1,2,...,dy}
f(X,Z,Y) est décomposable en f1(X,Z) et f2(Z,Y) si et seulement si tous les systémes (S;)

suivants (z € Z) admettent une solution.

fl(lvz) + f2(Z71) = f(17Z7 1)
(SZ) fl(gjvz) + f2(zvy) = f(l‘,Z,y) VCCGDX,?JGDY
fildx.z) + foz,dy) = f(dx,z.dy)

(Sz) peut se réécrire de maniere équivalente :
Yu,v € Dx et Vk,l € Dy

fl(u’z) + f2(zvk) = f(uvzak)
(R ) fl(U,Z) + f2(zak) - f(’l),Z,k)
i fl(u’z) + fZ(Z’l) f(u’ZJ)
fl(U,Z) + fQ(Zvl) - f(’l),Z,l)
f2(zak) = f(U,Z,k') - fl(u>z)
(Rz) — f2(z7k) = f(vvz7k) - fl(’U,Z)
fl(uv Z) = f(u,z,l) - f2(z>l)
fl(U,Z) - f('U,Z,l) - f2(z7l>
f1<u7 Z) = f(u7z7l) - f2(zvl)
(Rz) — fl(’U,Z) = f(U,Z,l) - fg(Z,l)
f2(zvk) = f(u,z,k) - f(u,z,l) + f2(zvl) (*)
f2(zak) = f(U,Z,k?) - f(U,Z,l) + f?(z7l) (*)
Avec les lignes (x) et (*) nous pouvons en déduire que (R;) admet une solution si est seulement si

f(u7zak) _f(uazal) :f(U,Z,k)—f(’U,Z,l)
O

Exemple 4.9 Soit la fonction f(A, B,C) avec la table de cout suivante. Testons sa décomposabilité

par rapport a A et C.

6. Nous avons —(f(u, z,k) — f(u, 2,1)) = f(u, z,1) — f(u, z,k) d’ott la condition de tester que dans un sens les égalités
en prenant un ordre arbitraire sur les valeurs.
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1l faut tester les égalités suivantes :

A B C|f
0 0 0yt F(0,1,0) = £(0,1,1) = f(L,1,0)—f(LL1) | 4-1 = 7-4 v
0 0 110
0 1 014 Les égalités sont vérifiées la fonction est donc décomposable par rapport a A
0 1 111 et C.
Lo 0ys A B /(A B) B C | h(B,C)
1o 12 0 0 0 0 0 1
L1 oy 0 1 1 0 1 0
1 1 1]+4 1 0 2 1 0 3
1 1 4 1 1 0

Ce théoreme ne peut pas s’appliquer lorsque les fonctions de cofits admettent des cofits infinis. En

effet dans ’exemple suivant, une égalité n’est pas vérifiée pourtant la fonction est décomposable.

Exemple 4.10 Soit la fonction f(A, B,C) avec la table de coit suivante. Testons sa décomposabilité

par rapport a A et C.
1l faut tester les égalités suivantes :

f(0,0,0) — f(0,0,1) = f(1,0,0) — f(1,0,1) T—-T = 3-2 X

A B C|f
0 0 0T
0o o 1T £0,1,0) = £(0,1,1) = f(1,1,0)~ f(L,L,1) | 4-1 = 7T-4 ¢
0 1 0]4 En effet T—T =T #3—2=1. Cependant la fonction est décomposable et
0 1 1}1 voict deuz fonctions fi et fo possibles telles que f = f1 & fo.
1 0 013
1 0 112 A B f B C| f
1 1 017 0O 0T 0 0141
1 1 1144 0 1] 1 0 110
1 01 2 1 01 3
1 11| 4 1 140

4.2.2 Intégration des coiits infinis (ou contrainte)

Pour obtenir un théoréme de décomposabilité qui puisse exploiter les cotits infinis, nous introdui-
sons une extension de la structure de valuation de cotits E = ZU{—T, T, Q} incluant les cofits négatifs
et un élément spécial absorbant 2 qui capture la liberté offerte par des différences de cofits infinis lors

du test de décomposabilité.
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4.2.2.1 Algebre dans E

Pour cette algebre nous définissons deux loi de composition internes, I’addition H et la soustraction

H ainsi qu’une nouvelle relation binaire pour comparer deux éléments de FE.

L’addition
Définition 4.11

a+b st —-T<a+b<T et abeZ (1)
a+b>T et ab#*T,—T

T si a=T et b#-T (2)

b=T et a#—T

Wl b — a+b<—T et abeZ
—T i a=—T et b#T (3)

b=-T et a#£T

a=T e b=-T
Q  si b=T e a=-T (4)
a=Q ou b=

Propriété 4.12
La loi de composition interne H est commutative, associative, admet comme élément neutre 0 et

comme élément absorbant.

Démonstration.

commutativité : Va,be E, («Hb) =bHa

a+ b= "0+ a par définition de Z.
a+b>2T=b+a> T par définition de Z.
a+b< —T=b+a< —T par définition de Z.

TH-T=Q=-THT
YVae E,aBHBOQ=0=0QHa

= o

—> H est une loi commutative.
associativité Va,b,c € E, (aBb)Hc=aB (bHc)
1. =T <a+ (b+c¢) < T par définitionde Z : a+ (b+¢) = (a+b) + ¢

2. Sia,b,ceZ,a+(b+c)>2T=(a+b)+c>T:aB(bHBc)=T=(aBb)HBc)
Sia=TbceZUT, THMBBce)=Tet (THb)BHc=THc=T
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Sib=T a,ceZUT,aB(THc)=aBT=Tet (aBT)HBc=THc=T
Sic=Ta,beZUT,aBGET)=aBT=Tet (a«aBHBT=T

3. Méme principe que le point précédent.

L TB(TE-T)=TBEQ=Qet (TET)B-T=THB-T=0
THCTET) =TEQ=Qec¢t (TE-T)BT=0B8T =0
Sia€Z,aB(TH-T)=aBQ=Qet («tBT)B-T=TH-T=Q
SibeZ THOB-T)=TH-T=Qet (TENB-T=TH-T =0
SiceZ,THB(-TH)=TH-T=Qe (TE-T)Bc=QHc=Q

Ya,b e F,

aB (LB =aBQ=Qect («BQBO=QBb=0Q
aB(OBEQ) =aBQ=0ct (aBHEQ =0

QB (aBb) =Qet (QHa)BO=0Q

—> H est une loi associative.
élément neutre Va € E, (aH0) =a
1. a0 =a car 0 est ’élément neutre de Z.
2. THO = T par définition de la loi.
3. —THO0 = —T par définition de la loi.
4. QB0 = Q par définition de la loi.
—> la loi H admet 1’élément neutre 0.

élément absorbant Va € E, (a HQ) = Q par définition de la loi Va € E, a BQ = Q donc 2 est
absorbant.

O]

La soustraction

Définition 4.13

a—b si -T<a—-b<T et abecZ (1)
=T t beZUJU-T
T s ! e (2)
b=—-T e ac€cZUT
b=T t ZU—-T
aBb={ _T s e (3)
a=—T e beZUJUT
a=T et b=T
Q st a=—-T e b=-T (4)
a=1) ou b=Q
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Propriété 4.14
La loi de composition interne B admet 0 comme élément neutre, 2 comme élément absorbant a gauche
et a droite et chaque élément de E admet un opposé.
Démonstration. élément neutre : Va € E, (aBH0) =a
1. aHO = a car 0 est I’élément neutre de Z.
2. THO = T par définition de la loi.
3. (-T)B0= —T par définition de la loi.
4. QB0 = Q par définition de la loi.
opposé : Yace EXQ, (0Ba)=—a
1. 0Ha =0—a = —a par la définition de Z.
2. 0BT = —T par définition de la loi.
3. 0B (—T) =T par définition de la loi.
4. 0BQ =Q
élément absorbant & gauche : Va € E, (aBQ) =Q (c¢f. (4) de la définition 4.13).
élément absorbant a droite : Va € E, (28 a) = Q (¢f. (4) de la définition 4.13).

O

Propriété 4.15 o B (-b) =aBb
Démonstration.

1.Sia=Qoub=Q,aB(-b)=QetaBb=0Q

2. Sia=T (resp. = T),b€Z,aB(-b) =T (resp. —T) et aBb=T (resp. —T)

3.S51a€Z,b=T (resp. = T),aEB (=b) = —T (resp. T) et aBHb=—T (resp. T)

4. Sia=Tetb=-T, THB(—(-T)=TB(M=TetTB(-T)=T
dans tous les cas a H (—b) = aBb O

L’égalité

Définition 4.16 La relation binaire = sur F est définie lorsqu’une des conditions suivantes est

vérifiée :

—

a,beZeta=1>
a=Tetb=T
a=—-Tetb=—-T
a=Qoub=0Q

Ll
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Remarque 4.17 La relation binaire = n’est pas transitive, en effet 2 = Q et Q0 = 3 mais 2 # 3.

Pour terminer cette algébre, les propriétés suivantes font référence a I’ensemble de définition des

fonctions de cotits.

Propriété 4.18 Soit EY =NU{T}, Va,b € ET,
1. (aBb)=(a®db)
2. (a=b)=(a=0)
3. (aBb=Q) % @Bb= Q)

Démonstration.
1. — Va,b €N,
a+b<T: alHb=a+beta®b=a+b
a+b>=>T: aBb=Tetadb=T
~VYoe Et THb=Tet TRb=T
2. a,b € N, par définition (a =b) = (a = b).
a=Tetb=T donca=>beta=b.
3. D’aprés la définition de B : a Hb = Q implique a = b = T, mais a Hb = Q est toujours vraie
pour tout a, b.
Par exemple, T H5 # Q mais T B5 = Q (par définition)

4.2.2.2 Décomposabilité

11 est toujours possible de décomposer une fonctions de cofits f en trois fonction de cofits (positives)
f(X,Z2,Y) = fi(X,Z2)+ f2(Z,Y)+A(X,Z,Y) (f1, f2 peuvent étre égales a la fonction constante nulle).
Une fonction de coflit non nulle est appelée réductible si fi ou fa sont des fonctions de cofits non nulles.

Sinon elle est appelée irréductible. Nous avons une condition spécifique pour tester la réductibilité.
Propriété 4.19 Une fonction de cott non nulle f(X,Z,Y) est réductible si et seulement si

Jdz € Dx,3z € Dz t.q. mingep, f(z,2,y) >0 (i.e. f = f[X,Z]#0)

ou

Jy € Dy, 3z € Dz t.q. mingep,, f(z,z,y) >0 (i.e. fo = f[Z,Y]#0).
Démonstration. Soit f(X,Z,Y) une fonction réductible. 1l existe fi(X,Z),f2(Z,Y),A(X,Z,Y) dé-
composant f(X,Z,Y) telle que f1(X,Z) ou f2(Z,Y) ne soit pas la fonction nulle.

Supposons que f1(X,Z) ne soit pas la fonction nulle. Il existe alors 4, j tels que fi(7,5) > 0.
De phlS nous avons Vk € DYa f(za]a k) = fl(lv.]) @ f2(ja k) D A(,ijv k)
Or Vk € Dy, fa(j, k) = 0 et A(i,j,k) = 0 donc f(i,j4,k) = fi(i,7) ® fa(4, k) ® A(i, 5, k) > 0 d’ou
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kIéHDI}/ f(i,j,k) > 0.

Supposons que f2(Z,Y) ne soit pas la fonction nulle. Il existe alors j, k tels que fa(j, k) > 0.

De plus nous avons Vi € Dx, f(i,7,k) = f1(ij) & f2(jk) & A(i, J, k).

Or Vi € Dx, fi(i,j) = 0 et A(i,j,k) > 0 donc f(i,5,k) = fi1(i,7) & f2(4,k) ® A(i,5,k) > 0 d’ou
min f(i,7,k) > 0. O
i€Dx

Propriété 4.20 Si f1(X,Z), f2(Z,Y), A(X,Z,Y), trois fonctions de cotts (positives), est une ré-
duction mazimale de f(X,Z,Y) alors A(X,Z,Y) est irréductible par rapport a X etY .

En utilisant la propriété 4.19, nous prouvons le lemme suivant.

Lemme 4.21 Si f(X,Z,Y) une fonction de cotts non nulle est irréductible par rapport a X et Y
alors 3z € Dgz,3k,l € Dy (k #1),Ju,v € Dx(u #v) t.q. f(u,z,k) B f(u,z,1) # f(v,z,k)B f(v, 2,1).

Preuve par l’absurde. Supposons Vz € Dz, Vk,l € Dy (k # 1),Yu,v € Dx(u # v) tel que f(u,z, k) B
flu,z,1) = f(v,z,k) 8 f(v,2,1). Nous rappelons que les fonctions de cofits ont leur colit dans ET =
NU{T} et non dans E. Nous avons :

Premier cas : Ju, z, k,[ tels que f(u,z, k)8 f(u,z,1) #0

‘f(u,z,k:) B f(u,z,1) >0ou f(u,z,k) B f(u,2,l) = T‘

Donc 0 < f(u,2,1) < f(u, z, k).

De plus Vv € Dx, f(u,z,k)B f(u,2,1) = f(v,z,k)Bf(v, z,1). Alors Vv € Dx, f(v,z,k)Bf(v,2,1) >0,
ou f(v,2z,k)B f(v,2,1) =T, ou f(v,2,k)8B f(v, z,1) = Q. Par conséquent 0 < f(v, z,1) < f(v, 2z, k) ou
flu,z,k) = f(v,2,1) = T. Donc Uré%r)l( f(v,z,k) > 0.

‘f(u,z,k:) B f(u,z,1) <0ou f(u,z,k)B f(u,2,l) = —T‘
Donc 0 < f(u, 2, k) < f(u,z,1).
De plus Yv € Dy, f(u,z,k) 8 f(u,z,0) = f(v,2,k) B f(v, z,1).
Ainsi Vv € Dx, f(v,z,k)B f(v,2,0) <0, ou f(v,2,k) 8 f(v,2,1) = =T, ou f(v,z,k) B f(v,2,1) = Q.
Par conséquent 0 < f(v,z,k) < f(v,z,1) ou f(v,z,k) = f(v,2,01) =T.
Donc min f(v,z,1) > 0.
veDx
Second cas : Yu, z,k,l tels que f(u,z,k)B f(u,z,1) =0
‘f(u,z,k:) B f(u,z,1) = Q‘
Donc f(u,z,k) = f(u,z,0) =T.
De plus Vp € Dy, f(u,z,p) B f(u,z,1) = 0 (impossible car ou f(u,z,l) = T) f(u,z,p) B f(u,z1) =
flu,z,p) BT = Q.
Ainsi f(u, z,p) = T. Donc f(u,z,1) = f(u,z,k) = f(u,z,p) =T, et pIéliDI}l/ flu,z,p) =T > 0.

‘f(u,z,k:) = f(u,z,1) > 0‘
Donc f(u,z,k) 8 f(u, z,1) = 0 et par hypothese, Vp € Dy, f(u,z,p) 8 f(u,z,1) = 0.
Ainsi f(u, z,k) B f(u, z,0) = f(u,z,p) B f(u,2,1) et 0 < f(u, z,0) = f(u,2z,k) = f(u,z,p).
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Donc min f(u, z > 0.
i (u, z,p)

‘f(u,z,k:) = f(u,z,0) = O‘

Par hypothese, Vp € Dy, f(u,z,p)Bf(u, z,1) = 0. Alors f(u, z,p)B0 = 0. Ainsi f(u, z,p)B f(u, z,1) #
Q et donc f(u,z,k)B f(u,z,1) = f(u,z,p) B f(u, z,1).

Finalement Vp € Dy, f(u,z,p) = 0.

Dans tous ces cas, nous pouvons conclure en utilisant la propriété 4.19 que f(X,Z,Y") est réductible

ou égal a la fonction nulle (si de maniére récursive on est toujours dans le dernier sous-cas). O

Propriété 4.22 Soit f(X,Z,Y) maximalement réduite par f1(X,Z), f2(Z,Y) et A(X,Z,Y). Si
Au,z, k) B A(u,z,0) # Av,z, k) B A(v, z,1) alors

1. Au,z, k) B Au,z,1) #Q et Av,z,k) B A(v,2,1) #Q
2. f(u,z, k)8 f(u,z,1) #Q et f(v,z,k)B f(v,2,1) #Q

Justifications.

— Si A(u,z,k) B A(u,z,l) = Q alors A(u,z,k) B A(u,z,l) = Q c’est en contradiction avec
Au,z, k) B A(u, z,1) # Av,z, k) B Av, z,1)

- Si f(u,z,k) = f(u,z,l) = Q alors f(u,z,k) B f(u,z,l) = T nous avons alors f(u,z,k) =
f1lu,z) & fa(z, k) & A(u,z,k) = T Au,z,k) = f(u,z,k) © (f1(u,2z) & fa(z, k) Au,z,k) =
T o (fi(u,z)® fa(z,k)) = T avec le méme raisonnement nous avons A(u,z,l) = T
de méme f(v,z,k) = f(v,z,l) = Q implique A(v,z,k) = A(v,z,0) =T
d’ou A(u,z,k) B A(u,z,l) = Q = A(v,z,k) B A(v,2,1) qui est en contradiction avec notre
hypothese A(u,z, k) B A(u,z,1) # A(v,z, k) B A(v, z,1).

O

A partir de ces propriétés nous pouvons énoncer et démontrer le théoréeme de décomposabilité pour

les fonctions de cotits quelconques suivant.

Théoréme 4.23 Décomposabilité d’une fonction de coits
Une fonction de cotts f(X,Z,Y) est décomposable par paire par rapport a X,Y si et seulement si
Vz € Dz,Vk,1 € Dy(k <1)7, Vu,v € Dx :

flu,z, k)8 f(u, z,0) = f(v,2,k) B f(v, 2,1)

Démonstration.
Supposons f(X,Z,Y) = fi(X,Z) + f2(Z,Y) et f1(X,Z), f2(Z,Y) fonctions positives (0 <
f1i(X,Z) < f(X,Z,Y)). Alors les systemes suivants S, d’équations linéaires (utilisant B et = opera-

teurs) ont une solution.

7. Chaque élément de E admet un oppposé donc —(f(u, 2z, k) B f(u, z,1)) = f(u,2,1) B f(u, z,k) d’ou la condition
de tester que dans un sens les égalités en prenant un ordre arbitraire sur les valeurs
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fill,z) B fa(z,1) = f(l,z,1)
(‘SZ) fl(xvz) = f2(zvy) = f(xvzvy) any
fildx,z) B fa(z,dy) = f(dx,z,dy)

Vz € Dz, Vk,l € Dy, Vu € Dx, de Sz, nous déduisons

f(uzk) B f(uzl) = (fi(uz)B fa(zk)) B (fi(uz) B fa(zl)
= fi(uz) B fo(zk) B (- f1(uz)) B (- f2
= fi(uz) B (= fi(uz)) B fo(zk) B (- f2
= (fi(uz) B fi(uz)) B (f2(zk) B fa(zl)

1
fi zl))
zl))

~— Y~ N —

1¢" cas : fi(uz) € N
f(uzk) B f(uzl) = (fi(uz)B fi(uz)) B (f2(zk) B fa(zl))
= 08 (f2(zk) B fa(2l))
= fao(zk) B fa(zl)

2" cas : fi(uz) =T
f(uzk) B f(uzl) = (fi(uz) B fi(uz)) B (f2(2k) B fa(2l))

= O (fo(zk) B fozl))
KRN

Nous pouvons conclure que Vz € Dz, Vk,l € Dy (k #1) Yu,v € Dx f(uzk)B f(uzl) = f(vzk)B f(vzl)

Supposons Vz € Dz, Vk,l € Dy (k <1),Yu,v € Dx : f(uzk)B f(uzl) = f(vzk) B f(val).
De plus, nous avons f(X,Z,Y) = fi(X,Z) + f2(Z,Y) + A(X,Z,Y) avec fi(X,Z), f2(Z,Y) et
A(X,Z,Y) des fonctions positives qui définissent les systémes linéaires suivants :
fi(lz) B fo(zl) B A(lzl) = f(1zl)
(Sp)q fi(uz) B fo(zk) B A(uzk) = f(uzk) Vu,k
fildxz) B fa(zdy) B A(dxzdy) = f(dxzdy)

fuzk) B f(uzl) = (fi(uz)B8 fo(zk) B A(uzk)) B (f1(uz) B fo(zl) B A(uzl))
= fi(uz) B fa(zk) B A(uzk) B (— f1(uz)) B (—f2(zl)) B (—A(uzl))
= fi(uz) B (—f1(uz)) B fo(zk) B (—fo(zl)) B A(uzk) B (—A(uzl))
= (fi(uz) B fi(uz)) B (f2(zk) B fa(2l)) B (A(uzk) B A(uzl))

Supposons que f(X,Z,Y) ne se décompose pas en {f1(X,Z), fo(Z,Y)}, avec la propriété 4.20 nous
pouvons trouver A(X,Z,Y) tel que A(X,Z,Y) est une fonction de cotit non nulle irréductible. Avec
le lemme 4.21 nous avons 3z € Dz, k,l € Dy, k <l et u,v € Dx,u < v t.q. A(uzk) B A(uzl) #
A(vzk) B A(vzl).

Nous en déduisons que A(uzk) B A(uzl) # Q et A(vzk) B A(val) # Q avec la définiton de =.
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Par la propriété 4.22 nous avons également f(uzk) 8 f(uzl) # Q # f(vzk) B f(vzl) Alors f(uzk) B
f(uzl) = f(vzk) B f(val) = ¢ t.q. o € ZU{T, =T}

La propriété 4.22 nous permet également de déduire® fi(uz)B3f1(uz) = 0 = f1(vz)Bf1(vz) et fo(zk)B
fa(zl) # €.

En utilisant les propriétés précédentes :

A(uzk) B A(uzl)
fa(zk) B f2(zl) B A(uzk) B A(uzl)

f1(uz) B f1(uz) B f2(zk) B f2(zl) B A(uzk) B A(uzl)
f1(uz) B fa(zk) B A(uzk) B (f1(uz) B fo(zl) B A(uzl))
f(uzk) B f(uzl)

A(vzk) B A(vzl)

fa(zk) B f2(zl) B A(vzk) B A(vzl)

f1(vz) B f1(vz) B fo(zk) B fo(zl) B A(vzk) B A(vzl)
f1(vz) B fa(zk) B A(vzk) B (f1(vz) B fo(zl) B A(val))
f(vzk) B f(vzl)

RN N N NN

C’est en contradiction avec la premiere hypothese : Vk,l € Dy ,Vz € Dg

fuzk) 8 f(uzl) = f(vzk) B f(vzl)
O

Remarque 4.24 Nous pouvons réduire le mombre d’égalités a vérifier dans la pratique, puisque
flu,z,k) B f(u,z,1) = Q = a, Va € E, il suffit de trouver une valeur u € Dx telle que f(u,z, k) B
flu,z,1) #Q et de tester Vv € Dx (v # u) telle que f(v,z,k)B f(v,2,1) # Q

flu,z, k)8 f(u, z,0) = f(v,2,k) B f(v, z,1)

Puisque ’égalité est transitive le théoréme 4.23 est bien vérifié.

Exemple 4.25 5% nous reprenons la fonction f de Uexemple 4.10 page 63, elle est bien décomposable

par rapport a A, C' car :

A B C|f

0 0 0T

0 0 1T

0 1 014 f(0,0,0)B £(0,0,1) = f(1,0,008 f(1,0,1) | TBT = 382 | @ = 1 V
0 1 111

1 0 olls3 f(0,1,008 £(0,1,1) = £(1,1,0)8 f(1,1,1) 481 = 784 | 3 = 3 V
1 0 1|2

11 07

1 1 114

Le théoréme de décomposabilité correspond a un test d’existence des deux fonctions fi(X,Z)
et f2(Z,Y), le théoréme suivant montre comment les construire en utilisant les projections et les

soustractions classiques des fonctions de cofits.

8. f(u,z,k) B f(u,z,1) # Q implique que f(u,z,k) # T ou f(u,z,l) # T dou fi(u,z) < T et fa(z,k) # T ou
fa(z, 1) #T.
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4.2.3 Construction de la décomposition par paire et propriétés

4.2.3.1 Construction des deux nouvelles fonctions

Théoréme 4.26 Soit f(X,Z,Y) décomposable par paire par rapport a X,Y . Alors f1(X,Z) = f[X,Z]
et fo(Z,Y) = (f © f1)|Z,Y] est une décomposition valide de f, i.e. f = f1 ® fa.

Ce théoréme se démontre a 'aide du lemme suivant.

Lemme 4.27 Soit une fonction de coits f(X,Z,Y) décomposable par paire par rapport a X, Y.
SiVz € Dx, fi(z,z) = mli)n f(x,2z,y) alors Vz € Dz 3k € Dy tel que Vx € Dx, fi(z,z) = f(z,z,k)
yely

Démonstration. Soit z € Dy,

Premier cas : ’Elu € Dx, 3y, f(u,z,y) # T‘
Soit Dy = {ki,ko,... kq, } tel que Vi <j, f(u,z,k;) < f(u,2,k;). Nous en déduisons Vi €
(1,dy], f(u,z, k1) < f(u,z,k;) et fi(u,z) = mingep, f(u,z,y) = f(u,z, k).
En utilisant le théoreme 4.23 page 69, nous trouvons Vk, € Dk Vo € Dx, 0 < f(u,z,kp) B
flu,z, k1) = f(x,2z,ky) B f(x,2,k1). Donc f(x,z, k1) < f(z,2,kp) ou f(z,2,k1) = f(z,2,kp) =
T, ainsi Vo € Dy, fi(x,z) = mingep, f(z,2z,y) = f(z,2,k1).

Second cas : ‘Vx € Dy, Yy, f(z,2,y) = T‘
Vz € Dx, fi(z,z) = rélli)n f(z,z,y) =T, donc soit k € Dy, Vo € Dx, fi(z,2) = f(z,2,k) =T
yelly

O]

Démonstration du théoréme 4.26. Nous avons fi(x,z) = m})n fx, z,y) et
yely

f2(27y) = J:Igbr;[f(xaz’y) S fl($’z)] donc f2(27y) < f(mvzvy) S fl(xvz)'
Si fz(Z,y) = f(x,z,y) © f1($, Z) alors f(ac,z,y) = fl(‘rvz) D fQ(Z,y)-

Si f2(zay) < f(x,z,y) © fl(‘r7 2)7
‘f(x,z,y):fl(x,z):T‘
Nous avons f1(z, z) ® mingep, [f(z, 2,¥) © fi(z,2)| =T = f(z,2,y)
donc f($,Z,y) = fl(aj?z) D f2(2,y)-
| f@,zy) # T ou fi(z,2) # T |
Nous avons uréllijn [f(u, z,9) © fi(u,2)] < f(z,z,9) © fi(z,z) donc f(u,z,y) © fi(u,2z) < f(z,2,y) ©

fi(x, 2) avec u = argmin,ep  [f(u, 2,9) © fi(u, 2)].

En utilisant le lemme 4.27, nous avons | = argmin f(x, z,k) = argmin f(u, z,k), ainsi f(u,z,y) ©
k‘EDY kEDy
f(ua 2, l) < f(xv 2y y) © f(xu 2, l)a mais également f(u7 Z7y) B f(u7 2y l) = f(l', Zs y) B f(xa 2y l) car f est
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décomposable par paire par rapport a X,Y.
De plus, f(z,2,y) # T ou f(z,2,1) # T, ainsi f(u,2,y) © f(u,2,1) = f(z,2,y) © f(z,21).
Finalement f2(zay) = f(a:,z,y) S/ fl(xvz)v ainsi f(xazvy) = fl(x7 Z) ® f2(27y)' O

Exemple 4.28 Les fonctions proposées dans les exemples 4.9 et 4.10 page 63 ont été construites d

l'aide de ce théoréme.

4.2.3.2 Complexités

Propriété 4.29 Complexités
La complexité dans le pire des cas de lapplication de la décomposition par paire pour e fonctions de
cotits originales avec une arité r mazimale est O(er®d™) en temps et O(ed") en espace, soit linéaire

par rapport a la taille du probléme.

Justifications. Appliquer la décomposition par paire sur une fonction de coiits f(S) avec r = |S| peut

r(r—1)

des fonctions (non vides) d’arité (r-1). La répétition de la décomposition par paire pour les fonctions
-p

nécessiter tests, i.e. vérifier pour toutes les paires de variables de S. Et il peut produire

r
de cofits résultantes produira au plus min( ,2P) fonctions de cotits d’arité (r — p) avec des

portées différentes. Chaque test est linéaire par rapport a la taille des fonctions de cofits (r — p)-aire

en O(d(T_p)H). Donc la complexité globale dans le pire des cas de ’application de la décomposition de

r—1
paire pour e fonctions de cotits originales avec une arité r maximale est O(e Z 2P(r — p)2d(7"*p)+1) _
p=0
r—1
1)(2 1 _
O(e> (r—p)Pd™h) = 0(67“(7" - )6( T+ )dr+1) — O(er*d™1) en temps et Ofe rﬁaéc o)y —
p:
p=0
O(ed") en espace. -

4.2.3.3 Propriétés

Les fonctions peuvent étre décomposables par rapport a différentes paires de variables, par exemple
la fonction f(A, B,C, D) de la figure 4.3a est décomposable par rapport a {A, C'} mais également par
rapport a {A, D} et {B, D}. Dans le cas de la décomposition par rapport & A et C, nous obtiendrons
deux fonctions g(A, B, D) et h(B,C, D) (i.e. f = g&h). Pour construire ces deux fonctions en utilisant
le théoréme 4.26 nous pouvons définir (1) fi = g et fo = h ou (2) fi = h et fo = g, les tables 4.1
et 4.2 page 75 illustent 'application du théoréme dans ces deux cas. Le choix de la fonction f; influe
sur le contenu des tables mais également sur leur décomposabilité. En effet, la fonction h(B,C, D)
est décomposable dans le cas (1) (c¢f. table 4.1b page 75) mais ne l'est dans le cas (2) (¢f. table 4.2b
page 75).

A chaque étape, le choix des variables utilisées pour la décomposition et la maniére de répartir

les colits dans f1 et fs peuvent influencer la décomposabilité de f; et fo a l'itération suivante. Pour



74 Décomposition fonctionnelle : une décomposition par paire

exemple, la figure 4.3b représente toutes les possibilités de décomposition de la fonction de cofits

donnée par la figure 4.3a.

A B C D]J f(AB,C,D)
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
00 1 0 5
0 0 1 1 4
01 0 0 6
0 1 0 1 6
0 1 1 0 4
0 1 1 1 3
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 5
1 0 1 1 4
1 1 0 0 9
1 1 0 1 9
1 1 1 0 7
1 1 1 1 6

(a) Une fonction de cofits

() (o) ()

Q 0 Q o Q 0
f1 2 f1 f2 f1 f2

f1 f2 f1 f2

] (=) (=) (]
(b) Représentation de toutes les décompositions possibles de la fonction

Figure 4.3 — Trois types de nceuds sont & identifier dans la figure (b) : les noeuds rectangulaires pour
identifier les fonctions, les nceuds ronds pour identifier par rapport a quelques variables la décompo-
sition par paire est réalisée et enfin les noeuds (ronds) sans label pour symboliser la construction des
deux fonctions résultantes de la décomposition. Le chemin en gras représente les décompositions par
paire réalisées avec I'ordre DAC : A< B< C < D.
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D D
flzg(A7B7D) f2:h(BvcaD)
a1 B 01 B c 0 1
0 0 0 0 0 0
0 1 4 3 0 1 5 4
0 0 0 0 2 3
1 1 7 6 1 1 0 0
(a) (b)

Table 4.1 — Application du théoréeme 4.26 sur la fonction f(A, B,C, D) de la figure 4.3a avec f; =
g(A,B,D) et fo = h(B,C, D). (La fonction h(B,C, D) n’est pas décomposable.)

D D
f2:g(A7B7D) flzh(B,C,D)
1 B 01 5 c 0 1
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 5 4
0 0 0 0 6 6
1 1 3 3 ! 1 4 3
(a) (b)

Table 4.2 — Application du théoréme 4.26 sur la fonction f(A, B,C, D) de la figure 4.3a avec fi; =
9(A,B,D) et fa = h(B,C, D). (Les deux fonctions ternaires sont encore décomposables.)

Sous certaines conditions, il est possible de trouver une séquence de décomposition de paire (la
paire de variables a sélectionner dans f et comment distribuer f dans f; et fo) qui méne a une

décomposition optimale (avec des arités minimales).

Propriété 4.30 Décomposition minimale unique pour des fonctions de coits finis [Ham-
mersley and Clifford, 1971]

Une fonction de cotits avec seulement des cotdts finis admet une décomposition unique et minimale.

Jusfications. Si une fonction de coiits f(S) a uniquement des cotits finis, alors sa distribution de pro-
babilité associée Py (voir Théoreme 4.7 page 60) est strictement positive. Le théoreme d’Hammersley
& Clifford [Hammersley and Clifford, 1971]? peut s’appliquer. Cette factorisation, réalisée sur Py, est
équivalente & une somme de fonctions de cofits en prenant —log(P¢) (voir la preuve du Théoreme 4.7).
De cette décomposition résultante, il est facile de construire une séquence inverse de fonctions de coftits
(positives) valides jusqu’a atteindre la fonction de coiits f originale.

O]

9. Voir aussi le Théoréme 4.5 page 121 dans [Koller and Friedman, 2009].
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Cependant, dés qu’il y a des cotits infinis, le théoréme précédent ne peut pas s’appliquer.

Dans ce cas, nous proposons une approche heuristique dont le but est d’accumuler les cotits sur les
premieres variables dans I'ordre des variables de DAC. Cela devrait améliorer les bornes inférieures
basées sur DAC. Nous testons donc des paires de variables dans f(S) dans 'ordre DAC inverse '° et
projetons les fonctions de cotits (Théoreéme 4.26) sur la portée contenant les premiéres variables dans
Pordre DAC en premier. Dans I’exemple 4.32, supposons l'ordre (A,B,C,D), cela correspond a projeter
en premier sur {A, B, C'}. Nous montrons que notre approche heuristique est capable de trouver une
décomposition optimale pour quelques fonctions particulieres.

Dans la section 4.1 nous avons que certaines contraintes dures pouvaient se décomposer en un

arbre de contraintes binaires, notre décomposition par paire est capable de les identifier.

Propriété 4.31 Identification de structure d’arbre pour les contraintes dures [Meiri et al.,
1990]
Une fonction de cotits avec seulement des cotts infinis qui admet une décomposition en arbre de

contraintes binaires est identifiable par notre stratégie de décomposition.

Ce résultat vient de [Meiri et al., 1990] et le fait qu'une décomposition par paire par rapport

111 sans affecter ensemble

a X,Y supprimera une aréte redondante {X,Y} dans le réseau minima
des solutions. Par exemple, une contrainte globale d’égalité sur S sera décomposée en un arbre de
contraintes d’égalité binaires : f(S) = Yy g (x3 fr(X,Y) avec fy(X,Y) = (X =Y).
T
De la méme fagon, une fonction de cotts linéaire f(Xy,...,X,) = Z a; X; peut étre décomposée

i=1
en une somme de r fonctions de cofits unaires 12.

4.2.4 Projections et Soustractions sur les fonctions de cofits binaires

Quand un Wcsp est décomposé par paire, il est tout de méme possible d’inférer une information
a partir des fonctions de colits non binaires par projection et soustraction sur des fonctions de cotits
de plus petites arités. Nous choisissons de projeter chaque fonction de coflits non binaire sur toutes
les fonctions de cofits binaires possibles étant donnée la portée de la fonction : le binProject. 11 est
fait en suivant un ordre des projections et soustractions compatible avec l'ordre des variables DAC
(i.e. on projette d’abord sur les paires de variables avec les plus petites positions dans 'ordre DAC).
Chaque projection f;(X,Y) = f[X,Y] est suivie par une soustraction f = f © f; afin de préserver
I’équivalence du probleme. Notons que f peut étre vide apres ces soustractions et est alors supprimée
du probleme. Notons aussi que la méme fonction binaire peut recevoir des projections de cotits de

plusieurs fonctions non binaires ayant des portées se chevauchant, résultant d’une plus forte inférence.

10. Nous testons C, D avant A, B si max(C, D) > max(A, B) V (max(C, D) = max(A, B) A min(C, D) > min(A, B)).

11. Dans le cadre des CSP, le CSP binaire, appelé le réseau minimal, qui est la meilleure approximation d’une relation
non binaire, est défini par les projections de la relation sur toutes les paires de variables [Meiri et al., 1990].

12. Notons que l'arc cohérence souple ferait de méme si la fonction de cotits vide résultante est supprimée apres les
transformations de projection.
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La complexité dans le pire des cas de binProject appliquée sur m fonctions de cofits avec r comme

arité maximale est O(mr2d") en temps et O(mr2d?) en espace.

Exemple 4.32 Cet exemple déroule l’ensemble des propriétés vues dans ce chapitre : le test de dé-
composabilité, la construction des fonctions et ’application du binProject.
Soit une fonction de coits quaternaire f(A, B,C, D), l'ordre DAC A< B < C < D.

e e T e T e T e e T e T e R = R == i oo B oo S oo Sl oo S e B el BN
e e T e T =R =T R e R S S O i o B e B e B ol l |
— R O O R KPR O O KRR~ OO R RO OIQ
_ O = O = O~k O = O = O = O = O|lJ
_ oW R, oY s A oo w o A oot

Testons la décomposabilité de f par rapport a A et D :
£(0,0,0,0)8 f(0,0,0,1) = f(1,0,0,0)8 f(1,0,0,1) 58T

I

18T v
£0,0,1,00Bf(0,0,1,1) = f(1,0,L,O)Bf(1,0,1,1) | TE3 = TB2 v

£(0,1,0,0)8 £(0,1,0,1) = f(1,1,0,0)8 f(1,1,0,1) 685 = 281 v

£(0,1,1,0)8 f(0,1,1,1) = f(1,1,1,008f(1,1,1,1) | TBT = 381 v

Les fonctions f1 et fo que nous obtemons avec le théoréme de construction sont irréductibles, mais elles
peuvent se décomposer en f1(A, B,C) = b1(A, B)+by(B,C)+ f35(A, B,C) et fo(B,C, D) = b3(B, D)+by(C, D)+
fa(B,C, D) par le binProject en suivant ’ordre DAC.
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A B Cl A A B Cl#
0 0 0] 5 0 0 0o
0 0 113 A Bl bn B C| b 0 0 110
0 1 05 0 0]l 3 0 0] 2 0 1 o0l o
0 1 1T = 0 1|5 ® 0 110 ® 0 1 1T
1 0 014 1 0l 2 1 010 1 0 00
1 0 112 111 1 10 1 0 10
1 1 0l 1 1 1 00
11 11 1 1 10
B C DI f B C DI #
0 0 ol o 0 0 00
00 1T B Dl b, C Db 0 0 1T
0 1 0T 0o ol o 0 00 0 1 of T
0 1 110 = 0 110 ® 0 110 ® 0 1 110
1 0 o1 1 o1 1 01 1 0 0] o0
1 0 10 1 140 1 110 1 0 1o
1 1 012 1 1 01 o0
1 1 110 1 1 110

L’utilisation unique du binProject sur la fonction f suivant l’ordre DAC précédent nous améne a projecter,
dans lordre, sur les fonctions binaires de portée suivantes : {A, B}, {A,C}, {A, D}, {B,C}, {B,D} et {C, D}.
Les fonctions sur {A,C}, {B,D} et {C,D} sont des fonctions vides. Nous obtenons alors f(A,B,C,D) =
faB + fac+ fBc + faBcp avec les tables suivantes

==l S
- o = ollm
==l N
— o = ol
— = o ol
— o = o|Q

=N ot W

S N O =
o O O =

e = T = T S S S e S o i e B o Sl e Bl e Bl e Bl e B e N e
T e = = — S S e B =R =2 N vy
_— O O R K OO R RO ORROO|IQ
—_ O = O Rk O O FRORFROROR O
co o oo 4 1o 4 4o o0 o -4 4 o=

1 1 1 0
L’application du binProject sans l'utilisation de la décomposition nous donne trois fonctions de cotts binaires
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et une fonction quaternaire résiduelle. Alors que Uapplication préalabe de la décomposition nous permettait
d’avoir quatre fonctions de cotts binaires et deux ternaires.
L’arité maximale a été réduite apres la décomposition associée au binProject ce qui n’est pas le cas en

appliquant seulement le binProject pour cette fonction de coit f(A, B,C, D).

4.3 Décomposition par paire approchée

Lors de la transformation des réseaux bayésiens aux WCSP nous réalisons une approximation des
valeurs réelles des tables de probabilités conditionnelles. Des tables de probabilités conditionnelles qui
étaient décomposables par paire a l'origine peuvent se retrouver non décomposables apres 'approxi-
mation des valeurs. De plus, les résultats obtenus pour la décomposition par paire (cf. section 4.4) nous
encouragent a décomposer lorsque c’est possible. Bien évidemment toutes les fonctions ne sont pas dé-
composables, dans le cas ol une approximation de 'optimum peut étre intéressant, une approximation
des problémes par décompostion approchée de leurs fonctions est a explorer.

Cette section présente un travail pas encore abouti, elle propose d’établir un test de décomposabilité
approchée et de construire les fonctions résultantes sur le méme principe que la décomposition par
paire.

La définition suivante s’inspire de la décomposition approchée de I’article [Wexler and Meek, 2008].
Cette décomposition a pour but de décomposer une fonction sur le principe de la décomposition par
paire dont la somme des deux fonctions résultantes dont 'erreur relative par rapport a la fonction

originelle est paramétrée par une valeur € € [0, 1].

Définition 4.33 c-décomposition par paire
Soit € € [0, 1], une e-décomposition par paire d’une fonction de cotit f(.S) par rapport & deux variables
X et Y est une approximation de la fonction f définie par deux fonctions f1(S\Y) et fo(S~\ X) telle

que :
1

14+¢

f8) < L(8NY) @ (SN X) < (1+¢)f(S)

1
Remarque 4.34 f; & fo est un cout entier, mais T f et (14¢)f ne le sont pas forcément, notre
€

inéquation peut se restreindre aux valeurs entiéres telles que

e <as e nE ) < |arar®)

Exemple 4.35 Soit ¢ = 0.1, la fonction f suivante est e-décomposable (par rapport & X et Y) et son

e-décomposition peut s’exprimer avec les fonctions fi(X) et fo(Y).

X Y| f
0 0| 503 X || fu(X) Y || f2(Y)
0 1| 869 0| 370 01 138
1 0 | 420 1| 282 1] 470
1 1| 827
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Le tableau suivant permet de vérifier que la définition est vérifée pour tous les tuples

X v[=fn+n|arer
0 O 457 508 553
0 1 790 840 955
1 0 381 420 462
1 1 751 752 909

Propriété 4.36 Un fonction f est e-décomposable par paire par rapport a X et Y si et seulement si

il existe une fonction g(S) telle que

1. g soit décomposable par paire par rapport ¢ X etY
1

. ——f(S) <g(S) < (1 S

2 1 f(8) <g(8) < (1+)f(8)

Justifications. Si f est e-décomposable alors g(S) = fi(S\Y) & fo(S \ X) vérifie les deux conditions

par construction.
Soit g(S) = 1(S\Y) @ g2(S \ X) telle que 1

L £(8) < g(8) < (1 + 2)(S) done

1
mf(s) SgSNY) @S\ X) < (1+¢)f(8)
f est donc e-décomposable par paire par rapport a X et Y. O

Théoréme 4.37 Si une fonction de coits f(X,Z,Y) est e-décomposable par rapport a X et Y alors
Vz € Dz Vk,l € Dy :

1 1

Démonstration. Supposons que f(X,Z,Y) soit e-décomposable par rapport a X et Y. Nous avons
Vz € Dz Vy € Dy et Vo € Dx :

mf('va?y) < fl(x7z) @ fQ(Z,y) < (1 + a)f(:r,z,y) (4'3)

Soit u,v € Dx, k,l € Dy et z € Dy

mf(ua z, k) < fl(uv Z) D f2(z7 k) < (1 + E)f(u>zv k) (4'4)
mf(u,z,l) < fi(u,2) & fa(z,l) < (1 +¢)f(u,z,1)
B((1 +e)f(u,2,0)) <B(fi1(u,2) @ fa(z,1)) < E(Lf(uaz,l)) (4.5)

1+¢

En combinant les deux équations (4.4) et (4.5) nous obtenons ’encadrement suivant :
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Lt n k) B+ ) (w2 ) < i) & fala k) B (fi(u,z)  folz1)

1+4+¢
< (4o (07 ) B (=S (w2 D)
d'od
TSz k) B +e)f(u2,0) < fo(2,k) B fo(z, 1) < (1+6)f(u,2,1) B (hngf(“’Zv D) (46)

Cet encadrement doit étre vérifié pour toutes les valeurs u € Dx, nous pouvons ainsi établir un

encadrement de fy(z, k) B fa(z,[) par rapport a toutes ces valeurs u :

max (ﬁ <u,z,k>e<1+e>f<u,z,z>) < min ((1+6)f(u,z,k)511+€f(u,z,l)> (47)

O

Remarque 4.38

— Actuellement ’équivalence n’a pas été démontrée, mais une piste consisterait a construire une

—1(8) < 9(8) < (1+0)f(8)

fonction g décomposable par paire par rapport a X etY telle que

a partir de Uhypothése

max ( ! f(u,z,k)El(l—i—s)f(u,z,l)) < min ((l—i—a)f(u,z,k)El11+€f(u,z,l)>

’LLGDX 1 + 1S UGDX

— Lorsque € = 0, ’équivalence est établie car

1 1
ma (mf(u, k) B(1+e)f(u 2 z>) < min ((1 o) (20 B S z>)

est en réalité

max (f(u,z,k) B f(u,2,1)) < min (f(u,z,k) 8 f(u, z,1))

ueDx ueD x

qui implique Yu,v € Dx, k,l € Dy,

flu, 2, k) B f(u,2,0) = f(v,2,k) B f(v, 2,1)

4.4 Résultats expérimentaux

DFBB-VE(i) 13 maintenant EDAC et utilisant un ordre dynamique d’affectation des variables basé

sur les conflits et une pondération des fonctions de cotits [Lecoutre et al., 2009] a obtenu les meilleurs

13. TouLBAR2version 0.9.4.
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résultats de I’évaluation de MPE de UAT'081* (et UAT’10 !5 pour le cas & 20 minutes) excepté pour
deux benchmarks difficiles : les réseaux d’analyse de liaison et les réseaux en grille.

Nous avons donc testé la décomposition par paire et le binProject en pré-traitement de DFBB-VE(¢)
sur ces deux familles de benchmarks.

Les réseaux d’analyse de liaison génétique (Linkage). Les instances ont entre 334 et 1289
variables. Le domaine maximal de taille d est entre 3 et 7 et 'arité la plus grande est 5. Cette famille
de benchmarks est constituée de 22 problémes 6. Le probléme d’analyse de liaison [Lauritzen and
Sheehan, 2003] est tres similaire au probléme de reconstruction d’haplotypes. Ces problémes traitent
des familles d’une soixantaine d’individus avec des données sur une vingtaine de marqueurs.

Les réseaux en grille (Grids). Chaque probléme est une grille [ X[ et chaque table de probabilités
conditionnelles ternaire est générée aléatoirement et uniformément. 50, 75 or 90% des tables sont
déterministes et les variables sont Booléennes. Pour ces instances [ varie de 12 a 50 (i.e. n = 2500
variables). Cette famille de benchmarks a 32 problémes!S.

Les expérimentations ont été réalisées sur un ordinateur 2.6 GHz Intel Xeon avec 4GB sous Li-
nux 2.6. Les temps CPU totaux sont en secondes et limités & une heure pour chaque instance (”-”
représente un dépassement de temps). Aucune borne supérieure n’est donnée au départ. Nous testons
lapplication de la décomposition par paire (DFBB-VE(i)+dec), de binProject sur les fonctions de cotits
n-aires (DFBB-VE(i)+bP), et la combinaison des deux techniques (DFBB-VE(7)+dec+bP). Toutes les
méthodes utilisent 'heuristique MinFill (cf. . page 14) pour l'ordre d’élimination de variables et l’ordre

inverse est utilisé pour DAC.

La Table 4.3 donne le nombre de problemes résolus par les différentes versions de DFBB-VE(i).

La décomposition par paire comme le binProject permettent de résoudre plus de problemes que
DFBB-VE(i) seul. La combinaison de la décomposition et du binProject permet d’obtenir les meilleurs
résultats (sauf pour les Linkage avec i = 2, 3), elle permet également d’utiliser un degré d’élimination
de variables plus important que pour les autres méthodes avant de voir le nombre d’instances résolues
se détériorer. Remarquablement, toutes les instances de grilles sont résolues avec de I’élimination
de variables bornée pour un i suffisamment grand, montrant 'effet de la décomposition par paire,
spécialement quand il y a suffisament de déterminisme. Une factorisation similaire est observée dans
[Sédnchez et al., 2004] pour les CSP.

Les figures 4.4 et 4.5 représentent ’état du graphe de contraintes avant et apres le pré-traitement
VE(i)+dec+bP, respectivement pour une instance des familles Grids et Linkage. Pour Iinstance de la
famille Grids sans le pré-traitement VE(3)+dec+bP seules deux variables auraient été éliminées.

Nous avons étudié le pré-traitement VE(:)+ dec+bP pour chaque instance des familles pour I’algo-

rithme DFBB et également AND/OR-Branch-and-Bound (AOBB) avec cache et mini-bucket statique

14. graphmod.ics.uci.edu/uai08/Evaluation
15. www.cs.huji.ac.il/project/UAI10
16. http://graphmod.ics.uci.edu/uaiO8/Evaluation/Report/Benchmarks
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| i=2 | i=3|i=4]i=5]i=6 | i=T |

Linkage (22)

DFBB—VE(’L’) 14 14 15 13 12 10
DFBB-VE(i)+dec 16 19 17 13 14 13
DFBB-VE(i)+bP 17| 16 17| 18| 16 16
DFBB-VE(i)+dec+bP 16 18| 19| 19| 19| 17
Grids (32)

DFBB-VE(7) 28] 28| 25| 24| 17| 18
DFBB-VE(7)+dec 29 29 29 28 28 31
DFBB-VE(i)+bP 28 28 28 23 25 24
DFBB-VE(i)+dec+bP | 31| 30| 31| 31| 32| 32

Table 4.3 — Nombre d’instances résolues en moins d’'une heure par chaque méthode

j-borné (AoBB-C+SMB(j)) qui a eu les meilleurs résultats pour Linkage et Grids a l’évaluation
UAT’08. Pour utiliser au mieux AOBB-C+SMB(j) nous nous sommes restreints aux instances étudiées
dans [Marinescu and Dechter, 2009] avec 1’étude de la meilleure valeur de j.

La Table 4.4 donne les tailles des problemes (n,d), la treewidth (w) et résume le temps CPU total
utilisé le degré i choisi et j.

Pour DFBB et DFBBVE(i)+dec+bP nous avons choisi la valeur de i qui permettait d’obtenir le
meilleur résultat pour chaque instance (i € [2,7]). De maniére générale, le degré d’élimination de
variables est plus grand lorsqu’il est associé a la décomposition et au binProject. L’utilisation conjointe
de ce degré plus grand et de dec+bP permet d’éliminer 10,5% de variables en plus pour les Linkages
et 63,3% pour les Grids que DFBBVE(7). Ce pourcentage est impressionnant pour la famille des Grids
car pour DFBBVE(¢) les meilleurs résultats en temps ont été obtenus avec i = 2 ou 3 or la plupart des
variables sont associées a plus d’une fonction ternaire, ce qui implique un degré supérieur a 3 (il est
de 6 en général sur ces instances) donc peu de variables peuvent étre éliminées. Mais ces instances
posseédent beaucoup de fonctions décomposables (aidé par le déterminisme de certaines tables) ce qui
permet de réduire les degrés de plusieurs variables et pouvoir les éliminer.

Apres cette étude il peut paraitre difficile de trouver une bonne valeur de i, mais en réalité un bon
moyen de régler la valeur de i est de prendre la valeur correspondant au maximum de la distribution

des degrés pour le modele graphique considéré (ici, i = 5 pour Linkage et i = 6 pour Grids).

Pour AOBB, implémentée dans aolibWCSP!7. La valeur de j est choisie comme dans [Marinescu
and Dechter, 2009] et nous avons choisi pour i la valeur utilisée par DFBBVE(i)+dec+bP & chaque
instance. Nous constatons que le pré-traitement dec+bP améliore également le temps de résolution de
ces intances de Linkage et Grids. Les Grids qui n’étaient pas résolues avec AOBB-C+SMB(j)+VE(i),

le sont en moins d’une seconde (en général) des lors que nous utilisons notre pré-traitement.

17. graphmod.ics.uci.edu/group/aolibWCSP
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini une décomposition par paire d’une fonction de cofits f illustrant
dans le cas des modeles graphiques probabilistes une indépendance par paire dans le réseau associé a la
distribution de Gibbs définie par f. Pour cette décomposition nous avons établi deux théoremes, celui
de la décomposabilité et celui de la construction des fonctions résultantes. Cette décomposition par
paire combinée au binProject et a I’élimination de variable de degré borné est une puissante technique
en pré-traitement de DFBB pour résoudre les problemes MPE.

Nous avons présenté un début de travail sur la décomposition approchée qu’il faudra approfondir

et expérimenter.
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(a) Le graphe de contraintes original (576 sommets)

(b) Le graphe de contraintes résultant de VE(3)+dec+bP (96 sommets)

Figure 4.4 — Probléme Grids 90-24-1 avant et apres VE(3)+dec+bP
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(a) Le graphe de contraintes original (1 289 sommets)

(b) Le graphe de contraintes résultant de VE(5)+dec+bP (222 sommets)

Figure 4.5 — Probléme Linkage pedigree30 avant et apres VE(3)+dec+bP






Exploitation d’'une
décomposition structurelle

pour le comptage de solutions

Ce chapitre présente une méthode de calcul exact pour le comptage dans le cadre des réseaux
de contraintes basée sur une décomposition arborescente. La difficulté du comptage nous amene a
présenter également une méthode de calcul approché en décomposant le probléme en sous-problemes

pouvant étre résolus par notre algorithme de calcul exact.

5.1 Etat de ’art

5.1.1 Comptage de solutions

Dans la littérature, deux principales approches ont été étudiées. D’un c6té, les méthodes calculant
le nombre exact de solutions et de 'autre c6té des méthodes calculant un nombre de solutions approché.
Pour les méthodes de calcul exact, ’approche naturelle est d’étendre les méthodes systématiques telles
que Forward-Checking (FC) [Haralick and Elliott, 1980] ou Maintaining Arc Consistency (MAC) [Sabin
and Freuder, 1994] dans le but d’énumérer toutes les solutions. La complexité est bornée par O(m.d")
avec n le nombre de variables, m le nombre de contraintes, et d la taille maximum des domaines. Il est
évident qu’avec cette approche, plus il y a de solutions, plus cela prend du temps pour les énumérer.
Le probléme de dénombrement de solutions est connu pour étre #P-complet [Valiant, 1979].
Probléme #Csp

Entrée : Une instance de probleme Csp P

Sortie : Le nombre de solutions de P
Cependant, la plupart des méthodes de dénombrement ont été proposées dans le cadre de la logique

propositionnelle (SAT, Satisfiability).
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5.1.1.1 Formalisme SAT

Un probléeme SAT est un probleme Csp (X, D, C) dont toutes les variables sont booléennes de
domaine {0, 1} ou { fauz,vrai}. A chaque variable X sont associés 2 littéraux, un positif (X) et un
négatif (—X). Les contraintes sont exprimées sous forme de disjonctions de littéraux appelées clauses.
Chaque clause interdit un seul tuple dans la contrainte. Par exemple, X V=Y V Z se lit (X est vrai) ou
(Y est faur) ou (Z est vrai) et interdit le tuple (fauz, vrai, fauzr). Comme dans les Csp le but est de
satisfaire toutes les clauses, en logique on parle de la conjonction des clauses. Cette représentation est
appelée CNF (Conjonctive Normal Form). On parle de modéles d’une formule propositionnelle plutot
que de solutions.

Probléme SAT

Entrée : Une formule cNF F

Sortie : F admet-elle au moins un modéle ?

Exemple 5.1 Soit la formule cNF F = {(-AV BV C)A(AV =DV —E) A (B-F)}. Le probléeme
SAT S associé est défini par X = {A,B,C,D,E,F} et C={-AV-BVC,AV-DV -FE,B~F}

A ={A « Fauzx,B < Vrai,C < Vrai,D < Fauz,FE + Fauzx,F < Vrai} est un modéle de F
(et de S).

De part la spécificité des contraintes (clauses) des instances SAT, il existe des traitements spéciaux
pouvant étre effectués, en particulier la détection des clauses satisfaites et la propagation unitaire. En
effet, une clause est satisfaite des lors qu’un littéral est satisfait!.

La propagation unitaire supprime toutes les clauses unitaires (ne portant que sur un seul littéral)
en affectant les variables associées pour satisfaire ces clauses. Ces clauses unitaires sont des contraintes
unaires n’autorisant qu’'une seule des deux valeurs v du domaine de la variable concernée, pour obtenir
un modele il faut donc forcément que cette variable soit affectée a la valeur v.

La propagation unitaire supprime ensuite toutes les clauses devenues satisfaites par ces affecta-
tions et tous les littéraux portant sur ces variables affectées dans les autres clauses (si X < vrai, on

supprime =X des autres clauses).

Les algorithmes de base de la résolution du probléeme SAT sont similaires aux algorithmes des Csp.
En regle générale, a partir d’une formule F nous choisissons une variable que nous affectons a vrai ou
a faux et nous propageons ce choix. Si une clause est satisfaite elle est supprimée de la formule, dans
le cas contraire le littéral associé & la variable affectée est supprimé (la clause est réduite). Dans le cas
ou la clause n’est pas satisfaite et devient vide, 'affectation courante n’admet pas d’extension vers un
modele. Lorsqu’une variable X est affectée a vrai (resp. fauz) nous pouvons appliquer la propagation
unitaire sur F N{X} (resp. F N{=X}) pour simplifier F.

1. le littéral X est satisfait si et seulement si X < vrai et le littéral =X 'est si et seulement si X < faux
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Le probléeme de comptage de modele associé au formalisme SAT est nommé #SAT.
Probléme #SAT
Entrée : Une formule OCNF F

Sortie : Le nombre de modeéles de F

5.1.1.2 Calcul exact du nombre de solutions

Une premiéere approche pour le dénombrement est basée sur I’extension des algorithmes de résolu-
tion comme Davis-Putnam, DPLL [Davis and Putnam, 1960] (équivalent & FC dans les Csp). Cette
extension, nommée CDP (Counting Davis-Putnam), a été proposée dans [Birnbaum and Lozinskii,
1999], elle utilise la méthode DPLL pour explorer ’arbre de recherche. Lorsque toutes les clauses sont
satisfaites (la formule est donc satisfaite), elle évalue le nombre k de variables déja affectées et déduit
le nombre de modéles pouvant étre étendus a partir de cette affectation partielle : 27 ou n est le
nombre de variables de la formule. En effet, les n — k variables non affectées n’ont plus de contraintes
(clauses) portant sur elles, les deux valeurs de leur domaine peuvent étre utilisées pour atteindre un
modele. Ce calcul est ajouté a ceux déja obtenus au cours de la recherche. La méthode est décrite par
lalgorithme 4 dont 'appel initial est CDP(F, (), 0).

Algorithme 4 : CDP (F, A, k) : entier
Entrée :
une formule CNF F
une affectation A
un entier k
Pré-conditions :
k est le nombre de variables affectées dans A, i.e. , k=] A |
Post-relations :
retourne le nombre de modeéle ayant comme affectation partielle A

k < PropagationUnitaire(F,k)
if I existe une clause vide dans F then return 0
if Toutes les clauses de F sont satisfaites then

| return 2" %
Choisir X une variable non affectée de F

return CDP(F, AU{X < vrai},k+ 1)+ CDP(F,AU{X < faux},k+1)

Dans le méme esprit 1'algorithme DDP (Decomposing Davis-Putnam) [Bayardo and Pehoushek,
2000] se base sur I’algorithme DPLL. Par rapport & CDP, I’algorithme ajoute une étape d’identification
des composantes connexes du graphe de contraintes de la formule F, représentant des sous-formules
disjointes apres la propagation unitaire de la formule. Chaque sous-formule peut étre traitée indé-
pendamment, pour déterminer son nombre de solution avec ce méme processus. Cet algorithme est

implémenté dans le logiciel Relsat.
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Par la propriété 5.2, suivante, le nombre de solutions de F est le produit de celui de ses sous-formules

identifiées par les composantes connexes du graphe de contraintes.

Propriété 5.2 Soit k problémes P, ..., Py disjoints (c’est-a-dire X;NX; =0, Vi, j), et Sp, le nombre
k k

de solutions du probléme P;. Si P = U P; alors Sp = H Sp,.
i=1 i=1

La décomposition effectuée a chaque affectation de variables permet d’éviter certains calculs re-
dondants par rapport a CDP du fait des ensembles de variables disjoints. Mais d’autres calculs sont
encore dupliqués lorsque nous nous retrouvons avec une méme sous-formule rencontrée plus t6t dans la
recherche. Au lieu de refaire ces calculs, Cachet [Sang et al., 2004] enregistre le résultat des calculs déja
réalisés en amont dans la recherche. Cet enregistrement d’informations permet en théorie & Cachet
d’étre plus performant que DDP.

Une approche différente consiste a transformer (compiler) la formule CNF en une autre forme
logique dans laquelle le comptage serait plus facile (polynomial par rapport a la taille de la nouvelle
forme logique). Darwiche dans [Darwiche, 2004] présente un compilateur de connaissances c2d qui
convertit une formule CNF en une formule NNF (negative normal form) déterministe, et décomposable
d-DNNF [Darwiche, 2001]. Une formule NNF est une disjonction de conjonctions de littéraux 2.

Une formule NNF peut se représenter a I'aide d’un graphe orienté acyclique, tel que I’étiquette de
chaque puits est un littéral, et les étiquettes des autres sommets sont les opérateurs AND et OR. La
figure 5.1 représente le graphe d’une formule NNF. La formule est décomposable lorsque pour chaque
enfant d’'un sommet AND les variables apparaissant dans leur descendance sont disjointes de celle de
chaque autre enfant du sommet AND. La formule est déterministe lorsque les formules induites par un
sommet OR ne peuvent pas étre satisfaites en méme temps?. Le comptage des solutions & partir d’un
sommet AND revient a multiplier le nombre de solutions des sous-formules induites par (la descendance
de) ses enfants (application directe de la propriété 5.2). Le nombre de solutions & partir d’'un sommet
OR s’obtient par la somme des sous-formules induites par (la descendance de) ses enfants.

A partir de cette représentation, pour obtenir le nombre de solutions de la formule F, il suffit de
parcourir le graphe en partant des puits et remonter vers la source. A chaque sommet du graphe va
lui étre associé le nombre de solutions de la formule induite par le sommet et sa descendance. Pour
les puits (représentant les littéraux) leur nombre de solutions est trivialement 1. Au final, le nombre
de solutions de la formule F est contenu dans la source du graphe associé.

Soit la formule F' = {(wAV -BV -CV -D)A(mAV-BVCVD)A(mAVBV-CVD)A(-AV
BVCV-D)A(AV-BV-CVD)A(AV-BVCV-D)A(AVBV-CV-D)A(AVBVCVD)}.
La formule est représentée par la figure 5.1, elle admet 8 solutions. c2d se montre tres compétitif et

parfois plus efficace que les méthodes basé sur DPLL comme Relsat ou Cachet. Le compilateur c2d a

2. contrairement & une formule CNF qui est une conjonction de disjonction de littéraux.
3. par exemple pour la formule (mA A B) V (A A =B), les sous-formules (—A A B) et (A A =B) ne peuvent pas étre
satisfaites ensemble car (—A A B) A (A A —B) n’admet pas de modéle.
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partir de la méthode de comptage de solution peut également calculer la probabilité marginale d’une

probabilité.

AND AND AND AND AND AND AND AND
-A B —-B A C -D D =C
1 1 1 1 1 1 1 1

Figure 5.1 — Le graphe représentant une formule NNF (issu de [Darwiche, 2004]). En gris sont indiqués
les valeurs des étiquettes, la formule admet 8 solutions.

Dans le cadre des Csp, quelques méthodes existent. Dechter et Mateescu ont développé un algo-
rithme, appelé AND/OR-Counting [Dechter and Mateescu, 2002], utilisant un arbre de recherche de
type AND/OR pour compter le nombre de solutions des CspP. Les auteurs proposent de détecter les

indépendances entre les sous-problemes a 1’aide d’un pseudo-arbre.

Définition 5.3 Pseudo-arbre [Freuder and Quinn, 1985]
Un pseudo-arbre T'= (X, C’) de G = (X, C) est une arborescence telle que toute aréte de C n’appar-

tenant pas & C’ relie un sommet de X & 1'un de ses ancétres dans 7.

La figure 5.2b est un pseudo arbre associé au graphe 5.2a.

A partir d’'un sommet de ce pseudo-arbre, chaque sous-arbre enraciné par ses enfants est indé-
pendant des autres (I’ensemble de ses variables est disjoint des autres), la propriété 5.2 permet de
déduire qu’il suffira d’effectuer le produit du nombre de solutions de ces sous-problémes, pour obtenir
le nombre de solutions de leur union.

Pour prendre en compte ces indépendances Dechter et Mateescu utilisent un arbre de recherche
AND/OR.

Définition 5.4 Arbre de recherche AND/OR
Soient le Csp P = (X,D,C) et T' = (X, C’) un pseudo-arbre du graphe de contraintes G = (X, C).
L’arbre de recherche AND/OR admet des niveaux alternés de sommets de type AND et de type OR?.

4. Un sommet de type OR n’admet comme fils que des sommets de type AND et vice versa.
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Les sommets OR représentent les variables X; et chaque sommet AND, noté (X;,z;), représente la
valeur z; affectée a la variable X; (associée au sommet OR peére).
— Un sommet OR X; admet comme enfant un sommet AND (X, x;) si et seulement si l'affectation
de X; & x; est cohérente avec 'affectation partielle définie par le chemin de la racine au sommet
OR X;.
— Un sommet AND (X;, z;) admet comme enfant un sommet OR X si et seulement si X; est un

enfant de X; dans le pseudo-arbre T

La figure 5.2c est un extrait de l’arbre de recherche AND/OR du Csp défini a la figure 5.2.

Pour obtenir le nombre de solutions d’'un Csp P, le principe est similaire & c2d, seul differe
Pétiquetage des puits (ici les feuilles). Si une feuille est un sommet de type OR 'étiquette associée au
sommet est 0 (I’affectation n’est pas cohérente), dans le cas d’un sommet feuille de type AND ’étiquette
associée est 1. Il suffit ensuite de faire comme c2d, nous multiplions les étiquettes des sommets enfants
des sommets AND et nous sommons les étiquettes des sommets enfants des sommets OR. L’étiquette

de la racine est alors le nombre de solutions du probleme P.

c
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A e | e F
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(a) Graphe de contraintes (b) Pseudo-arbre
Or C
- T
AND a b

S>o0

>

ORr B D

AND }/\c };/\L
1 N
Or A R E
AND ‘Ac a‘A‘c
O F/\a F/\G I£ I£
AND b/\‘c % a:/\:b (li £ i

(c) Une partie de I’arbre de recherche AND/OR

Figure 5.2 — Les structures pour AND/OR-counting pour une instance CSp de 7 variables de domaine
{a,b,c} avec des contraintes binaires de différences.

Cet algorithme admet une complexité linéaire en espace et en O(nexp(w* log(n)) en temps ot w*
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est la largeur d’arbre du probleme.

Cependant, pour éviter certaines redondances, [Dechter and Mateescu, 2002] propose une modi-
fication de l'algorithme en utilisant la notion de séparateur-parent pour chaque sommet défini par
I’ensemble constitué de ses ancétres dans T et lui-méme. Ce qui nous permet d’obtenir un graphe
(minimal) de recherche AND/OR. Cette modification entrainant la construction de ce graphe est ex-
ponentielle a la largeur d’arbre du probleme.

Comparer & une méthode de type Backtrack adaptée au comptage, cette méthode est bien meilleure
en terme de nceuds et de temps d’exécution, surtout lorsque le nombre de solutions est important.

Nous voyons encore ici I'intérét qu’il faut porter a la décomposition du probléme.

5.1.1.3 Calcul approché du nombre de solutions

La difficulté que rencontrent les algorithmes de calcul exact du nombre de solutions est le parcours
de l'espace de recherche, méme si celui-ci peut étre filtré ou décomposé. Une alternative est de n’en
parcourir qu’une partie et de se contenter d’une approximation du nombre de solutions. Différentes
maniéres d’approximer ce nombre de solutions ont été explorées, de la simple approximation, avec et
sans garanties a 1’établissement d’une borne inférieure et/ou supérieure.

De la méme maniere que pour le calcul exact, la recherche sur ces méthodes s’est faite principale-

ment pour les instances SAT.

Wei et Selman [Wei and Selman, 2005] proposent une recherche locale basée sur de I’échantillonnage
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) pour obtenir un calcul approché sans garantie. Leur algorithme
ApproxCount, se base sur l'idée suivante : la répartition des affectations partielles des solutions sur un
sous-ensemble est la méme que sur ’ensemble complet de solutions. Ainsi, a partir d’un échantillon de
k solutions du probleme, il évalue les proportions de solutions contenant une affectation partielle par-
ticuliere et étend cette proportion a ’ensemble complet des solutions. Par exemple, sur un échantillon
de k modeles d’une formule F', laffectation X; < vrai correspond a k™ modeles (sur les k& modeles),
v = % est le ratio des modeles dans I’échantillon ayant X; affectée a vrai. Immédiatement nous avons
k= %k‘*, avec (’hypothése que v > 0). La formule est alors simplifiée par la propagation unitaire de
X; + vrai, il suffit de recommencer en calculant un ensemble de modeles de cette nouvelle formule,
jusqu’a ce que la formule restante soit vide ou soit suffisamment facile pour pouvoir compter exacte-
ment son nombre de modeles. ApproxCount évalue finalement le nombre de modeles de la formule F
par le produit des % et le nombre exact de modeles de la derniere formule. Pour s’assurer que ~y soit
le plus possible strictement supérieur a zéro ApproxCount affecte chaque variable a la valeur dont le
nombre de modeles dans I’échantillon considéré est le plus grand.

Sa complexité est majorée par (n -k -t) ou k est la taille de ’échantillon, et ¢ le temps nécessaire
pour récupérer une solution, ce dernier est exponentiel a la taille de la formule. Par rapport aux mé-

thodes de calcul exact ApproxCount est tres rapide et propose une bonne estimation du nombre de



96 Exploitation d’une décomposition structurelle pour le comptage de solutions

modeles, la plupart du temps.

Dans [Lerman and Rouat, 1999] les auteurs utilisent le principe de “diviser pour résoudre” pour
reprendre leur expression. Leur méthode consiste a diviser une formule de départ en deux formules
de taille similaire en terme de nombre de variables et les plus indépendantes possibles. Le nombre
de modeles de chacune des deux formules est établi de maniere exacte, le nombre de modeles de la
formule de départ est alors approximé par le produit du nombre de modeles des deux formules créées

et on” La qualité de I'approximation dépend de I'indépendance réelle entre les deux formules créées.

Gomes et al. proposent dans [Gomes et al., 2007] une variante de ApproxCount, SampleCount,
permettant d’obtenir une borne inférieure du nombre de solutions, plutot qu’une approximation, avec
une garantie probabiliste. La principale différence entre les deux méthodes réside dans le choix des
variables & affecter. SampleCount choisit une variable dont le nombre de modeéles dans ’échantillon est
quasiment le méme qu’elle soit affectée a vrai ou a fauz, il va choisir la variable qui s’en rapproche le
plus. Pour obtenir une borne inférieure du nombre de solutions d’une formule, SampleCount va itérer
le processus et garder le calcul minimum parmi toutes les itérations. Il est prouvé dans [Gomes et al.,
2007] que la borne obtenue par SampleCount est correcte avec une probabilité de 1 — 27 ot ¢ est le
nombre d’itérations et une valeur o qui sont des parametres d’entrée de SampleCount avec également
la taille k& des échantillons. Lorsque at = 7 cette probabilité est de 99%. Comme pour ApproxCount a
chaque affectation de variables un échantillon de £ modeles doit étre construit. Méme si comparée a
ApproxCount la méthode est moins rapide du fait des ¢ itérations, elle donne une borne et reste plus

compétitive que les méthodes de calcul exact.

Méme si elle n’a été testée que sur des instances SAT, la méthode proposée par [Bailleux and
Chabrier, 1996] peut s’appliquer aux Csp. Elle évalue le nombre de solutions en estimant 1’espérance
d’une variable aléatoire, définie sur un ensemble de chemins de ’arbre de recherche partant de la
racine vers ses feuilles avec pour base ’algorithme Forward-Checking. Elle permet d’obtenir une borne

inférieure, mais aucune garantie quant & une borne supérieure.

5.1.2 L’algorithme BTD

Les méthodes structurelles sont efficaces pour la résolution des Csp. L’une d’entre elles est 1’al-
gorithme BTD (Backtrack Tree Decomposition) [Jégou and Terrioux, 2003]. Dans la section suivante
nous l'adaptons au comptage de solutions.

La premiere étape de BTD consiste a calculer une décomposition arborescente du graphe de
contraintes. La figure 5.3 présente le graphe de contraintes d’un probléme P, décrit dans la légende,
et une décomposition arborescente de celui-ci.

Cette décomposition arborescente permet d’obtenir un ordre partiel sur les variables permettant
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a BTD d’exploiter les propriétés structurelles du graphe et de couper dans ’arbre de recherche. En
effet, les variables sont affectées selon une recherche en profondeur d’abord a partir de la racine de
la décomposition. Autrement dit, nous affectons les variables du cluster racine Cy, puis celles de Co,
celles de Cj3 etc. Par exemple, X1, Xo,..., Xg est un ordre possible.

De plus, la décomposition arborescente et 'ordre sur les variables permettent & BTD de diviser le
probléme P en plusieurs sous-problemes. Etant donnés deux clusters C; et C; (avec C; un fils de C;), le
sous-probléme enraciné en C; dépend de l'affectation courante A sur le séparateur C; N C;, on notera
ce sous-probléme P4 ¢, /¢, Son ensemble de variables est Desc(C;). Le domaine de chaque variable
appartenant a C; NC; est réduit a sa valeur associée dans A. Concernant ’ensemble des contraintes, il
contient les contraintes qui impliquent au moins une variable apparaissant exclusivement dans C; ou

un de ses descendants.

X1
X3 X7
X2 L
o :C
X4 Xs Xg e
A,
Xﬁ C3 : X4 X5 X6
(a) Un graphe de contraintes de P (b) Une décomposition arborescente pour P

Figure 5.3 — Le Csp P = (X, D, C) tel que chaque domaine des variables est {a,b,c,d} et chaque
contrainte ¢;; = {X;, X;} est une contrainte de différence : X; # Xj.

Exemple 5.5 Considérons le Csp P de la figure 5.3. Soit A = (X2 < b, X3 < ¢), U'ensemble de
variables de Pyc, jc, est Desc(Co) = {Xa, X3, Xy, X5, X¢}, (avec dx, = {b},dx, = {c} et dx, =
dx, = dx, = {a,b,c,d}) et son ensemble de contraintes est {caa, cas5, C34, €35, C45, C46, C56 } -

La résolution du probleme CSP est facilitée par I'enregistrement de (no)goods durant la recherche.

Définition 5.6 good et nogood

Un good structurel de C; par rapport a C; est l'affectation courante A sur C; N C; pouvant étre
étendue sur le sous-probleme P ¢, /c; -

Un nogood structurel de C; par rapport a C; est I'affectation courante A sur C; NC; ne pouvant pas

étre étendue sur le sous-probleme P 4 ¢, /c. -

Exemple 5.7 Considérons le Csp P de la figure 5.3 et laffectation A = {Xo < b, X3 < c} sur
C1 N Ca nous obtenons le good (A) grace da laffectation sur Desc(Ca) défini par {Xao + b, X3 <+



98 Exploitation d’une décomposition structurelle pour le comptage de solutions

¢, X4  a,X5 < d, Xg < b} satisfaisant toutes les contraintes de Pacyjc,- Dans un premier temps
cette affectation (A) est explorée, puis lorsque son extension sur {Xy, X5, Xg} est valide, (A) est
enregistrée comme un good. Ainsi, si durant la recherche, Uaffectation A = { Xy < b, X3 < c}) est a
nouveau étudiée, la recherche n’explore pas le sous-probléme Py ¢, jc, car nous avons déja prouvé qu’il
existe une solution compatible avec A. Au contraire, si aucune solution n’est trouvée pour une autre

affectation A" sur Py ¢, /c,, un nogood structurel est alors enregistré.
Remarque 5.8 Les nogoods pourront étre utilisés comme de nouvelles contraintes du probléeme.

Une telle mémorisation permet alors a BTD d’élaguer I'arbre de recherche en essayant de ne pas
affecter une descendance d’un cluster alors que 'on sait déja que cela sera (resp. ne sera pas) possible.
En contre partie, ’espace mémoire requis est souvent important. En effet, le nombre de (no)goods
pouvant étre enregistré est exponentiel en la taille du plus grand séparateur de la décomposition
arborescente. La complexité en espace de BTD est en O(nsd®), ou n est le nombre de clusters, d la
taille du plus grand domaine et s la taille du plus grand séparateur. Sa complexité temporelle est en
O(nmd¥*1) ot m est le nombre de contraintes et w la largeur de la décomposition arborescente traitée

par BTD.

5.2 Une nouvelle méthode pour le comptage

Les méthodes structurelles comme BTD sont efficaces pour la résolution de Csp structurés. Nous
proposons d’adapter l'algorithme BTD au dénombrement exact de solutions et ainsi évaluer 'intérét
de l'utilisation de la structure d’une instance pour le comptage de solutions : #BTD.

Comme pour BTD, la premiere étape de #BTD consiste a calculer une décomposition arborescente
du graphe de contraintes. Tandis que BTD utilise la notion de good, pour le dénombrement de solutions
nous utilisons la notion de #good. Le but est de sauver le nombre de solutions des sous-problemes

induits par la décomposition arborescente.

Définition 5.9 #good
Soit une décomposition arborescente D. Etant donnés le cluster C; et un de ses fils Cj, un #good est
une paire (A[C; NC;],nb) avec A[C; N C;] une affectation consistante sur C; NC; et nb est le nombre de

solutions du sous-probleme Py, /c; -

Reprenons le Csp de la figure 5.3 page précédente. Si nous considérons 'affectation A = { Xy «
a, X5 « d} sur Co N C3 nous obtenons un #good (A, 2) car nous avons deux solutions pour le sous-
probléme PA,CQ/Ca A = {X4 —a, X5 d,X6 — b} et Ay = {X4 —a, X5+ d, Xg + C}

5.2.1 L’algorithme #BTD

#BTD explore 'espace de recherche suivant ’ordre des variables induit par la décomposition

arborescente. Ainsi, on commence par les variables du cluster racine C;. A lintérieur du cluster C;,
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Algorithme 5 : #BTD(A, C;, X¢,) : entier
Entrée :
une affectation A
un cluster C;
un ensemble de variables X, € X
Pré-conditions :
X, contient les variables de C; qui ne sont pas affectés dans A
Post-relations :
retourne le nombre de solutions du probléme enraciné en C; ayant comme affectation partielle A

if X¢, =0 then
NbSol + 1
F « Fils(C;)
1 while F # () et NbSol # 0 do

Choisir C; dans F

F <+ F~ {CJ}

if (A[CiNCj],nb) n'est pas un #good dans P then

L nb < #BTD(A, Cj,ch ~ (G ﬁCj))
enregistre le #good (A[C; N C;],nb) de C;/C; dans P

| NbSol < NbSol x nb;

2 return NbSol
else

Choisir X € X,
NbSol <0
D+ D X

3 while D # () do
Choisir v dans D

D+ D~ {v}
4 if AU{X < v} ne viole aucune contrainte ¢ € C' then
| NbSol « NbSol + #BTp(AU{X « v}, Ci, X, ~ {X})

5 return NbSol

on affecte une valeur a une variable, on “backtrack” si une contrainte est violée. Ce schéma peut étre
amélioré avec le maintien de I’arc consistance (ligne 4). Lorsque toutes les variables de C; sont affectées,
#BTD calcule le nombre de solutions du sous-probleme induit par le premier fils de C;, s’il en existe un.
Plus généralement, considérons C; un fils de C;. Etant donnée une affectation courante A sur C;, #BTD
vérifie si 'affectation A[C; N C;] correspond a un #good. Si c’est le cas, #BTD multiplie le nombre
de solutions enregistré avec le nombre de solutions de C; avec A comme affectation. Sinon, on étend
A sur Desc(C;) dans l'ordre pour compter le nombre nb d’extensions consistantes et on enregistre
le #good (A[C; N C;],nb). #BTD calcule le nombre de solutions du sous-probleme induit par le fils
suivant de C; (ligne 1). Finalement lorsque chaque fils de C; a été examiné, #BTD backtrack et essaye

de modifier I'affectation courante de C;. Le nombre de solutions de C; est la somme des solutions de
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chaque affectation.
#BTD est décrit par 'algorithme 5. Le premier appel est BTD((),Cy,Cy) et il retourne le nombre

de solutions.

Exemple 5.10 Reprenons le CSP de la figure 5.3 page 97. Soit Uaffectation A = {X; < a, X9 +
b, X3 < c} comme affectation de C1 alors Sac, jc, = SAU{X4a,Xs5d},Cr /Co T SAU{X44d, X5a},C1/Co =
242 =4.

Le nombre de solutions de P4, jc, est 4 sur{Xy, X5, X¢} et 6 solutions pour Pyc, jc, sur{ Xz, Xs}.
Done, il y a 24 solutions sur {X1, Xa, X3, X4, X5, X6, X7, Xg} avec A.

Notons que pour [C1 N Ca], ({X3 < ¢},6) est un #good. Pour une autre affectation sur Cy, par
exemple A" = {X1 < b, X9 + a, X3 < c}, il nest pas nécessaire de calculer les solutions sur Cy car le
#good ({X3 < c},6) peut étre utilisé pour A'.

5.2.2 Propriétés
Théoréme 5.11 L’algorithme #BTD est correct, complet et termine.

Démonstration. Cette preuve s’effectue par induction en exploitant les propriétés des #goods struc-
turels. L’induction est réalisée sur le nombre de variables apparaissant dans la descendance du cluster

Ci, exceptée celle de C; déja affectées. Cet ensemble de variables est noté :

Var; = Var(C;, X¢,) = X, U U Desc(Cj) ~ (C; N Cj)
Cjetils(Cy)
Var(C;, X¢,) correspond a l'ensemble des variables a affecter pour déterminer le nombre d’extensions
cohérentes de A sur les variables X¢, et sa descendance (Desc(C;)).
Pour démonter que l'algorithme #BTD est correct, nous devons prouver la propriété P (A, Var(C;, X¢,))
définie par : “#BTD(A,C;, X¢,) renvoie le nombre d’extensions cohérentes de A sur les variables X,

et sur la descendance de C;”.

Initialisation : Considérons P (A, ()
Si Var(Ci, X¢,) = 0 alors X¢, = 0 et £i1s(C;) = 0. Puisque A est une affectation cohérente
sur X¢, et sur la descendance de C;. Il n'y a qu'une seule extension de A sur X¢, et sur la
descendance de C;, A elle-méme. Donc P (A, ) est vérifiée.

Induction : P(A,Var;) avec Var; # (). Supposons que YVar, C Var; P(A,Var,) soit vérifiée.
1°" cas : X, # 0.
Durant la boucle while (ligne 3) Iassertion “NbSol est le nombre d’extensions cohérentes de A
sur Xe, et la descendance de C; avec les valeurs v de X déja examinée” est vérifiée. Nous allons
montrer qu’elle est vraie a l'issue de la boucle. Soit v une valeur de X & examiner :

e AU{X < v} est incohérente. Il n’y a pas d’extension possible, NbSol est inchangé, 1’as-

sertion est donc vérifiée.
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o AU{X < v} est cohérente. et Var(C;, Xe, ~ {X}) C Var(C;, X¢,). L'hypothese d’induc-
tion nous permet de déduire que #BTD(A U {X « v},C;, X¢, ~ {X}) renvoie le nombre
d’extensions de A telles que X = v. Le résultat obtenu est ajouté a NbSol, 'assertion est
vérifiée.

Apres la boucle (ligne 5), #BTD(A, C;, X¢,) renvoie le nombre d’extensions cohérentes de A sur
Xe, et sur la descendance de C;. Donc P (A, Var(C;, X¢,)) est vérifiée.

2" cas : X¢, = 0.

Durant la boucle while (ligne 1) 'assertion “Pour chaque enfant de C; déja examiné il existe au
moins une extension cohérente de A sur Desc(C;). NbSol est le nombre d’extensions cohérentes
de A sur les fils de C; déja examinés.”

Nous allons montrer qu’elle est vraie a l'issue de la boucle. Soit C; un fils de C;.

e S'il existe un #good g = (B,nb) de C;/C; tel que A[C; N C;] = B, par la définition 5.9 d'un
#good A possede nb extensions sur Desc(C;).

e S’il n'existe pas de #good g = (B,nb) de C;/C; tel que A[C; N C;] = B alors #BTD est
appelée avec l'affectation A et Var(C;j,C; ~ (C;NC;)) C Var(C;,0). L’hypotheése d’induction
nous permet de déduire que #BTD(A,C;,Var(C;,C; ~ (C; N C;))) renvoie nb le nombre

d’extensions cohérentes que A possede sur Desc(C;)

Enfin la propriété 5.2 permet de conclure que NbSol < NbSol x nb vérifie I'assertion. Si
NbSol = 0 la boucle est terminée, car il n’existe pas d’extension cohérente de A. Apres la
boucle (ligne 2) #BTD(A,C;, () renvoie le nombre d’extensions cohérentes de A sur Desc(C;).
Donc P(A,Var(C;, X¢,)) est vérifiée.

Pour résumer, l'algorithme #BTD satisfait la propriété P(A,Var(C;,X¢,)), et en particulier la
propriété P(0, Var(C1,Xe,)) pour le premier appel. O

#BTD a la méme complexité que BTD.

Théoréme 5.12 #BTD a une complexité en O(nmd¥*t) en temps et O(nsd®) en espace avec n le
nombre de clusters, d la taille du plus grand domaine, s la taille du plus grand séparateur, m est le

nombre de contraintes et w la largeur de la décomposition arborescente traitée par #BTD.

Démonstration.

Complexité en temps Dans le pire des cas, #BTD explore tous les clusters (au plus n) et essaye
toutes les valeurs de chaque variable a 'intérieur de chaque cluster, & chaque instant au plus m
contraintes sont vérifiées (cf. ligne 4 de l'algorithme). Grace au principe d’enregistrement des
#goods, il est impossible d’explorer un méme cluster avec une méme affectation deux fois. Le
nombre d’affectations d'un cluster est borné par d**! avec w = maxc,cc | C; | —1 la largeur de la

décomposition arborescente. Par conséquent, #BTD a une complexité en temps en O(nmd**+1).



102 Exploitation d’une décomposition structurelle pour le comptage de solutions

Complexité en espace #BTD ne mémorise que les #goods. Ces affectations sur les intersections
CiNC; avec C; un enfant de C;. Donc, si s est la taille de la plus grande intersection, #BTD a une
complexité en espace en O(nsd®) car le nombre de ces intersections est majoré par n, le nombre

de #goods pour une intersection est majoré par d° et la taille d’'un #good est au plus s.

O

En pratique, pour les problémes ayant une grande largeur d’arbre, BTD explose en temps et
en mémoire, voir a la section 5.4 page 108. Dans ce cas, nous sommes intéressés par une méthode

d’approximation.

5.3 Calcul approché du nombre de solutions avec Approx#BTD

Nous considérons ici des CSP qui ne sont pas nécessairement structurés. Nous définissons une col-
lection de sous-problémes d’un probléeme donné P en partitionnant I’ensemble de ses contraintes. Dans

le cas d’'un CsP binaire, cela revient a partionner I’ensemble des arétes de son graphe de contraintes.

Propriété 5.13 Soit un graphe G = (X, A) associé au probléeme (X,D, C). Il existe un partitionne-
ment {Cy,...,Cg} de C tel que
1. Pour chaque sous-probléeme (X;, Dy, C;) ® admet un graphe de contraintes G; = (X, A;) triangulé

ou A; C A est I’ensemble des arétes associces a C;.

k k k
2. UXi=X,|JCi=Cet [)Ci=0.
1=1 i=1 =1

Justifications. Soit la partition {Cy, ..., C,,} telle que Vi C; = {¢; € C}. Chaque graphe de contraintes
est une clique formée des sommets associés aux variables de la contrainte. Chacun d’entre eux est donc

triangulé. Par construction la deuxiéme condition est également vérifiée. O

Supposons que Sp, soit le nombre de solutions pour chaque sous-probleme P;, 1 < ¢ < k. Nous

estimerons le nombre de solutions de P en exploitant la propriété suivante. Premierement, notons

P(A |= P) la probabilité de A est une solution de P. P(A = P) = ——b—.
I o~
XeX

Propriété 5.14 Soit un CSP donné P = (X,D, C) et une partition {P1,...,Pr} de P induite par

une partition de C en k éléments.

k
Sp.
Sp ~ — | X Dx
i:l_[l H Dx Xl;[X
XeX;

5. Les variables X; C X sont celles présentes dans les contraintes de C;
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Démonstration.

PAEP) = PAEPLAEP:...,AE=Py)
= PAEP) PAEP|AEP)..PAEP, | AEPL,...,AEPr_1)

Si nous supposons 'indépendance entre les problemes P; nous avons

PAEP) ~ PAEP) PAEP)...PAEP)

2
—
=
N
=
>

.
—
9

or Sp =P(AEP) x [] dr dout

zeX

k

Sp Dx
1H1 H DX Xl;[X
XeX;

Puisqu’un nombre de solutions est par nature un nombre entier ¢’est pourquoi nous prenons l’entier

supérieur de la valeur de ’expression obtenue. ]

Remarque 5.15 L’approrimation retourne une réponse exacte si tous les sous-problemes sont indé-
pendants (NX; = 0) ouk =1 (P est déja triangulé) ou s’il existe un sous-probléme incohérent P; (car
dans ce cas lalgorithme retourne zéro). De plus, nous pouvons fournir un majorant trivial du nombre
de solutions di au fait que chaque sous-probléme P; est une relaxation de P (le méme argument est

utilisé dans [Pesant, 2005] pour construire un majorant).

Sp < 221[1111]14 ngX i X xg(d (5.1)

Approx#BTD est décrit par 'algorithme 7, appliqué a un probleme P avec le graphe de contraintes
(X, A), la méthode construit une partition {C1,...,Cg} de C telle que chaque graphe de contraintes
(X, A;) soit triangulé pour tout 1 < ¢ < k. Chaque sous-graphe partiel est produit par I’algorithme
MaxChord™ [Dearing et al., 1988] décrit par I’algorithme 6. Le sous-probléme (X;, D;, C;) est résolu
par #BTD. Cette méthode retourne une approximation du nombre de solutions de P basée sur la

propriété 5.14 page précédente.

6. Il construit un sous-graphe partiel maximal, en terme d’arétes, pour les CsP binaires, mais ne garantit pas de
fournir le plus grand sous-graphe partiel triangulé. Pour les CSP non binaires, nous ne garantissons pas la maximalité du
sous-graphe partiel car nous ajoutons seulement les contraintes incluent dans le sous-graphe (maximal) triangulé obtenu.
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Algorithme 6 : MaxChord™ (X, C)

Entrée :
un ensemble de variables X
un ensemble de contraintes C
Pré-conditions :
X est induit par ’ensemble des variables des portées des contraintes C
Post-relations :
retourne le graphe de contraintes de (X', C’) qui est un sous-graphe partiel de celui de (X, C)

(X, A) « le graphe de contraintes associé a (X, C)
/* Algorithme MaxChord de [Dearing et al., 1988] x/
foreach U € X do Y(U) + 0
Choisir Vy € X
S « {Vo}
A0
| X|
while [ > 1 do
foralU e X \'S tel que {U, )} CC € Cdo
1 if Y(U) C Y(V)) then
Y(U) < Y(U) U{Vo}
L A" — AU {U, W}

2 Choisir Vy = argmaxycx.g | Y(V) |
S+ SuU{V}
Ll+1-1
/* Partie supplémentaire : Sélection de toutes les contraintes de C incluses
dans le sous-graphe partiel maximal (X,A’) */
C 0

foreach C € C do
if V{U,V} CC, {UV} e A’ then
C' '+ Cc'u{C}
L X' + X'u{U,V}

return (X', C’)

MaxChord™ construit un sous-graphe partiel maximal triangulé, il est décrit par 'algorithme 6. 11
choisi (étudie) une variable dont un maximum d’arétes est déja ajouté au sous-graphe partiel (ligne 2).
Pour chaque voisin (dans le graphe d’origine) non encore étudié 'algorithme ajoute I’aréte (entre ce
voisin et la variable étudiée) au sous-graphe partiel seulement si elle forme une clique (ligne 1). Ce
processus est itéré jusqu’a ce que toutes les variables soient toutes étudiées (l'ordre dans lequel les
variables ont été sélectionnées forme un schéma parfait d’élimination inverse pour le sous-graphe

partiel).

Exemple 5.16 Soit le Csp P = (X, D, C) dont le graphe de contraintes est donné par la figure 5.4a,

avec les variables {X1,...,X¢} et les contraintes {Ci2, C14, Cig, Co3, C345, Cs6}, la contrainte ternaire
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Algorithme 7 : Approx#BTD(X, C) : integer
Entrée :
un ensemble de variables X
un ensemble de contraintes C
Pré-conditions :
(X,D, C) un CspP sur des domaines finis
Post-relations :
retourne une approximation du nombre de solutions du Csp (X, D, C) vérifiant la
propriété 5.14

(X', C) + (X,0C)
i< 0
while (X', C’) # (0,0) do
1 i+1
(X;, C;) +MaxChord™ (X', C’)
soit P; le sous-probléme associé a (X;, C;)
Sp, «#BTD(,Ci,Ct) avec Ci le cluster racine de la décomposition arborescente de P;
(X', C) + (X", C' \ C;) avec X" I’ensemble des variables induites par C' \ C;

k Sp,
return H X H dy

i=1 H Ao reX

reX;

C345 est représentée en gras dans le graphe de contraintes. L’application de la premiere partie de
lalgorithme MaxChord™ permet d’obtenir le sous-graphe partiel mazimal triangulé de la figure 5.4b,
la seconde partie de l’algorithme ne peut pas sélectionner la contrainte Csys car toutes les arétes ne
sont pas présentes dans le graphe de la figure 5.4b, de plus laréte { X3, X5} ne correspond d aucune
contrainte, donc finalement le sous-graphe partiel 5.4b, donné par la figure 5. c, est triangulé et peut

étre associé da un sous-probléme de P.
Théoréme 5.17 L’algorithme Approx#BTD est correct, complet et termine.

Démonstration. 1l suffit de prouver que nous avons une partition des contraintes a la fin de la boucle

while pour pouvoir appliquer la propriété 5.14 page 102. Il est facile de montrer par induction en
i
utilisant les invariants X = X' U U X, | et “Q = (C/,Cy,Ca,...,C;) est une partition de C” dans
j=1
la boucle.
0
Initialisation Considérons i = 0 Nous avons X = X’ qui vérifie bien X = X' U U X; | =X'ub=
j=1

X' et C = C’ donc Q = (C') est bien une partition de C. La propriété est vérifiée.
Induction Supposons que pour tout k < i la propriété d’induction est vérifiée. Aprés I’application

de MaxChord™ nous avons X; C X’ et C; C C’ Soit X” ’ensemble des variables sur lesquelles
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Xo Xo
X3 X3
X1 X1
Xy
X6 X5 X6 X5
(a) Le graphe de contraintes (b) Le sous-graphe partiel
de P triangulé maximal
X
X3 X3
X1
X4 X4
X6 X6 Xs
(c) Le graphe de contraintes (d) Le graphe de contraintes
résultant pour le sous- résultant pour le sous-
probléeme Py probléme P2

Figure 5.4 — Graphes résultants de l'application de 1’algorithme MaxChord™, pour le Csp P =
(X,D,C) avec X = {Xq,...,Xs} et C = {C12,C14,C1¢,Ca3,Cs45,Cs6}. P se partitionne en deux

sous-problémes structurés.

portent les contraintes de C” = C' \ C;, ainsi X' = X; U X" et (C”,C;) est une partition de
C’. Par hypotheése d’induction nous avons
i—1

X= XUlJX;
Jj=1

1
= X'ulJX;, carX=X;uX’
j=1

= X'Uu|UX;| car X'« X"
j=1
Q= (C',Cy,...,C;_1) partition de C

= (C",C;,Cyq,...,C;_1) partition de C car (C”, C;) est une partition de C'.
= (C,Cy,Cy,...,C;) partition de C car C' « C”

Finalement (Cy,...,Cy) est une partition de C, nous pouvons appliquer le théoreme 5.14. ]
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Figure 5.5 — Le graphe de contraintes de 'instance games120, ayant 6 parties formant des sous-
graphes triangulés. La largeur d’arbre du graphe est w=41, apres décomposition en 6 sous-problémes
la plus grande des largeurs d’arbre est w’=8.

Théoréme 5.18 Approx#BTD a une complexité temporelle en O(nm2d¥'+1) et spatiale en O(ns'd®)

avec s' < w' +1<c<w+1<n otw = max | C,i | =1 est la plus grande largeur d’arbre des
ciect
1€[1,k]
sous-problémes, s’ = MaXei cicei | Ct N CL | est la plus grande intersection de clusters et c est la taille
uFv
1€[1,k]

de la clique maximale.

Démonstration.

Complexité en temps Le nombre d’itérations de Approx#BTD est inférieur a m. Chaque sous-
graphe partiel triangulé et sa décomposition arborescente associée peuvent étre calculés en
O(nm) [Dearing et al., 1988]. Alors, la complexité en temps de Approx#BTD est en O(nm2dv'+1)
avec la plus grande largeur d’arbre des sous-problémes w’ = max | C! | —1. Car chaque P; est

i
un sous-graphe partiel triangulé de P, sa largeur d’arbre w’ est égale a la clique maximale de son

sous-graphe [Fulkerson and Gross, 1965] qui est par définition plus petite que la clique maximale

du probleme d’origine, appelé clique number ¢, inférieur a la largeur d’arbre du probleme w + 1.

Complexité en espace Approx#BTD a la méme complexité que BTD appliqué sur le plus grand
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sous-probléme P; par rapport & la plus grande intersection de clusters s’ = max | Ci N Cf) |
ci, ciect
uFv
1€[1,k]

5.4 Evaluation Expérimentale

Les algorithmes #BTD et Approx#BTD ont été implémentés dans TOULBAR2”.

Pour #BTD, nous utilisons ’arc cohérence généralisée, lorsque les contraintes n’ont plus que deux
ou trois variables non affectées, au lieu de backward checking pour des raisons d’efficacité. A I'intérieur
des clusters, l'ordre dynamique, min domain/mazx degree, d’affectation des variables est modifiée
par l'heuristique conflict backjumping [Lecoutre et al., 2006]. Nos méthodes exploitent un schéma
de branchement binaire, chaque variable est affectée a sa premiere valeur ou celle-ci est effacée du
domaine.

Nous avons testé #BTD et Approx#BTD sur des benchmarks SAT® et Csp?. Pour SAT, nous avons
sélectionné des instances académiques (random k-SAT wff, All-Interval Series ais, tour de Hanoi hano)
et industrielles (Circuit Fault Analysis ssa et bit, logistique logistics) satisfaisables. Pour Csp, nous
avons sélectionné des instances de coloriage de graphes (comptage du nombre de solutions optimales).

Pour les solveurs #SAT, les instances CspP sont traduites en SAT en utilisant la transformation
directe (une variable booléenne par valeur des domaines, une clause par domaine pour qu’au moins
une valeur soit prise et un ensemble de clauses binaires pour interdire la sélection de plusieurs valeurs).

Les expérimentations ont été réalisées sur un ordinateur 2.6GHz Intel Xeon avec 4G0O sous Linux
2.6. Les temps CPU sont en secondes et limités a une heure. Pour les logiciels qui ne permettent pas
de mesurer le temps CPU nous avons utilisé la commande bash time. Le temps mesuré par #BTD et

Approx#BTD n’inclue pas le calcul de I'ordre d’élimination.

5.4.1 Evaluation des méthodes exactes

Nous avons comparé #BTD avec les solveurs Relsat [Bayardo and Pehoushek, 2000] v2.02, Cachet[Sang
et al., 2004] v1.22 (avec une limite mémoire de 5 M0), sharpSAT [Thurley, 2006] v1.1 et c2d [Darwiche,
2004] v2.20 (avec une mémoire limite de 512 MO et une limite de 64 MO pour stocker les d-DNNF).
Les méthodes #BTD et c2d utilisent I'heuristique Min-Fill d’ordre d’élimination de variables (ex-
cepté pour hanoi ou nous avons utilisé 'ordre par défaut du fichier) pour construire la décomposition
arborescence / les d-DNNF.

Nos résultats sont reportés dans la table 5.1. Nous remarquons que #BTD peut résoudre des

instances avec une petite largeur d’arbre (excepté pour ais et le450 qui ont peu de solutions). Les

7. version 0.8 pour ces expérimentations
8. www.satlib.org, www.satcompetition.org.
9. mat.gsia.cmu.edu/COLORO2/.


www.satlib.org
www.satcompetition.org
mat.gsia.cmu.edu/COLOR02/.
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solveurs exacts de #SAT sont généralement meilleurs que #BTD pour les instances SAT (sauf pour
hanoi). Mais sur les instances CSP ces solveurs rencontrent des difficultés. Ici, #BTD avec le maintien

de l’arc cohérence est plus performant que les solveurs #SAT qui utilisent la propagation unitaire.

5.4.2 Evaluation des méthodes approchées

La table 5.2 donne une analyse d’Approx#BTD sur les instances testées. Notre méthode de calcul
approché exploite une partition du graphe de contraintes de telle sorte que les sous-problemes résul-
tants & résoudre ont une petite largeur d’arbre pour ces instances (w’ < 26). En pratique, ¢a lui permet
d’étre relativement rapide connaissant la largeur d’arbre originale. La borne supérieure du nombre de
solutions donnée par Approx#BTD est généralement de mauvaise qualité surtout pour les instances

SAT méme lorsque les instances sont décomposées en peu de sous-problemes (par exemple ssa).

Nous avons également comparé Approx#BTD avec la méthode de calcul approché SampleCount|[Gomes
et al., 2007]. Avec les parameétres (s = 20, t = 7, « = 1), SampleCount-LB calcule une borne inférieure
du nombre de solutions avec un intervalle de confiance. Avec les parametres (s = 20, ¢t = 1, o = 0),
SampleCount-A ' nous donne seulement une approximation du nombre de solutions sans garantie,
apres la premiere itération de SampleCount-LB.

Les résultats de cette comparaison sont donnés par la table 5.3. La qualité de ’approximation
trouvée par Approx#BTD est relativement bonne et elle est comparable (sauf pour les instances ssa,

logistics, myciel6-7) & SampleCount-A qui prend le plus souvent (beaucoup) plus de temps.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons adapté une méthode structurelle de résolution des Csp au probleme de
comptage de solutions dans les Csp. Cependant la nature du probleme de comptage rend ce probleme
difficile et les approches exactes montrent une certaine inefficacité a le résoudre, c¢’est pourquoi nous
nous sommes intéressés & une décomposition structurelle des problemes permettant de calculer le
nombre exact de solutions des sous-problémes induits par cette décomposition et nous permettre
d’obtenir un calcul approché du nombre de solutions du probléme global.

Ce travail pourra étre étendu vers le calcul des solutions optimales d’un WcsP. Les #goods définis
devront intéger la valeur du coiit des solutions. Ce travail pourra s’inspirer de I'adaptation de BTD
pour la résolution de Csp aux WcsPp [de Givry et al., 2006].

Récemment dans [Rollon et al., 2011] les auteurs se sont intéressés au calcul des k meilleures
solutions d'un Wcsp. Ces k meilleures solutions pouvant étre les solutions optimales et les suivantes (si

le nombre de solutions optimales est inférieur a k). La question des k meilleures solutions a son intérét

10. Avec ces parameétres SampleCount-A correspond & la méthode ApproxCount [Wei and Selman, 2005].
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E: =
[aa) (%) i} L
o o 2 &
= g 1% | 9
D n < d w S c2d ) O = #BTD
P Time | Time | Time | Time | Time
SAT
wif.3.100.150 100 39 | 1.8e21 * mem - - mem
witf.3.150.525 150 92 | 1l.4el4d * mem | 266. | 2509 mem
wif.4.100.500 100 80 - * mem - - mem
ssa75h2-038 1501 25 | 2.84e40 | 0.15| 0.06 | 0.22 67 0.65
ssa7552-158 1363 9| 256e31 | 0.10| 0.03 | 0.07 3 0.19
ssa75h2-159 1363 11 | 7.66e33 | 0.09 | 0.04 | 0.07 4 0.27
ssa7552-160 1391 12 | 7.47e32 | 0.12 | 0.04 | 0.08 5 0.30
2bitcomp_ 5 125 36 | 9.84e15 | 0.43 | 0.05 | 0.14 1| 16.24
2bitmax_ 6 252 2| 58| 2.10e29 | 17.00 | 0.87 | 1.51 20 mem
ais6 61 41 24| 0.05| 0.01| 0.03 <1 0.08
ais8 113 7 40 | 0.51| 0.17 | 0.58 <1 3.27
ais10 181 116 296 | 16.64 | 4.13 | 29.19 6 543
ais12 265 181 1328 | 1147 | 161. | 2173 229 -
logistics.a 828 116 | 3.8el4 - 0.17 | 3.78 10 mem
logistics.b 843 107 | 2.3e23 - 1.38 | 12.34 433 mem
hanoi4 718 46 1] 7.18 | 1.11 | 32.64 3 1.87
hanoib 1931 58 1 - mem - - | 26.75
CSP (Graph Coloring)
2-Insertions_ 3 37 (148) | 4 9 | 6.84e13 | 235. mem - -| 17.80
2-Insertions 4 | 149  (596) | 4 | 38 - - mem - - -
DSJC125.1 125 (625) | 5| 65 - - mem - - mem
games120 120 (1080) | 9 | 41 - - mem - - mem
GEOM30a 30 (180) | 6 6 | 4.98¢14 | 0.86 5.53 - - 0.10
GEOM40 40  (240) | 6 5| 4.1e23 | 1.00 mem - - 0.09
le450_5a 450 (2250) | 5 | 315 3840 - | 32.31 318 326 1100
le450_5b 450 (2250) | 5 | 318 120 - | 13.12 227 187 1364
le450__5c¢ 450 (2250) | 5 | 315 120 - | 2.18 | 19.09 57 | 47.53
le450_5d 450 (2250) | 5 | 299 960 - | 4.40 | 14.60 36 | 92.03
mugl00_1 100 (400) | 4 3| 13e37 | 0.19 | 23.88 - - 0.02
mycielb 47 (282) | 6| 21 - - mem - - mem
Table 5.1 — Comparaison des méthodes exactes. Légende : mem : dépassement en mémoire, - : dé-

passement en temps (pour c¢2d, * : dépassement en mémoire pour le stockage des NNF). Les colonnes
sont : le nom de l'instance, le nombre de variables (ainsi que le nombre de variables booléennes pour les
instances CSP transformées), la taille maximale des domaines, la largeur d’arbre de la décomposition
arborescente, le nombre exact de solutions (si nous le connaissons), le temps pour c2d, sharpSAT,
Cachet, Relsat, #BTD.
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dans I’étude générale de la reconstuction d’haplotypes. Par exemple dans le probléme de reconstruction
d’haplotypes, que nous aborderons dans la partie 3, les généticiens ne sont pas seulement intéressés

I ou des optimales solutions ou

par la meilleure solution mais de I’ensemble des meilleures solutions
plus généralement de la distribution (de probabilité) de toutes les solutions.

Par ailleurs, dans les réseaux de Markov le calcul de la constante de normalisation, consistant a
sommer sur toutes les valeurs de toutes les variables le produit des fonctions du réseau, s’apparente au
probléme de comptage. Apres 'adaptation aux Wcsp de nos méthodes de comptage (exacte et surtout
approchée) 'étape suivante de ce travail sera d’étudier son utilisation pour ce calcul de constante de

normalisation.

11. En effet, ’exactitude d’'un phénomene étudié n’est pas forcément expliqué par une solution optimale du modele
utilisé.
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P n o |d Sp w || w |k Sp Time
SAT
wif.3.100.150 100 1.80e21 39 3| 6|~ 3.10e21 | < 5.05e27 | 0.03
wif.3.150.525 150 1.14el4 92 3|13 |~ 1.58el5 | < 1.13e42 0.18
wif.4.100.500 100 -| 80 6|48 | = 1.5916 | <  4.87e29 | 0.47
$sa7552-038 1501 2.84e40 25 6| 4|~ 93338 | < 3.79142 1.34
ssa7bhH2-158 1363 2.56e31 9 51 3|~ 22225 | < 1.41e79 | 0.77
$sa7552-159 1363 7.66e33 | 11 5| 3|~ 65327 | < 6.33e88 | 0.85
ssa7552-160 1391 7.47e32 12 5| 3|~ 4.50e26 | < 3.36el106 1.09
2bitcomp_5 125 9.84el5 | 36 6| 4|~ 86lel6 | < 6.81e27 | 0.02
2bitmax_ 6 252 | 2 | 2.10e29 58 6| 4|~ 4.53e29 | < 7.19e45 0.10
ais6 61 24 1 41 || 12| 8| = 1| <L 1.81e9 | 0.04
ais8 113 40 | 77 16 | 11 | = 1] < 34915 | 0.20
ais10 181 296 | 116 || 21 | 23 | = 1< 2.06e22 | 0.84
aisl2 265 1328 | 181 || 26 | 23 | = 1< 3.19e29 2.47
logistics.a 828 3.8el4 | 116 || 10 | 24 | = 1] < 4.91el80 | 14.85
logistics.b 843 2.3e23 | 107 || 13 | 25 | = 1| < 2.15e169 | 14.08
hanoi4 718 1 46 || 10 8| =~ 1] < 4.26e106 1.40
hanoib 1931 1 58 || 12 | 11 | = 1] < 4.48e309 | 16.05

CSP (Graph Coloring)

2-Insertions_ 3 37 | 4| 6.84el3 9 1 3|~ 191lel3 | < 6.00el7 0.01
2-Insertions 4 149 | 4 - 38 1 6 | =~ 1.30e22 | < 1.64e71 0.07
DSJC125.1 125 | 5 -| 65 3| 7|~ 12313 | < 22770 | 0.12
games120 120 | 9 - | 41 8| 6|~ 1.1278 | < 1.92e99 | 9.84
GEOM30a 30 | 6 | 4.98¢el14 6 5| 2|~ 72914 | < 1.81el5 | 0.04
GEOM40 40 | 6 | 4.1e23 5 5| 2|~ 48e23 | < 1.72e¢24 | 0.01
le450_ 5a 450 | 5 3840 | 315 4113 | =~ 1] < 241e216 | 3.17
le450__5b 450 | 5 120 | 318 4113 | = 1] < 572213 | 3.23
le450 5c¢ 450 | 5 120 | 315 4120 | ~ 1] < 1.49e201 7.42
le450_5d 450 | 5 960 | 299 4120 | ~ 1| < 858200 | 7.38
mugl00_1 100 | 4 1.3e37 3 2| 2|~ 53337 | < T7.18e41 0.01
myciel 47 | 6 -1 21 1 8 | ~ 7.70el7 | < 8.53e32 | 0.03
myciel6 95 | 7 -1 35 113 | = 54929 | < 9.80e73 | 0.19
myciel7 191 | 8 -| 66 1|21 | = 4.25e35 | < 2.96el61 1.23

Table 5.2 — Analyse de la performance de Approx#BTD et des caractéristiques des sous-problemes.
Les colonnes sont : le noms des instances, le nombre de variables, la taille maximale des domaines, le
nombre de solutions (s’il est connu), la largeur d’arbre de la décomposition arborescente du probléme
d’origine, la largeur d’arbre maximale des sous-problémes, nombre de sous-problémes dans la partition,
nombre approché de solutions et la borne supérieure du nombre de solutions donnée par 1’équation (5.1)
et le temps de Approx#BTD.
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D Sp Approx#BTD SampleCount-A SampleCount-LB
Sp ‘ Time Sp Time Sp Time
SAT
wif.3.100.150 1.8e21 | = 3.10e21 0.1 | = 1.37e21 959.8 - -
wif.3.150.525 1.4el4 | = 1.58el5 0.2 |  3.80el4 0.7 | > 2.53el2 4.6
wif.4.100.500 - | &= 1.59¢16 0.5 | ~ 4.15el16 | 2045.0 - -
ssa7552-038 2.84e40 | =  9.33e38 1.3 | ~ 1.11e40 | 134.0 | >  3.54e38 | 1162.0
ssa7552-158 2.56e31 | =~ 2.22e25 0.8 | = 1.43e30 14.1 | > 1.43e30 177.0
ssa7552-159 7.66e33 | &~  6.53e27 0.8 | ~ 6.49e34 32.8 | > 1.64e32 | 182.0
$sa7552-160 7.47e32 | =~ 4.50e26 1.1 | = 5.08e32 144.0 | > 2.31e31 | 1293.0
2bitcomp_ 5 9.84elb | ~ 8.61el6 0.1 | ~ 4.37elb 021 > 3.26el15 1.2
2bitmax_ 6 2.10e29 | = 4.53e29 0.1 | =~ 1.62e29 1.7 > 2.36e26 10.3
ais6 24 | ~ 1 0.1 | ~ 12 011 > 12 0.2
ais8 40 | ~ 1 0.2 | ~ 16 1.5 | > 12 15.9
ais10 296 | =~ 1 0.8 | = 124 459 | > 20 312.0
ais12 1328 | ~ 1 25 | ~ 0 9.2 | > 0 9.2
logistics.a 3.8¢l4 | =~ 1 148 | = 7.25el1l 171.0 | > 0 605.0
logistics.b 2.3e23 | =~ 1 14.1 | = 2.13e23 199.0 | > 0 229.0
hanoi4 1|~ 1 14 | = 0 5.2 | > 0 5.2
hanoib 1| =~ 1 16.0 | = 0 6.1 | > 0 6.2
CSP (Graph Coloring)
2-Insertions 3 | 6.84el3 | =& 1.91el3 0.1 | = 4.73el12 1.0 | > 4.73el12 7.4
2-Insertions 4 - | &~ 1.30e22 0.1 | ~ 0 3.8 | > 0 3.8
DSJC125.1 - |~  1.23¢13 0.1 | =~ 0 73.1 | > 0 73.2
games120 - | = 1.12e78 9.8 | = 7.33e64 13.8 | > 1.35e61 91.1
GEOM30a 4.98¢l4 | ~ 7.29el4 0.1 | =~ 1.23el3 04| > 3.28¢el2 3.7
GEOM40 4.1e23 | = 4.8e23 0.1 | = 2.14e20 1.5 | > 6.50e19 9.3
le450_5a 3840 | ~ 1 32 | ~ 0 8.6 | > 0 8.6
le450 5b 120 | =~ 1 3.2 | =~ 0 8.6 | > 0 8.6
le450_ 5c¢ 120 | =~ 1 74 | =~ 0 110.0 | > 0 111.0
le450 5d 960 | =~ 1 74 | ~ 0 54.6 | > 0 54.6
mugl00_1 1.3e37 | =~ 5.33e37 0.1 | = 4.2e34 211 > 4.20e34 15.6
myciel5 - | & 7.69l17 0.1 |~ 7.2917 09| > 7.29l7 6.4
myciel6 - | &  5.49¢29 0.2 | =~ 9.38¢e40 4.5 | > 7.42e36 30.7
myciel7 - |~  4.26e35 1.2 | & 1.37e80 27.7 | > 5.56e74 | 163.0
Table 5.3 — Comparaison des méthodes approchées. Légende : - : dépassement en temps (1 heure).
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Notions élémentaires de

génétique

6.1 Le génome

Tout étre vivant contient dans ses cellules des éléments microscopiques porteurs de 'information
génétique et de sa transmission au cours des générations : les chromosomes. Par exemple on trouve 46
chromosomes chez ’'Homme, 64 chez le cheval, 60 chez la vache et 38 chez le chat.

Ces chromosomes sont formés de longues chaines de molécules d’Acide DésoxyriboNucléique ou
ADN. La molécule d’ADN est une double hélice composée de 2 brins enroulés I'un autour de I'autre
et chacun de ces brins est constitué d’'un enchainement de bases de nucléotides qui se fait dans un
sens déterminé. L’appariement des 2 brins qui composent ’ADN est réalisé par des paires de bases :
Adénine (A) - Thymine (T) et Guanine (G) - Cytosine (C). Il faut savoir que ’Adénine peut se lier
a la Thymine (AT) et la Guanine & la Cytosine (GC) mais en aucun cas AG,AC, TG et TC. Grace
a lalternance des 4 bases A,C,T,G toutes ces séquences constituent un message codé portant les
informations génétiques.

Chaque chromosome est constitué de plusieurs dizaines, voire centaines de millions de paires de
bases, chez ’'Homme on en compte environ 4 milliards. Un géne est une partie d’un chromosome for-
mant une unité d’information génétique. Il détermine la mise en place et la transmission de caracteres
observables ( par exemple la couleur des yeux, le groupe sanguin...). Chacune des différentes formes ou
versions d’un méme gene relative au méme caractére est appelée alléle. Chaque individu posséde un
ensemble d’alleles qui lui est propre qui constitue son génotype. Le locus du gene est un emplacement
physique précis et invariable sur le chromosome.

L’ensemble du matériel génétique d’une espece, ensemble de genes portés par les chromosomes,
constitue le génome.

Il existe également des marqueurs génétiques, méme s’il ne font pas partie de vrais genes, car ils
n’ont pas forcément de fonctionnalité, on parle également de génotypes et alleles. La transmission des

marqueurs obéit aux mémes regles que celles des genes décrits dans la section suivante.
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Les événements de mutations dans I’ADN sont les principaux facteurs responsables de la différence
entre individus. Les SNP (Single Nucleotide Polymorphism) sont les mutations les plus communes. Ils
sont le résultat de la mutation du nucléotide A en T (et inversement) ou de C en G (et inversement). Un
SNP est défini comme une position sur le chromosome (son locus) lorsqu'un des deux nucléotides est
observé dans au moins 10% de la population. Par exemple, nous observons un SNP lorsque la séquence
AGTTCG est modifiée en AGATCG. Les deux nucléotides impliqués dans un SNP correspondent aux
alleles de ce SNP (dit bi-allélique).

Chez les especes diploides telles que la plupart des espéces animales et végétales, les chromosomes
sont associés par paire : on parle de chromosomes homologues, I'un provenant de la meére et 'autre
du pere. Ces chromosomes partagent le méme ensemble de génes mais avec des alleles pouvant étre
différents. Pour un locus donné un individu est homozygote si les deux alleles sont identiques sinon
il est hétérozygote. Seuls les chromosomes sexuels dérogent a la regle, les chromosomes X et Y ne
partagent pas exactement les mémes genes (on retrouve deux chromosomes X chez les femelles et les
chromosomes X et Y chez les méles). L’ensemble des alléles présents sur un méme chromosome d’un
individu est appelé un haplotype.

L’expression d’un caractére (par exemple physique) dii & un premier alléle peut masquer totalement
celle dii au second allele. Dans ce cas le premier est dit dominant et le second récessif. La codominance

correspond & ’expression conjointe des deux alleles.

6.2 Les lois de Mendel

Gregor Mendel est reconnu comme étant le pere fondateur de la génétique, il est a I'origine des lois
dites de Mendel qui définissent comment les génes se transmettent de génération en génération [Mendel,
1866].

Définition 6.1 Loi d’uniformité des individus de premiere génération
Lorsque 'on croise des individus de deux races pures (homozygotes pour tous les genes), différant
I'une de l'autre par un ou plusieurs alléles, les individus obtenus en premieére génération (F1) sont

tous semblables entre eux : la premiére génération est homogene. (cf. figure 6.1 page suivante)

Définition 6.2 Loi de la ségrégation des alléles
La génération F2, celle obtenue en croisant entre eux les individus de la premiere génération entre eux,
est hétérogene. Cette hétérogénéité traduit une ségrégation des alléles. Il en résulte que les gametes

ne portent qu’'un seul allele de chaque geéne. (cf. figure 6.2 page ci-contre)

Par cette loi, un individu est déterminé par ses deux genes, dont un est une copie d’un des alleles

de la paire que posséde sa mere et I'autre est une copie d’un des alléles que posséde son peére.

Définition 6.3 Loi de I’indépendance des couples de génes

Si I'on croise deux individus de races pures qui different par plusieurs génes, on constate que ces
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Figure 6.1 — Exemple de croisement entre une souris grise (GG caractére dominant) et une souris
blanche (BB, caractére récessif). A la premiere génération (F1) toutes les souris sont grises (GB)

S
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o0 (@] ) @] ) (@)
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Figure 6.2 — Exemple de croisement de deux souris issues de la génération F1 de la figure précédente.
A la deuxiéme génération (F2) on retrouve 75 % de souris grises (25% d’homozygotes GG et 50%
d’hétérozygotes GB) et 25% de souris blanches (homozygotes BB)

caractéres sont, dans les générations suivantes, hérités de facon indépendante les uns des autres, et se
retrouvent associés en F2 comme s’ils avaient été distribués au hasard. Les différents genes sont donc
indépendants les uns des autres (génes non liés). La disjonction se fait d’'une maniére indépendante

pour les différents genes.

Cette derniere loi n’est valable que si les génes sont indépendants, par exemple sur des chromosomes
différents. En effet si deux genes sont proches sur un méme chromosome, leur ségrégation n’est pas

indépendante. La section suivante détaille ce point.
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6.3 Crossing-over et distance génétique

6.3.1 Crossing-over

Chaque cellule, des étres vivants diploides, a une copie des n paires de chromosomes homologues.
Seules les cellules sexuelles appelées gameétes ne posseédent que n chromosomes. Ainsi lors de la re-
production, les deux gameétes (celui de la mere et celui du pere) fusionnent pour donner une nouvelle
cellule possédant a nouveau 2n chromosomes. Cette cellule est a l'origine de toutes celles composant
le nouvel individu créé. La production des gametes se fait lors d’un processus de division cellulaire
appelé méiose. 1l crée quatre cellules a partir d’'une cellule contenant 2n chromosomes. Cependant
ces quatre cellules ne contiennent pas forcément un des deux chromosomes de chaque paire mais un
mélange des deux. Lors de la méiose les chromosomes homologues se rapprochent, il arrive alors qu’ils

s’échangent des parties. Ce phénomeéne est appelé crossing-over.

1 T2 ™ T2

i ﬁ ( \ \ )
C ' ! ) C \ [ )

(a) Deux chromosomes homologues (b) Résultat de deux crossing-over en r; et ry

T

Figure 6.3 — Echange entre deux chromosomes homologues lors de la méiose

La probabilité r qu’il y ait un crossing-over ! entre deux loci donnés est appelé taux de recombinai-

son. Deux geénes sont dits indépendants si r = % et liés si r < % (par nature r ne peut étre supérieur

al).

6.3.2 Distance génétique

On définit la distance génétique comme une fonction du taux de recombinaison. Sous I’hypothese
d’absence d’interférence entre les crossing-over cette distance s’appelle distance de Haldane [Haldane,
1919].

En supposant que les crossing-over sont indépendants (non interférence), tirés au hasard dans le
chromosome et que leur nombre suit une loi de Poisson, la relation entre dj; la distance génétique

entre deux loci k et [ et leur taux de recombinaison rj; est donnée par

(6.1)

| =

1
dy = -3 log(1 — 2ry) définie pour 0 < rg; <

et inversement

TRl = %(1 — exp(—2dy)) (6.2)

1. ou plus précisément un nombre impair de crossing-over



6.4. Déséquilibre de liaison 121

Pour de petites distances on peut remarquer que dg; & 7. Ainsi nous pourrons supposer qu’un
centiMorgan (1cM) correspond & 1% de recombinaison entre les loci.

Il existe cependant d’autres distances génétiques comme la distance de Kosambi [Kosambi, 1944]
par exemple. Mais dans la suite du mémoire j’ai utilisé exclusivement la distance de Haldane.

La carte génétique d’une espece est une représentation du génome de ’espece. Elle contient les loci
(marqueurs) que l'on a pu identifier dans chaque chromosome, leur ordre relatif ainsi que la distance
génétique qui les sépare. Il existe actuellement plusieurs logiciels dont Mapmaker [Lander et al., 1987],
JoinMap [Stam, 1993] ou CartaGene [de Givry et al., 2005a] permettant la construction de cartes.

Les techniques actuelles permettent de génotyper plusieurs dizaines de milliers de SNP avec les

puces & ADN de 50 000 SNP utilisées pour le génotypage des bovins, par exemple.

6.4 Déséquilibre de liaison

La notion de déséquilibre de liaison entre deux alleles situés a des loci différents fait référence a la
corrélation entre ces alléles. Le déséquilibre de liaison décrit une non-indépendance de ces alleles.
Au contraire, I’équilibre de liaison entre deux alleles décrit une indépendance entre eux lors de leur

transmission. Ainsi nous avons pour ’allele a; du locus [; et 'allele as du locus s :

freq(a;,a2) = freq(a;) - freq(az) (6.3)

ou freq(a,as), freq(ay), freq(asz) désignent respectivement les fréquences de I’haplotype (a1, as), de
I’alléle a; au premier locus et de I’allele as au second locus.
La force du déséquilibre de liaison entre deux locus est mesurée a 1’aide du ceefficient de déséquilibre

de liaison D suivant :

D(a1,a2) = freq(ai,as) — freq(ay) - freq(asz) (6.4)

Une valeur de D positive traduit le fait que les deux alleles ont tendance a étre présents ensemble ;

une valeur négative traduit le fait inverse.

Propriété 6.4 [Cierco-Ayrolles et al., 2004] Soit deux loci ly et lg bi-alléliques avec a et b leurs deux
alléles possibles.
D(a,a) = —D(a,b) = —D(b,a) = D(b,b)

Il existe différentes mesures pour le déséquilibre de liaison, pour plus d’information a ce sujet la

revue [Cierco-Ayrolles et al., 2004] les détaille.






Reconstruction d’haplotypes :

I’existant

La gestion des populations d’élevage passe par I'amélioration et la conservation des ressources
génétiques. Cette tache est aujourd’hui effectuée dans la plupart des cas sur des données du controle
de performances (généalogie, performances). Par contre, les développements technologiques en géné-
tique moléculaire et 'existence des marqueurs génétiques ont ouvert la possibilité d’utiliser une toute
nouvelle source d’information.

Les marqueurs génétiques permettent d’explorer ’architecture génétique :

— pour trouver la localisation des zones du génome ayant un effet quantitatif sur des caracteéres

d’intérét (localisation de QTL, Quantitive Trait Loci)

— pour tracer les événements historiques de la population comme la sélection

— pour vérifier et controler la variabilité génétique.

Pour cela nous avons besoin de données sur la structure fine des chromosomes, notamment sur les
marqueurs génétiques qui se situent ensemble sur le méme chromosome dans la population : collection
d’haplotypes de la population, mais il est également important de connaitre, pour chaque individu,
les différents marqueurs originels.

Avec les méthodes expérimentales actuelles, il nous est trop coiliteux de mesurer les haplotypes
des individus [Niu, 2004]. Seuls les génotypes sont mesurés avec un coiit raisonnable. Cependant les
haplotypes sont plus informatifs que les génotypes et dans certains cas permettent de mieux prédire
la gravité d’une maladie ou d’expliquer un phénotype particulier. Il est donc important a partir de ces
mesures génotypiques, de retrouver les haplotypes pouvant les expliquer au mieux : c’est le principe

de la reconstruction d’haplotypes.
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7.1 Reconstruction d’haplotypes : le principe

7.1.1 Un exemple

Dans cet exemple nous allons nous intéresser a une famille de cinq individus : un pére, une mere
et leurs trois enfants.

Nous considérons une paire de chromosomes homologues dont cinq marqueurs génétiques peuvent
étre mesurés, et sont identifiés par leur locus. Avec les techniques de mesures de génotypes nous avons

obtenus les observations récapitulées dans le tableau suivant :

’ ‘ Pere ‘ Mere ‘ Fils A ‘ Fils B ‘ Fils C ‘

locus 1 | ab ab bb ab bb
locus 2 bb ab ab bb ab
locus 3 | aa aa aa aa aa
locus 4 | ab ab aa bb bb
locus 5 | ab bb ab bb bb

Pour chaque individu, a chaque locus nous avons la valeur des deux alleles présents. Par exemple,
pour le pére nous avons les alléles a et b au locus 1 et deux fois ’allele a au locus 3.

Le but de la reconstruction d’haplotypes va étre d’identifier pour chacun des deux chromosomes
homologues ’ensemble des cing alleles présents. Il faut évidemment que les régles génétiques soient

respectées. Ces regles sont :
1. A chaque locus, chaque alléle observé est présent sur un des chromosomes homologues.
2. A chaque locus, un individu regoit un alleéle de son pére et un alléle de sa mere.

3. Le chromosome d’un individu est ’ensemble des alleles transmis par son pere et son homologue

est 'ensemble des alléles transmis par sa meére.

La figure 7.1 représente les chromosomes homologues de chaque individu visualisés verticalement
et séparés par un trait. Elle illustre une reconstruction possible a partir des observations de génotypes
que nous avons, vérifiant les trois points précédents. Nous avons identifié les chromosomes des parents
par des couleurs (bleu et violet pour ceux du pere, orange et rouge pour ceux de la mere). Pour le pére
le chromosome identifié par la couleur bleue porte l'allele b au locus 1, pour respecter 1’observation
ab du tableau nous avons l'alléle a de ce méme locus présent sur le chromosome homologue identifié
par la couleur violette (la régle 1 est vérifiée). Dans cet exemple, nous n’avons pas d’informations sur
les parents du pere et de la meére, les regles 2 et 3 Le pere et la mere dans notre exemple n’ont pas
de parents (connus) les regles 2 et 3 ne peuvent pas étre prises en compte, pour eux ils nous suffit de

vérifier la regle 11

1. Nous verrons plus tard qu’il existe d’autre informations pour guider la reconstruction de leurs haplotypes plus
“intelligemment”, toujours en respectant cette premiere regle.
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Pere Mere

locus 1 ﬂ
locus 2
a

S Q2 8 o

locus 3

locus 4

locus 5

locus 1 b . b b

locus 2 a . b a

locus 3 a a a

locus 4 a I E .
locus 5 b n . n .

Fils A Fils B Fils C

Figure 7.1 — Une reconstruction possible compatible avec les observations et les regles génétiques

Pour les trois fils, la régle 1 est bien respectée a la figure 7.1, intéressons nous maintenant a la
vérification des regles 2 et 3 :

— Le respect de la régle 2 passe visuellement par le fait que pour chaque locus, un allele doit étre

associé & la couleur bleue ou violette (signifiant que 1’alléle a été transmis par le peére) et 'autre
a la couleur rouge ou orange (signifiant que l’allele a été transmis par la mere).

— Le respect de la regle 3 correspond au fait qu'un des chromosomes doit étre une sucession
d’alleles bleus et violets (ensemble des alleles transmis par le pére) et 'autre une succession
d’alleles rouges et oranges (ensemble des alléles transmis par la meére).

Avec la reconstruction proposée nous pouvons observer d’une part que le fils A a recu une copie
complete du chromosome bleu de son pére et une copie compléte du chromosome orange de sa mere
d’autres part que des événements de recombinaisons ont été identifiés (résultat de crossing over lors
de la méiose) chez les fils B et C. Un changement de couleur dans les chromosomes symbolise ces
événements 2. Pour le fils B, nous pouvons en observer un entre le locus 3 et le locus 4 sur le chromosome
(haplotype) transmis par le pere. Il en va de méme entre les loci 2 et 3 pour le chromosomse paternel
du fils C et les loci 3 et 4 pour son chromosome maternel.

En résumé, pour cette reconstruction (figure7.1) nous avons identifié trois événements de recom-
binaisons (un chez le fils B et deux chez le fils C).

Cependant cette reconstruction n’est pas unique, en modifiant légerement les haplotypes chez les

parents ( par exemple, inversion chez le pere des alleles du locus 1) nous obtenons la figure 7.2 qui

2. Méme principe utilisé pour présenter le crossing-over a la figure 6.3 page 120.
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Pere Mere
locus 1 a b .
locus 2 b a .
locus 3 a a
locus 4 a a
locus 5 a b .
locus 1 . b . b
locus 2 b a . a
locus 3 a a a
locus 4 a a .
locus 5 a | b o | e b b
Fils A Fils B Fils C

Figure 7.2 — Une autre reconstruction possible compatible avec les observations et les regles géné-
tiques

propose une autre configuration respectant toujours nos trois regles. Avec cette reconstruction des
haplotypes nous pouvons identifier deux événements de recombinaisons (une chez le fils A et une chez
le fils C).

La section qui suit formalise tous ces concepts et nous verrons ensuite dans les sections suivantes
les différents points de vue pour reconstruire les haplotypes des individus suivant des critéres dont
celui de minimiser le nombre de recombinaisons et ainsi préférer la solution de la figure 7.2 avec deux
recombinaisons plutot que la premiere avec ses trois événements de recombinaisons.

Les sections suivantes formalisent tous ces concepts et nous ameneront a considérer différents points
de vue pour reconstruire les haplotypes des individus selon des critéres comme celui de minimiser le
nombre de recombinaisons et ainsi préférer la solution de la figure 7.2 avec deux recombinaisons

seulement plutdt que celle de la figure7.1 avec trois recombinaisons.

7.1.2 Une représentation formelle

Les différents alleles (deux dans le cas des SNP bi-alléliques) d’un locus sont représentés par des
lettres, par la suite, nous utiliserons a et b.
A chaque locus [, un génotype G, peut étre observé, il prend sa valeur parmi aa, ab, bb. Il correspond

a la paire non ordonnée des alléles, donc ab est identique & ba3. Pour un individu 7, ’ensemble de ses

3. Dans ce cas nous avons choisi de les positionner suivant ’ordre lexicographique.
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génotypes le long de L loci est noté G* = (G4, ..., G%).
L’individu 7 posséde deux haplotypes HY et HM.
Chaque haplotype est une séquence de L alléles. Aﬁ est l’allele présent sur I’haplotype Hip au

locus I, de méme ’allele Af»\f est sur I'haplotype HM.

5 , Af-\f } forme le génotype du locus.

P

i
M
Hz'

Le génotype et les haplotypes sont liés, a chaque locus [, {A

La paire (non ordonnée) de ses deux haplotypes forme son diplotype noté . L’exemple suivant

résume toutes les notations.

Exemple 7.1 Soit un individu i admettant les génotypes suivants sur 5 loci : aa ab aa bb ab

Pour exzemple, pour le cinquiéme locus, nous avons G& = ab, les possibilités pour les haplotypes
vont étre (AR =a et AM =D) ou (AL =b et AY =a).

Les deux haplotypes suivants expliquent le génotype de i : aaaba et ababb

Nous pouvons écrire HY’ = aaaba et HM = ababb

A ce stade, il est équivalent d’écrire HY = ababb et HM = aaaba.

aaaba

Le diplotype de Uindividu est alors ———.
protp ababb

La définition suivante formalise la notion de génotype “expliqué” par deux haplotypes.

Définition 7.2 Haplotypes compatibles
Soient un génotype G = (G4,...,G;) sur L loci et HY = (A, ... AP), HM = (AM ... AMY) deux

haplotypes. HP et HM sont dit compatibles avec G si et seulement si

APAM i AP < AM
Vi<ILL G =
AMAP i AM < AP
Définition 7.3 Reconstruction d’haplotypes
A partir d'un ensemble de n génotypes (sur plusieurs loci) G = {g1,92,...,9n} la reconstruction

d’haplotypes permet d’obtenir pour chaque génotype g; deux haplotypes h}, h? compatibles.

7

Exemple 7.4 Soit le génotype aa ab ab bb ab sur 5 loci. Il y a quatre explications possibles pour ce
aaaba aabba aabbb aaabb

) ) t
abbbb ababb ababa ¢ abbba

génotype :

Remarque 7.5 Reconstruire un des deux haplotypes suffit a partir du génotype. Le second peut étre
immédiatement déduit. Ainsi dans ’ezemple précédent, connaissant le génotype et I’haplotype aaaba,
le seul haplotype possible pour former une paire compatible est abbbb. C’est pourquoi nous parlons de
reconstruction d’haplotypes plutot que de reconstruction de diplotypes.

Cependant les critéres de reconstruction qui vont étre évoqués par la suite, sont a vérifier pour les

deux haplotypes.
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Il existe plusieurs approches pour le probléeme de reconstruction d’haplotypes. Certaines s’ap-
pliquent pour des individus n’ayant aucun lien de parenté dans une méme population, ces approches
sont présentées dans la section 7.2.1. D’autres approches présentées dans les sections 7.2.2 et 7.3
s’appliquent & des individus apparentés.

Dans le cas des individus apparentés nous avons l'information de 'apparentement sous forme de

pedigree ou généalogie.

7.1.3 Pedigrees

Un pedigree ou une généalogie d’un groupe d’individus est défini par rapport a leurs relations de
parenté. Ainsi un individu peut avoir des parents connus, c¢’est un individu non-fondateur du pedigree
considéré ou au contraire étre un individu fondateur et ainsi ne pas avoir de parents connus dans ce
pedigree. De maniere évidente, un individu a une meére et un pére comme parents, et sera considéré
comme leur enfant (fils ou fille). L’ensemble pére-mere-enfants est une famille dite nucléaire. En effet
la notion de famille dans les pedigrees est plus large, elle regroupe tous les individus ayant un lien de
parenté plus ou moins éloigné dans le pedigree.

La définition proposée pour représenter un pedigree combine celles proposées dans [Thomas, 1985,
Cannings et al., 1978, Lange and Elston, 1975]

Définition 7.6 Pedigree

Un pedigree est un graphe orienté bipartie P = (N = I U M, A) ou N est l'ensemble des sommets
partitionné en deux ensembles I et M tels que I représente les individus (maéles et femelles) et M
représente les mariages entre individus. L’ensemble des arcs A représente les mariages (arc d’un
sommet individu vers sommet mariage) et les arcs descendances (un arc d’'un sommet mariage vers

sommet individu).

Dans ce mémoire, les sommets méles sont représentés par des carrés et les sommets femelles par
des ronds, les sommets mariages par des triangles. Lorsqu’on dessine les pedigrees il est commun de
supprimer les directions des arcs car elles sont toujours orientées vers le bas, des parents vers les
enfants via le sommet de mariage approprié. La figure 7.3 page ci-contre représente un pedigree avec
les conventions présentées.

Les pedigrees dit complexes sont des généalogies présentant des boucles de consanguinité, c’est-a-
dire des mariages entre cousins (cf. pedigree de la figure 7.4, les individus I et J se marient mais ont un
ancétre en commun B, ¢’est un cas de consanguinité, le cycle est mis en évidence en gras), apparaissent
des boucles par alliance (cf. pedigree de la figure 7.5 aucun mariage n’est fait entre individus ayant
un ancétre commun, mais il existe un cycle alternant sommets individus et sommets mariage, il est
présenté en gras sur la figure 7.5 ). Ces types de pedigree sont fréquement présents dans les populations
d’élevage comme les bovins par exemple.

Les pedigrees dits de demi-freres, sont des pedigrees sans boucles sur une génération. La figure 7.6

en est un exemple.
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Figure 7.3 — Un pedigree de 14 individus. Les individus 2, 4, 6, 8, 10, 11, 13 et 14 sont des femelles,
les autres des méles. Les fondateurs de ce pedigree sont les individus 1, 2, 3, 4, 5, 8 et 9. Les individus
9 et 10 sont les parents des individus 13 et 14, ils sont reliés par un sommet de mariage.
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Figure 7.4 — Pedigree avec boucle de consanguinité. Les individus I et J ont un méme ancétre commun
B, et ils sont parents de I’individu N.

7.2 Différents cadres d’étude

7.2.1 Meéthodes en population

Il existe beaucoup de méthodes de reconstruction d’haplotypes a partir d’individus non apparentés.
Mais elles peuvent se regrouper en quatre familles de méthodes : méthode de Clark, les algorithmes
de coalescences, ’approche de parcimonie pure et les méthodes statistiques.

La méthode de Clark [Clark, 1990] est le premier algorithme pour les haplotypes basé sur les
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Figure 7.5 — Pedigree complexe avec boucle par alliance
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Figure 7.6 — Pedigree de demi-fréeres

données de génotypes. L’algorithme est le suivant :

Initialisation Les génotypes ne pouvant étre construits qu’a partir de deux uniques haplotypes : les
génotypes homozygotes a tous les loci ou hétérozygotes sur un unique locus. Ces haplotypes sont

ajoutés a un ensemble H d’haplotypes solutions.

Itération Leurs génotypes pouvant étre construits a partir d’'un haplotype présent dans H. Si le

second haplotype n’est pas dans H, il est ajouté.
Finalisation Aucun génotype ne peut plus étre construit a partir des haplotypes de H.

Les méthodes de coalescence supposent pour une population que tous les haplotypes sont issus d’un
unique ancétre, ainsi ils ont tendance a se regrouper en fonction des mutations qui sont apparues.
Dans ce cadre, un algorithme dit de Phylogénie Parfaite (PPH pour Perfect PHylogeny) proposé
par [Gusfield, 2002] permet de déduire les haplotypes a partir d’une reconstruction phylogénétique.

Le but de certaines méthodes statistiques est d’estimer la distribution (les fréquences) des haplo-
types. Et d’associer avec la plus grande probabilité, une paire d’haplotypes compatibles pour chaque
génotype. Il y a les méthodes basées sur l'algorithme EM (expectation maximization) comme celles

présentées dans [Excoffier and Slatkin, 1995, Hawley and Kidd, 1995]. Pour d’autres méthodes uti-
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lisées dans PHASE [Stephens and Donelly, 2000] ou BEAGLE [Browning and Browning, 2007] des
hypotheses supplémentaires ou un apriori sur la distribution sont faits pour guider la reconstruction
des haplotypes.

Pour plus de détails sur les méthodes en population [Niu, 2004].

7.2.2 Meéthodes combinatoires utilisant les liens de parenté

Les individus peuvent étre trés liés les uns aux autres et 'information de pedigree devient une
information importante. De nombreuses méthodes ont été proposées pour la résolution du probléme
de reconstruction d’haplotype dans les pedigrees. Elles peuvent étre classée en deux grandes familles :
les approches statistiques (elles seront présentées dans la section 7.3) et les approches combinatoires.

Ces dernieres reconstruisent les haplotypes en utilisant les lois d’hérédité de Mendel et optimisent
la solution par rapport a différents criteres comme minimiser le nombre d’événements de recombinaison

ou encore supposer qu’il n’y a pas de d’événement de recombinaison sur les haplotypes.

7.2.2.1 Reconstruction sans événement de recombinaison

Les événements de recombinaison sont rares dans les régions ADN de petites tailles Il est raison-
nable dans ces régions de supposer que la reconstruction d’haplotypes ne comporte pas de recombi-
naison.

Probléme Zero Recombinant Haplotype Configuration (ZRHC)

Entrée : Un pedigree et les génotypes des individus du pedigree

Sortie : Les haplotypes compatibles de chaque individu n’ayant aucun événement de recombinai-

son

Le probléeme ZRHC fut proposé en premier par Wijsman [Wijsman, 1987], il définit un ensemble
d’une vingtaine de reégles génétiques logiques permettant de retrouver les haplotypes d’un pedigree.
O’Connell [O’Connell, 2000] propose un algorithme basé sur ces régles, qui enregistre les haplotypes
d’un ensemble de loci tres 1iés comme les alleles d’un seul locus supprime les génotypes incompatibles
suivant I'algorithme de Lange et Goradia présenté dans [Lange and Goradia, 1987] et ainsi trouve toutes
les configurations d’haplotypes compatibles (ayant zéro recombinaison) du pedigree. Les fréquences
des haplotypes pour les fondateurs est estimées & partir d'un algorithme EM [Dempster et al., 1977].

Une extension de cet algorithme est proposée par Zhang et al. [Zhang et al., 2005] (HAPLORE) et

est basée sur la généralisation des regles génétiques de Wijsman supposant I’absence de recombinaison.

7.2.2.2 Minimiser le nombre d’événements de recombinaisons

L’hypothese précédente d’absence de recombinaison peut étre contredite lorsque nous avons une
carte dense de loci avec une région d’étude plus étendue [Li and Jiang, 2003]. Dans ce cas minimiser
le nombre de ces événements devient plus adéquat.

Probléme Minimum Recombinant Haplotype Configuration (MRHC)
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Entrée : Un pedigree et les génotypes des individus du pedigree
Sortie : Les haplotypes compatibles de chaque individu tels que le nombre de recombinaisons est
minimal sur I’ensemble du pedigree
Qian et Beckmann proposent un algorithme [Qian and Beckmann, 2002] basé sur six regles. Il
consiste & effectuer une approximation du probléme, en effet il trouve les configurations d’haplotypes
pour chaque famille nucléaire qui minimisent le nombre de recombinaisons dans chacune d’elles et non
sur I’ensemble du pedigree. Cette méthode ne peut étre utilisée qu’avec de petites familles avec un
petit nombre de loci. Pour pouvoir I'utiliser sur des pedigrees plus importants Li and Jiang ont étendu
cette méthode en utilisant la programmation en nombres entiers. Cette méthode est implémentée dans
le logiciel PedPhase [Li and Jiang, 2003].

Exemple 7.7 Soit une famille nucléaire (pére-mére-fils) génotypée sur 4 loci :

Pére: ab bb bb bb
Meére : ab ab aa ab
Fils : aa bb ab ab

Deux configurations d’haplotypes possibles minimisant le nombre de recombinaisons :

. bbbb . abba . abbb

1. Pére : . Meére : ———, ils :
abbb baaa abaa
. bbbb . aaba . abbb

2. Pére : . Mere : ———  Fils :
abbb bbaa abaa

Le fils a recu le second haplotype complet de son pére, de sa mére il a regu les alléles mis en gras
(dans Uhaplotype du fils et de la mére). Dans les deux configurations, il y a eu un événement de re-
combinaison entre les loci 2 et 3 dans la premiére solution et entre les loci 1 et 2 dans la seconde. En
minimisation du nombre de recombinaisons ces deux solutions sont équivalentes cependant la recom-
binaison ne se fait pas entre les méme loci, en fonction de la distance génétique entre eux le taux de
recombinaison ne peut pas étre le méme.

Par exemple, considérons que la carte génétique suivante (position en cM) :
Locus 1 0 cM
Locus 2 30 cM

Locus 3 40 cM

Les loci 2 et 8 sont plus proches (10 cM) que les loci 1 et 2 (30 cM), il est plus probable que ’événement

de recombinaison se soit produit entre les loci 1 et 2.
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Minimiser le nombre de recombinaisons nous améne a obtenir plusieurs solutions ayant le méme
nombre de recombinaison (c¢f. 'exemple 7.7) mais nous n’avons aucun moyen, a ce niveau, de dis-
tinguer la qualité de chacune d’elles. Pour cela, il faut évaluer leur vraisemblance, la section suivante
détaille un ensemble de méthodes calculant la solution (configuration d’haplotypes compatible) la plus

vraisemblable.

7.3 Meéthodes statistiques utilisant les liens de parenté

Pour les petits pedigrees ou tous les individus sont génotypés sur un faible nombre de loci, il n’est
pas difficile d’énumérer tous les configurations haplotypes compatibles et de calculer leur vraisemblance
et d’identifier la (les) plus probables [Sobel et al., 1996]. Mais il est impossible de le faire lorsque les

pedigrees sont plus grands avec plus de loci et des génotypes manquants.

7.3.1 Meéthodes itératives

Lors de l'analyse de liaison seuls certains loci sont utilisables pour étudier la transmission des
alleles d’un parent a ses descendants. Ces loci sont dits informatifs pour étudier les recombinaisons
lors de la méiose chez les parents. Ainsi pour reconstruire la phase (les deux haplotypes) des parents,

il suffit de s’intéresser aux loci informatifs de chaque descendant.

Définition 7.8 Locus informatif

Pour un individu, un locus est informatif si un de ses parents est hétérozygote et qu’il est homozygote
a ce locus. Son locus informatif voisin a gauche est le dernier locus informatif le précédant le long
du chromosome. Son locus informatif voisin a droite est le premier informatif le suivant. Deux loci

informatifs voisins forment une paire informative pour 'individu.

Exemple 7.9 Soit un pére et un de ses fils avec les génotypes suivants sur 7 loci

Génotypes du pere : ab bb aa ab ab aa ab
Génotypes du fils - bb ab aa aa bb ab bb

Les loci informatifs pour le fils 1 sont 1, 4, 5 et 7
Les paire informatives sont (1,4) (4,5) (5,7). Ainsi le locus 4 admet (1,4) comme paire informative d

gauche et (4,5) a droite. Par contre le locus 1 n’admet pas de paire informative a gauche.

Windig et Meuwissen proposent dans [Windig and Meuwissen, 2004] d’étendre la méthode de
Wijsman [Wijsman, 1987] pour prendre en compte l'information de ces loci informatifs. Ils définissent
entre deux loci hétérozygotes chez les parents un intervalle.

Pour évaluer les haplotypes parentaux sur ces intervalles plutot que sur ’ensemble, qui deviendrait

beaucoup trop grand lorsque le nombre de loci devient grand, ils proposent de calculer la probabilité
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qu’il soit préférable de modifier les haplotypes & partir d’'un des deux loci formant I'intervalle. Pour

un intervalle donné cette probabilité se calcule avec la formule suivante :

xT

Y
H r;- H(l — T’j)
=1

Jj=1

]Pswitch -y m

HT’Z“ H(l—T’j)—FH(l—Tz‘)-HT’j
j=1

i=1 j=1 i=1

ou r; représente le taux de recombinaison entre les deux loci informatifs pour le descendant considéré,
y le nombre de descendants ayant une recombinaison entre leur loci informatifs considéré par rapport
a la phase actuelle et x le nombre de descendants n’ayant pas de recombinaisons entre ces loci.

Ainsi 'algorithme est le suivant :

1. Trouver les paires de loci informatifs pour chaque descendant et déterminer le taux de recombi-

naison correspondant & partir de la carte génétique.
2. Calculer pour chaque intervalle de loci Pyt par rapport a la phase actuelle du parent.

3. Si la probabilité de plusieurs intervalles est supérieure a 0.5, choisir celui dont la probabilité est
la plus grande et échanger 'alléle paternel avec ’allele maternel pour tous les loci & gauche (ou

a droite) de 'intervalle considéré en incluant le locus de gauche (ou de droite) de l'intervalle.

4. Répéter ces étapes tant qu'une probabilité Pg,sen est = 0.5

Exemple 7.10 Cet exemple est extrait de [Windig and Meuwissen, 200/].

Soit un pere et ses trois fils, seuls les loci hétérozygotes chez le pére sont conservés :

Pére: ab ab ab ab
Fils 1: aa aa aa bb
Fils 2: ab bb ab aa
Fils 3: aa ab bb bb
Fils 4/ : aa ab ab aa

Les distances entre les loci sont supposées étre identiques (10 ¢M) avec comme tauz de recombinaison

9.5, 18.2 et 25.9% pour des intervalles respectivement de 1, 2 et 3 loci.
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Itération 1 Itération 2 Itération 3
Haplotypes a a a a a a a b b a a b
parentaur b b b b b b b a b b a

Alléles informatifs chez

le fils 1 a a a b a a a b a a a b
le fils 2 - b - - a - b - a - b - a
le fils 3 a - — - b b — b b — b b
le fils 4 a - - a a - - a a - - a
Pswitch 0.142 0.429 0.613 0.576 0.231 0.387 0.424 0.002 0.072

Les loci notés -’ sont les loci non informatifs, les points “’ représentent les événements (possibles)
de recombinaison par rapport aur haplotypes parentaux courants.

Nous détaillons le calcul pour le dernier intervalle (entre les loci 3 et 4) dans la premiére itération.
Les taux de recombinaison pour cet intervalle sont 0.095, 0.181, 0.095 et 0.259 (respectivement pour les
fils 1, 2, 8 et 4). Il faut calculer la probabilité que la phase parentale change. Si actuellement il n’y a pas
de recombinaison entre les deux loci informatifs, le fait que la phase change entraine ’apparition d’un
événement de recombinaison. Ainsi les probabilités chez chaque fils que la phase change sont 0.905,

0.819, 0.095 et 0.259. Toutes ces valeurs sont multipliées (0.0182), on calcule I’événement inverse (que

0.0182
la ph h 0.0115). A d l Powitch = =0.613
a phase ne change pas) (i ). Avec ces deux valeurs nous avons Pgyitcn 00182 1 0.0115

De la méme maniére les probabilités des autres intervalles sont calculées. Pour litération 1 la troisiéme

valeur et la seule > 0.5, lalgorithme inverse les alléles du locus 4 (ou des loci 1, 2 et 3 ) dans les
aaaa . aaab

a :
bbbb bbba

Le méme processus est répété avec ces nouwveauxr haplotypes parentaux. Dans cet exemple il faut 3

haplotypes parentaux. Les haplotypes parentaux passent de

itérations pour ne plus obtenir de probabilité Pgyiren > 0.5

Druet et Georges proposent dans [Druet and Georges, 2010] une méthode nommée LINKPHASE
basée sur cet algorithme. Ils ont modifié la probabilité Pg,n d’inverser la phase permettant de

simplement inverser la phase pour un locus et non pour tout un fragment. En effet ils calculent la

probabilité qu’un allele soit sur un des deux haplotype Pgauche =TI, ri H;”:l(l — ;) ol k est
I'haplotype (k =1 ou 2), r; représente le taux de recombinaison entre le locus considéré et son voisin
informatif & gauche, c’est le méme principe pour P’jr oites POUT Obtenir Pk = P’;auch& P’jmite.

Pk

1. Calculer Lk = W

2. Si L*F > 0.95 I'allele testé est affecté a ’haplotype k, sinon il est sur I'autre (3 — k).

Pour les loci non informatifs chez la descendance, LINKPHASE détermine leur origine en fonctions
des loci déja affectés et des haplotypes parentaux [Qian and Beckmann, 2002]. Pour chaque paire de
loci informatifs, s’ils ont comme origine le méme haplotype h parental, c’est-a-dire que ’on observe

aucune recombinaison entre eux, alorslorsque la probabilité d’avoir une double recombinaison est
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< 0.05, LINKPHASE affecte tous les loci du descendant avec ceux présents sur h entre les deux loci

informatifs considérés.

7.3.2 Méthodes basées sur les chaines de Markov

Lander et Green sont les premiers & proposer un algorithme basé sur les chaines de Markov [Lander
and Green, 1987].

Définition 7.11 vecteur d’hérédité

Le vecteur d’hérédité v; = (p1,m1,. .., pn, my) décrit le résultat des méioses paternelles et maternelles
des n individus non fondateurs du pedigree étudié au locus I.

pi = 0 (resp. 1) si l'alléle grand-paternel (resp. grand-maternel) a été transmis au ¢ non fondateur

par son pere; m; représente la méme information mais pour la transmission maternelle.

Des représentations similaires ont été proposées dans le contexte de 'analyse de liaison avec une
méthode de Monte-Carlo [Sobel and Lange, 1993, Thompson, 1994].

Lander et Green consideérent le HMM avec les variables cachées v; et les variables observables M;
ou M, représentent les génotypes observés au locus [ pour tous les individus (non fondateurs) du
pedigree. L’espace des états cachés est I’ensemble () des valeurs possibles du vecteur d’hérédité v;. Les
probabilités de transition entre les états dépendent des recombinaisons présentes entre le locus [ et le
locus [ + 1 (pour I’ensemble des individus).

Le logiciel GENEHUNTER [Kruglyak et al., 1996] utilise ce HMM décrit, pour reconstruire les
configurations d’haplotypes pour L loci en utilisant deux méthodes, une exacte et une approchée. La
méthode approchée permet de sélectionner le vecteur d’hérédité le plus probable pour chaque locus,
avec l’algorithme forward-backward [Rabiner, 1989]. La méthode exacte utilise I’algorithme de Viterbi
pour traiter tous les loci en méme temps et sélectionner I'ensemble des vecteurs d’hérédité tel que la
probabilité jointe P(vy,..., vy | My,...,Mp) soit la plus grande.

En temps et en mémoire, GENEHUNTER est linéaire par rapport au nombre de loci mais exponentiel
par rapport au nombre d’individus non fondateurs dans le pedigree. Ce qui lui permet de traiter des

pedigrees avec beaucoup de loci mais un petit nombre (< 15) d’individus.

Dans le logiciel MERLIN [Abecasis et al., 2002], les auteurs utilisent des “sparse gene flow tree” pour
pouvoir utiliser I'algorithme de Viterbi [Rabiner, 1989] et l'algorithme de Lander et Green avec des
données plus conséquentes. Ces arbres de flots sont une représentation compacte des arbres binaires
complets qui regroupe “gene flow pattern” ayant des résultats identiques dans les feuilles de I'arbre

qui sont symétriques ou sans solution.



7.3. Méthodes statistiques utilisant les liens de parenté 137

7.3.3 Meéthodes basées sur les réseaux bayésiens

7.3.3.1 Réseaux bayésiens pour ’analyse de liaison : Réseaux de ségrégation

Le pedigree est a la base du probléeme d’analyse de liaison. Il définit une probabilité jointe sur les
génotypes et les observations des individus présents dans le pedigree.
La construction de ce réseau bayésien est proposée dans [Friedman et al., 2000, Lauritzen and

Sheehan, 2003] avec trois types de variables aléatoires :
Alléliques Pour chaque individu 4, au locus [ nous définissons les variables aléatoires Aﬁ et Af\l/[ . Elles
prennent comme valeur ’allele transmis respectivement par le pére et la mere de I'individu 1.

Variable de Ségrégation Elles sont similaires a 'approche proposée par Lander et Green. Si]l) et
Si]}/[ correspondent respectivement a 'origine (paternelle ou maternelle) de ’allele transmis par

le pere et la mere de l'individu 4. Formellement, soit p le pere de 4

P
Apl si Sll =

P _
Ay = [V
Apl si Sﬂ =

A% est défini de maniere équivalente.

Observées Pour chaque individu 4, au locus [ nous avons une variable aléatoire G} qui représente

I’observation du génotype au locus [ de I'individu .

La figure 7.8 présente un extrait de réseau bayésien illustrant les interactions parents-enfants sur trois

loci. Chaque table de probabilités dans le réseau bayésien correspond & une des catégories suivantes :

Modéle de transmission : P(AY | Apl,

rents de l'individu z.

ol ,S ) et }P’(Ail | Aml, ml,S- ), ou p et m sont les pa-

Modele de pénétrance : P(G!| AL, AM)
Modele de recombinaison : P(S5) =P(S}) =1 P(SF | SF_ ) et P(SAT | SA,) ces deux proba-

bilités conditionnelles admettent la méme table.
Fréquence allélique de la population : IP(AP ) et ]P’(A ) lorsque i est fondateur.
Les tables de probabilités conditionnelles de chacune des catégories sont données a la figure 7.7.

Pour une famille nucléaire (pére-mere-fils) et trois loci, le réseau bayésien de ségrégation associé est

donnée par la figure 7.8.

7.3.3.2 Algorithme

A partir de cette modélisation en réseau bayésien, Fichelson et al. [Fichelson et al., 2005] combinent
Palgorithme ELIM-MPE (élimination de variables pour MPE) avec du conditionnement dans le logiciel

SUPERLINK. L’algorithme se déroule de la maniére suivante :



138 Reconstruction d’haplotypes : ’existant

Sk p M Al a b
Agl a b a b A% alb alb
Ag{ alb alb aib aib call1T0TO0TO0
gaplofll]1]0]0f1]0]0]1 GPlab|o]l1]1]0
dlpffolol1|t|o[1]1]oO b |loflof0]1
(a) Modgele de transmission (b) Modele de pénétrance
Siti-1)
55, P M
P (1 = rg—1) -1y
M -1y (1 —rg—1)

(¢) Modele de recombinaison

Figure 7.7 — Les tables de probabilités du réseau pour les variables paternelles, ce sont les mémes
pour les variables maternelles
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Figure 7.8 — Extrait d’'un réseau bayésien, représentant les interactions entre les parents et leur
descendance sur 3 loci

1. Elimination de génotype : En pré-traitement, ’algorithme de Lange et Goradia est utilisé pour

éliminer les valeurs de génotypes incompatibles.
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2. Allele Recording : cette étape permet de fusionner plusieurs alléles d’un méme locus, lorsqu’ils
n’apparaissent pas dans les observations du pedigree étudié. La fréquence allélique de ce “nouvel

allele” est la somme des fréquences alléliques de tous ceux qu’il résume.

3. ELIM-MPE : pour finir SUPERLINK utilise ’algorithme ELIM-MPE pour obtenir la configuration
la plus probable.

SUPERLINK peut ainsi résoudre des pedigrees avec une centaine d’individus et un petit nombre de loci,
de petits pedigrees avec une centaine de loci, ou des pedigrees avec un nombre moyen d’individus et

de loci.

7.4 Conclusion

Le probleme de reconstruction d’haplotypes est essentiel pour la recherche de maladies, pour
expliquer des caractéres particulier (la détection de QTL ). Depuis une vingtaine d’années ce probléme
est étudié, de nombreuses méthodes ont été proposées dans le cadre d’étude des populations et lorsque
les individus sont apparentés.

Lorsque les individus sont regroupés en familles la reconstruction peut se faire sans recombinaison
lorsque la région d’ADN est de petite taille. Pour des régions plus grandes et des cartes génétiques
denses la minimisation du nombre de recombinaisons a été étudiée. Mais ces méthodes ne prennent pas
en compte la distance génétique qui existe entre les loci, ce que font les méthodes comme MERLIN et
SUPERLINK qui utilisent des chaines de Markov ou des réseaux bayésiens pour évaluer la configuration
la plus probable.

La plus grande limite de toutes ces méthodes est de ne pouvoir résoudre a la fois pour un pedigree
de grande taille, avec des généalogies complexes, et un nombre conséquents de loci. La taille de données
des pedigrees animaux étant vraiment considérable, la contribution principale (cf. chapitre 8) de cette

these est d’étudier les pedigrees a généalogie simple que sont les pedigrees de demi-fréres.

4. Quantitative Trait Loci






Une formulation directe pour

les pedigrees de demi-freres

Ce chapitre se place dans le cadre particulier des pedigrees de demi-freres. Ces pedigrees sont tres
fréquents dans les populations d’animaux de rentes. La sélection des individus reproducteurs se fait
quasi exclusivement sur les individus males. Ce chapitre décrit une nouvelle formulation compacte de
la reconstruction d’haplotype lorsque 1’on s’intéresse exclusivement aux haplotypes des reproducteurs,
cependant conditionnellement a ces haplotypes, la reconstruction de ceux de la descendance est facile
a réaliser [Druet and Georges, 2010].

Nous considérons un pedigree de demi-fréres constitué d’un peére p et n de ses enfants (fils et filles)
supposés indépendants (de meres différentes). Nous avons les génotypes sur L loci (situés sur un méme
chromosome) pour le pére et ses n descendants. Nous supposerons également qu’il n’y ait pas d’erreur

mendelienne !

sur les génotypes, et nous ferons les hypotheses essentielles suivantes :
1. Les crossing-over sont indépendants (non interférence des crossing-over).
2. Les alleles sont tous équiprobables a tous les loci étudiés.

3. Tous les loci sont en équilibre de liaison.

Dans un premier temps il sera question de réduire le modele de ségrégation présenté dans le chapitre
précendent pour reconstruire les haplotypes du pere. Ensuite une nouvelle formulation directe équiva-
lente a la réduction du modele de ségrégation sera présentée. La modélisation sous forme quadratique

a été initialement proposée par Jean-Michel Elsen 2.

8.1 Une réduction du modele de ségrégation

Pour réaliser la réduction du modele de ségrégation dans le cas de la reconstruction d’haplotypes

du peére, nous avons besoin des notations et opérations élémentaires qui suivent.

1. Une erreur mendélienne est le fait que les génotypes observés ne respectent pas les lois de Mendel. En effet des
erreurs de mesure sont possibles, il existe des méthodes pour "corriger" ces erreurs de mesure. Ici nous supposons que les
données que nous avons ont été corrigées.

2. INRA SAGA, Toulouse.
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Notation 8.1 Soient p le pére, V I’ensemble des variables du modele de ségrégation et O I’ensemble
des variables d’observations.

— P I’ensemble des variables de p

— JF; 'ensemble des variables du descendant 7

— M; l'ensemble des variables de la mere de i

— AP (vesp. AM) I’ensemble des variables alléle paternel (resp. marternel) de i

— S (resp. M) I'ensemble des variables de ségrégration paternelle (resp. maternelle) de i

— H; I'ensemble des loci hétérozygotes ordonnés de i ;

ainsi H; = {k1, ka2, ..., kg, } tel que Vu < v, k, <k,

— C' 'ensemble des paires (k,[) de loci consécutifs dans ensemble H,, ~ H;

Définition 8.2 opérations élémentaires

Soient X et Y deux variables.
elim(X) opération d’élimination de la variable X (¢f. définition 3.18 page 36 du chapitre 3).

fus(X,Y) opération de fusion de deux variables, mise a jour des probabilités existantes sur X et Y
(cf. section 3.2.4.2 page 49 du chapitre 3).

dec(X,Y) opération de décomposition par paire d’une fonction de probabilités par rapport a X et Y
(cf. chapitre 4).

Définition 8.3 Trouver la paire d’haplotypes la plus probable pour le pére p revient au probleme
MAP suivant :
Entrée : L’ensemble V et les observations O

Sortie : Une affectation de P maximisant Z P(V,G)
VNP

Nous considérons un pedigree de 2n + 1 individus composé d’'un méle et n femelles fondateurs et
de n descendants (1 descendant par femelle).

L’équation (8.1) de la présente page détaille I'expression de Z P(V,G) et I’équation (8.2) page
VNP
ci-contre une réécriture mettant en évidence les parties concernées par la sommation ou non.

L]
Y P(V.G) = Z(HP(AQC)'P( pk) - P(GY | Agh Agt)

VP VNP \k=1

P(A - P(AM
X H mere(1) ( mere (i )k:) (81)

X]P(A ’Apkn pk7S> ( ’Amere k’Amere()k7S%)

<P(G}, | Ajg, AR - P(Siy | Sik_1)) - P(SH | Sifk—)))
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|L]
k=1

VP
IL] n

X Z ( H H P( Amere(z (Ar]n\/e[re(i)k) (8.2)

VNP k=li=1

X]P(A ’ Apk" pk7S ) ( ’ Amere k’Amere( )k7Sz]\’g[)

xP(G}, | Al AN PSR | Slny) - POSH | STE_yy))

8.1.1 Principes de la réduction

Hormis le pére, chaque individu n’appartient qu’a une seule famille nucléaire. Chacune de ces
familles est ainsi composée d’une mere et d’un descendant.
Soit Fam; = M,; U F; I'ensemble des variables du descendant i et de sa mére m et Fam; N Fam; = 0,

Vi # j formalise cette séparation des familles nucléaires.

|L|
> P(V.G) = (HP(A&)-P( o) " P(GE | Ay, Ap ))
k=1

VNP
|L| v
X H Z ( H P mere(7) (Amere(z)k) (83)
i=1 Fam;
( | Apk’ pkv S ) ( ’ Amere (4) Axﬁ/e[re(z)lw Szj\lg)

<P(G, | Al AN - P(SE | Sfmny) - BOSH | i)

Chaque paire meére-descendant (m, i) étant indépendante des autres paires mére-descendant (m’, j),
les calculs effectués sous les hypotheses de travail sur la formule (8.4) de la présente page peuvent étre

transposés a l'identique sur les F; pour tous les autres descendants j de p.

|L] u
Z ( H IP) Amere( (Amere( )k)
Fam;
(8.4)
XP(A | Apk> pkv S ) ( | Amere Yk Amere(l)k? S )

<P(G | AfL, AN -P(SE | Sf_ny) - BOSH | SHi)

La figure 8.2 page 147 illustre les grandes étapes de la réduction pour un pedigree composé d’une

seule famille nucléaire. Ces étapes et leurs justifications sont les suivantes :

Etape 1 : Elimination des variables associées a la mére m : M;
Ces variables n’apportant pas d’information au réseau bayésien, et étant peu connectées a ’en-

semble du réseau leur sommation est facile a réaliser. Pour chacune des variables éliminées il n’y
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a qu’une seule fonction de probabilité qui porte sur elles (au momemt de leur élimination).

Pour chaque locus k,
1. elim(AnI;re(i)k)
2. elim(A)] )

3. dec(AM, SA

Etape 2 : Elimination des variables “maternelles” associées au descendant i
Apres I'étape 1 les variables de ségrégation maternelle SZM forment une chaine totalement dé-
connectée du reste du réseau, et n’ayant pas d’observation sur ces variables, leur somme vaut 1.

Les variables d’alléles maternels ont un degré de 1 : leur sommation est simple a réaliser.

Pour chaque locus k,
1. elim(SAD)

2. elim(A})

Etape 3 : Fusion des variables alléles du pére p
Le lien, de différence ou d’égalité suivant les cas, entre les variables Agk et A% est tel qu’il est
intéressant dans certaines configurations des génotypes observés au locus k ( pére héterozygote
au locus) de fusionner ces deux variables en une variable binaire Hj. Dans ce cas les deux va-

riables sont booléennes et associées a une fonction bijective de différence.

Pour chaque locus k hétérozygote chez le pére : Hy = fus(Agk, A%)

Etape 4 : Elimination des variables “alléles paternels” associées au descendant 1
Apres les précédentes étapes la sommation des variables de AL est rendue plus simple car leur
nombre de voisins a grandement diminué, de plus leur sommation & ce stade permet de garder
une certaine logique biologique au réseau. Au travers des fonctions restantes les notions d’héri-

tages sont encore exprimées de maniere explicite.

Pour chaque locus k,
— elim(AL)

elim(Af,;) engendre différentes situations selon les génotypes observés. Lorsque le peére est ho-
mozygote au locus k, elim(A,fZ) est tout simplement une affectation de AZI-Z. Lorsque le pere et

le descendant ¢ sont hétérozygotes au locus k, elim(Aﬁc) crée une fonction constante entre Hy
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et SP Dans ce cas il n’existe pas réellement de lien entre Hy et Silz, puisque peu importe leur
valeur la fonction est constante. Enfin lorsque le fils est homozygote elim(AZ) crée une fonction

déterministe entre Hy et Sik.

Etape 5 : Elimination des variables ségrégation paternelles associées au descendant i
Cette étape utilise les propriétés de la distance de Haldane pour obtenir les probabilités de
recombinaison entre deux loci quelconques et la décomposition par paire. Elle permet a la fin
d’obtenir un réseau ne portant plus que sur les variables Hy (anciennement les variables alleles

du pére p), s’apparentant & un probléme MAX-2SAT.
Pour chaque locus k,

— elim(SE)

- dec(S (k+1)ka 1)

Remarque 8.4 Le calcul de chaque étape est détaillé dans 'annexe A page 181.
L’ordre des étapes n’est pas totalement figé. En effet I'étape 8 peut étre réalisée a tout moment.

Cependant pour le détail des calculs j’ai choisi de la positionner en troisiéme.

A lissue des 5 étapes Z P(V, G) est un produit de fonctions des variables Hj, créées tel que :

VNP
Y. P(V.G)= C- H II feici(He ) (8.5)
VP i=1 (k,l)eCs

avec

(1—rg) si (G}, =Gjet Hy = H) ou (G}, # Gj et Hy, # H,)
fai qi(Hy, Hy) = ‘ ‘ ’ ‘ (8.6)
re st (G, = Gy et (Hy # Hy) ou (G # G}, et H = Hy)

Propriété 8.5 Sous les hypothéses suivantes :
1. Les crossing-over sont indépendants (non interférence des crossing-over)
2. Les alléles sont tous équiprobables a tous les loci étudiés.

3. Tous les loci sont en équilibre de liaison.

Nous avons argmax [ Z P(V, G)} = argmax [C’ H H fGl e (Hk,Hl)}
VNP =1 (k,l)eC’

Justifications. Les hypothéses permettent de réaliser les 5 étapes et d’obtenir I’équation (8.5) de la

présente page la propriété découle directement de cette formule. ]
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Exemple 8.6 Considérons un pedigree de 3 demi-freres dont les génotypes sont observés sur 7 loci :

Peére: ab bb aa ab ab aa ab
Fils1: bb ab aa aa bb ab bb
La figure 8.1a représente le pedigree et la figure 8.1b ou chaque aréte
Fils 2: ab bb ab aa bb aa aa fig b pectg fig 1

Fils 3: aa bb aa ab aa ab aa
qui compose le graphe est associé a un fils identifi¢ par leur couleur. Le pere est hétérozygote aux loci

1,4, 5 et 7, pour ces loci nous avons une variable Hy (étape 3).
A lissue des cing étapes, pour le fils 2 il existe 2 fonctions, une entre Hy et Hy et lautre entre les

variables Hs et Hr.
Mere 1 Mere 2 Pére Mere 3
Fils1 Fils2 Fils 3

(a) un pedigree de 3 demi-freres (b) Réseau résultant des 5 étapes

H,y Hy Hs Hy

Figure 8.1 — Les génotypes sur 4 loci du peére et de ses 3 fils du pedigree en (a) :
Pére : (ab bb aa ab ab aa ab) Fils 1 : (bb ab aa aa bb ab bb)
Fils 2 : (ab bb ab aa bb aa aa) Fils 3 : (aa bb aa ab aa ab aa)
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(d) Etape 2 (e) Etape 3 (f) Etape 4 (g) Etape 5

Figure 8.2 — Soit une famille nucléaire 8.2a. Supposons que le pere et le fils soient génotypés sur 5
marqueurs tels que :

Pére : (ab bb aa ab ab aa ab). Fils : (aa bb aa ab aa ab aa).

Le réseau d’origine de ségrégation est représenté en 8.2b.

Les réseaux 8.2¢ a 8.2g sont le résultat graphique des étapes de la réduction du calcul Z P(V,QG)
VNP
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8.2 Une nouvelle formulation directe

Dans cette section, nous considérons seulement les individus génotypés sur les loci de ’ensemble
L, ici le méle et ses n descendants.
Les données du probleme, hormis le pedigree, sont les loci, leur génotype pour chaque individu

considéré et leur position sur le chromosome.

8.2.1 Les notations

Pour obtenir les deux haplotypes du pére étudié, nous avons besoin d’un ensemble de variables
permettant de déterminer sur quel chromosome homologue se situe chaque allele du génotype pour

chacun des loci étudiés.

Définition 8.7 vecteur de phasage ou phase
Soit h un vecteur de dimension | L | le vecteur de phasage ou la phase, tel que pour chaque loci [, le

domaine de h; est {—1,1} définit de la maniére suivante :

1 siles alleles sont positionnés tels que —, —, — pour les génotypes aa,bb,ab

—1 si les alleles sont positionnés tels que —, —, — pour les génotypes aa,bb,ab

=

Il
Qleasle
SONIRS RS NS
el

Remarque 8.8 Pour un locus homozygote | , la valeur de hy n’a pas d’importance, par la suite elle

sera mise par défaut a 1.

Exemple 8.9 Supposons que sur 4 loci nous ayons les génotypes suivants pour le pére et le vecteur

de phase h ci-dessous :

GY ab bb aa ab
AR -1 1 1 -1

b b ab

Nous pouvons en déduire que les haplotypes du pére sont 0
a a a

Dans notre modele, la reconstruction des haplotypes de 'individu choisi (le pére dans notre cas)
va passer par la phase (ou vecteur de phasage) ayant une probabilité maximale étant donnée les
observations de génotypes des descendants. Au lieu d’utiliser directement les génotypes observés dans
notre modele probabiliste nous utilisons une donnée intermédiaire qui est suffisante pour modéliser les
événements de méiose : des vecteurs de transmissions.

Lorsque p est homozygote aa, il est évident qu’il transmet un allele a, mais il nous est impossible
de savoir lequel des deux a été copié et transmis pour chaque descendant. Les vecteurs ont pour but

d’indiquer quelle copie d’allele a été transmise aux descendants.
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Définition 8.10 valeur et vecteur de transmissions
Soit T une matrice de dimension (n,| L [), telle que la valeur T} appelée valeur de transmission

définisse l'origine certaine (de la copie) de ’allele paternel au locus [ du ¢ fils.

1 sile pere est hétérozygote, le i° fils homozygote aa
Tli =< 2 sile pere est hétérozygote, le i° fils homozygote bb

* sile pére est homozygote ou le i° fils hétérozygote

T = (TlZ ... T|ZL|) est appelé vecteur de transmission pour le i® descendant.

Exemple 8.11 Considérons un pere avec 3 fils de méres différentes. Seuls le peére et les fils sont

génotypés sur 7 loci tels que :

GY: ab bb aa ab ab aa ab
Gl: bb ab aa aa bb ab bb
G2: ab bb ab aa bb aa aa

G3: aa bb aa ab aa ab aa

Construction des vecteurs de transmission.

Le pére est homozygote auz loci 2,3 et 6 donc pour ces loci la valeur de transmission est x pour
chacun des fils. Pour les autres loci, le pére est hétérozygote, il faut donc étudier les génotypes de
chaque fils pour compléter leur vecteur de transmission.

Pour le fils 2 : Au locus 1, le fils est hétérozygote comme le pére donc on me peut pas connaitre
avec certitude lequel des alléles est transmis : T? = x. Au locus 4, le fils est aa et le pére est ab, avec
certitude le pére a transmis le premier alléle : T7 = 1. Au locus 5, le fils est homozygote bb et le pére
est ab, donc il lui a transmis son second alléle : T2 = 2. Pour le locus 7 c’est evactement le méme
raisonnement.

Ainsi nous avons la matrice de transmission suivante :
Tl
T2 - * * * 1 2  *% 1

La définition suivante est une reformulation de la définition 7.8 page 133 du chapitre précédent.

Définition 8.12 Locus et paire informatifs
Soit T* le vecteur de transmission du fils 7.
— Un locus [ est informatif pour i si T} # *.
— Une paire (k,[) de loci est dite informative si k et [, (k <), sont deux loci informatifs et qu’il

n’existe pas de locus m informatif tel que k < m < [.
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Exemple 8.13 Si on poursuit l’exemple précédent nous pouvons déterminer [’ensemble des loci infor-

matifs et les paires informatives pour chaque descendant.

loci informatifs | paires informatives
descendant 1 1,4,5,7 (1,4) (4,5) (5,7)
descendant 2 4,5,7 (4,5) (5,7)
descendant 3 1,57 (1,5) (5,7)

8.2.2 Formulation de la probabilité de la phase sous forme quadratique

Définition 8.14 La probabilité de la phase h est donnée par
P(T | h) - P(h)

O SR e
2

L’hypothese de travail qu’est 1’équilibre de liaison permet de déduire que P(h) est une constante
P(T | h)

> P(T| W)
"

probabilité de la phase h est proportionnelle & la vraisemblance des observations (P(h | T) o< P(T | h)).

quelle que soit la phase h, ainsi nous obtenons P(h | T) = . Nous en déduisons que la

Ainsi la configuration d’haplotypes la plus probable est celle qui maximise P(T | h).
L’indépendance des événements de méiose produite pour chaque fils® justifie I'équation (8.7) et
I’équation (8.8) est une simple application de la propriété 2.12 page 20 sur les probabilités conditionn-

nelles.

P(T|h) = J[P(T"|h) (8.7)
=1
P(T |h) = _HP(Tf |h)-P(T3 | 0, TY) - P(T3 | b, 71, T3) .. .P(T} | b, TY,..., T} ;) (8.8)

@
Il
-

Propriété 8.15
P(T} | b, TY, ..., T} ) = P(T} | hg, i, T})

Justifications. Pour Tf # %, en faisant les hypothéses de non interférence dans la création des crossing-
over et des fréquences allléliques équiprobables a chaque locus, seul le locus informatif courant [ et
son locus informatif précédent k formant ainsi la paire informative (k,[) sont nécessaires au calcul de
B(T{ | b Tf,.... T} ).

En supposant 'indépendance des crossing-over, la probabilité de recombinaison entre k et [ ne

dépend pas des éventuelles recombinaisons entre les loci 1 et k. De plus chaque valeur de transmission

3. c’est une indépendance conditionnelle. De maniére générale, les méioses entre plusieurs enfants sont indépendantes
conditionnellement aux génotypes des parents.
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valant % entre les loci k 4+ 1 et [ — 1 ne modifie pas la vraisemblance puisque les fréquences alléliques
sont toutes identiques ainsi la transmission des alléles des meres vers leur fils n’a pas d’importance.

Par conséquent, seules les valeurs de transmission des loci informatifs dans T sont utilisées. [

Propriété 8.16 Soient h un vecteur de phase, T' le vecteur de transmission d’un descendant i.

1 si T} =x
P(T} | b, TY,..., 1} ) = 3 si Bk < 1, tel que (k,1) paire informative
7“lil_cs]zl(h) (11— 7"kz)(s’i”(h) si (k,1) paire informative

2
avee dj(h) =7 - <2Ti 3 T ar - 3)
l k

Justifications. P(T} = x | h,T},...,T}_;) = 1 car c’est un sytéme complet d’événements.
Pour T} # *, par les hypotheses 1 (non interférence des crossing-over) et 2 page 141 (équifréquence des
alleles) seul le locus informatif & précédent [ (k et [ forment une paire informative pour le descendant

i) est utile donc

P(Tf =* | h, Tli7 . 'aTli—l) = P(le | hi, hl’Tl@

Si [ est le premier locus informatif (Ak < I, tel que (k,[) soit une paire informative) il n’y a pas de

a b
préférence entre h; = 0 et h; = — car tous les loci précédents sont homozygotes.
a

. . . 1
Dlow P(T} | b, T,... . T,) = 5.

Dans le cas ou il existe une paire informative (k,1) :

ri st (hy = hy et T,i =+ Tll) ou (hy # hy et Té = TZZ)

P(T} | b, T}) = (8.9)

1 —rg; sinon

ou de maniére algébrique : ]P’(Tf | hi, hy, T,g) = r;l_%l(h) (1 - Tkl)%l(h) O

Propriété 8.17
log(P(T | h)) = K+ 'hWh

telle que IC soit une constante et W une matrice carrée | L | x | L |.

Démonstration.

Nous avons C’ I’ensemble de ses paires informatives. Tout d’abord nous développons la fonction 5,il(h)
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qui sera nécessaire par la suite.

2

; 1 hy k
(3 h — -
fa(h) 4 <2T; 2T’—3>

1 h? Lo hihs,

4 2T’—3 2T,§-3)2 (2T} — 3)(2T} — 3)

1 1 hihg
= = + : + A .
1 <2T;—3> (2T -3 ' T (2T} —3)(2T} —3)
1 hih
= C+--12 - -
T ( (2T;—3><2T,z—3>>
byl
= C : :
TR —3)eT —3)
_ L hihy,
20 20217 - 3)(2T} - 3)
c=1 ! + ! L car 7 Ti € {1,2} donc (2T} — 3)? = (2T} — 3)2 =1
— = n = - I 11 _ = —_ =
4\ (217 -3)2 (2T} - 3)? 2 bk ’ ! K

log(P(T | h))

log [ﬁ P(T? | h)]

=1
= Z log [P(T" | )]
1 ) )
= Zlog 3 H P(T} | hy, hg, T) (cf. propriété 8.16)
= (k,l)EC?
- S} I 0ot
=1 L ( G(Ci
" 1 i
= D log (2) > log { (- mzf’“(h)}
i=1 (k,l)eCi
1 n ) .
— nlog(5) + X X 1= G log(r) + By (h) log(1 — 7u)
=1 (k,l)eC?
1 n
= nlog <2) + Z log(rg) + 0%, (h)[log(1 — 1) — log(r)]
i=1 (k)eCi
1 L 1 hih 1—ry
= nlog <) + log(rgr) + ( + - - ) log < )
2 ; (k)eCi 2 2(21} - 3)(2T} - 3) Tkl

- hihy L —rg
= K+> > ; i log < )
i1 (k)eCi 22T} — 3)(2Tk -3) Tkl

n 1_
IC—nlog< )+Z log(rk) log( Tkl)

i=1 (k,1)eCi "kl



8.2. Une nouvelle formulation directe 153

hih
Etant donnés k et [, la somme Z Lk permet de considérer tous les fils

itq (k,1)eCi 2(2Tll - 3)(2T1§ - 3)
ayant (k,l) comme paire informative. Cette transformation permet d’exprimer log(P(T | h)) comme

une double somme sur [ et k.

log(B(T [ b)) = K+Zzhlh’“log<l_:kl)'. 2 2(2Tf3§(2T,i3)

=1 k<l Tk i tq (k,)€Ci
= K+'hWh
Nous faisons le choix de construire une matrice W symétrique donc Vk,l € {1,..., L}
log<1_rkl>~ Z sil#k
— —
Wkl = Tkl i tq (k1)eC? 4(21—? 3)(2Tk 3)
0 sinon

Propriété 8.18 Soient la matrice W construite dans la preuve de la propriété précédente.

1 _ 1—r
Wiy = Z(N,;g — N)log ( ’“)
Tkl

telle que Nl;s (resp. Ny, ) représente le nombre de descendants tel que pour chaque descendant i T,i = Tf

(resp. T} = T} ) avec (k,l) une paire informative pour ce descendant.

Justifications. Soit une paire informative (k, ).

1
Détaillons la somme suivante Z 10T — 3 (2T —3
itq (k,1)eCi ( r )( kT )

Soit un descendant u tel que T = T} alors (213 — 3)(2T% — 3) = (2T} — 3)%? = 1.

Soit un descendant v tel que T} # T} alors (21 —3)(2T}) —3) =1-(—1) = —1.

Ainsi
1 1 (
7 T Z
itq (k,1)eCt 42T} - 3)(2T; = 3) 4 i tq (k,1)eC! i tq (k,1)eC!
T=17 T #T/
=Ny =Ny

O]

Remarque 8.19 Le signe de chaque coefficient non nul de la matrice W est déterminé par le signe
de (N}, — Ny;) car log (ﬂ) est toujours positif du fait que 1 < 0.5.

Tkl
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Exemple 8.20 Si nous poursuivons l’exemple 8.11 duquel nous rappelons la matrice de transmission

obtenue :

T : 2 % % 1 2 % 2
T : % % % 1 2 x 1
™ : 1 * 1 1

1l faut maintenant calculer les valeurs des N,;'; et Ny; pour chaque paire informative présente chez
au moins un descendant.
fo4 =0; Ny 4 =1 car pour le descendant 1, T! # T} et (1,4) est une de ses paires informatives
Nf:5 =1 car pour le descendant 3, T3 = T3 et (1,5) est une de ses paires informatives ; Ni;=0.
NZS =0; Ny5 =2 car pour les descendants 1 et 2, T} # T3 et T # T2
Ng} = 2 par les descendants 1 et 3; Ny, =1 a cause du descendant 2.

Les autres N,jl, N, sont tous égaux a zéro.

8.2.3 Formulation en réseau de fonction de coits

La matrice W est symétrique et ses coefficients peuvent étre négatifs, pour pouvoir définir un
R-WcsP a partir de la matrice, il faut effectuer une transformation pour obtenir les fonctions de cofits

utilisées pour le R-Wc¢sp. Ce dernier est défini dans la définition suivante.

Définition 8.21 Soit Py = (H, D, F) un R-WcsP binaire.
— H ={hy,ho,...,hp} Pensemble des valeurs du vecteur de phase pour les L loci étudiés.
- F = {fkl ‘ Wi 7& 0,k < l} tel que f(hk,hl) = -2 - Wyihiph;+ ‘ Wi ‘

La table de chaque fonction cotits de Py est une version souple des contraintes de différence
(Wi < 0) ou d’égalité (Wy; > 0) :

hy hy
I -1 1 I -1 1
-1 — AWy 0 -1 0 | 4Wy
1 0 _4Wkl 1 4Wkl 0
(a) Wi <0 (b) Wi >0

Table 8.1 — Tables des fonctions de cofits fi; par rapport au signe de Wy,

Elles traduisent le fait que les observations de transmission préconisent que les haplotype hy et h;

soient phasés de la méme maniere (table 8.1b) ou en opposition (table 8.1a)
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Propriété 8.22 Soient le WcsP Py et A une affectation compléte de Py . Laffectation A minimise

Z fri si et seulement si elle mazimise log(P(h| T)).
fri €l

Démonstration. De fagon triviale nous avons argmax log(P(h | T)) = argmin [ — log(P(h | T)].
h h

—log(P(h | T)) = —K—'hWh d’apres la propriété 8.17
IZ|
= K- Z Z 2Wiihihy car Wy, est symétrique
=1 k<l
|L|
= K+ ZZ_2Wklhkhl+ ‘ %% ‘ — ’ Wi ’
1=1 k<l
IZ| IL|
= —/C—i—ZZ(— ‘ Wi D—i—ZZ—QWklhkhl—l— ‘ Wi ‘
=1 k<l =1 k<l
IL|
= Ki+>.> —2Wihphi+ | Wiy |
=1 k<l
= Ki+ > —2Wihphi+ | Wiy |
L,k tq
Wi #0
= Ki+ > fulhw.h)
fri€eF
IL|
avec K1 = —K + ZZ(— ‘ Wi D
1=1 k<l
Ainsi la propriété est démontrée. O

Exemple 8.23 Reprenons 'ezemple 8.11. le graphe de contraintes associé au R-WcsP Py est le

sutvant. Les arétes en pointillés représentent les cas ou le coefficient Wy est négatif.

// S
~
-
@ @ @\— @

8.2.4 Extension : les meéres génotypées

Jusqu’a présent nous faisions ’hypothese que les meéres n’étaient pas génotypées, mais il arrive dans
certains cas qu’elles le soient. Il est généralement intéressant de prendre toute 'information donnée.
Dans notre cas, la connaissance des génotypes des meres nous permet de combler certaines incertitudes
sur la transmission pere-fils. Cette incertitude est levée lorsque le pére et le fils sont hétérozygotes et

la mere est homozygote.
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La définition qui suit reprend la totalité de la définition 8.10 page 149 du vecteur de transmissions
en ajoutant cette nouvelle information apportée par le génotypes des meres.
Notons M? la matrice des génotypes observés des méres et M% le vecteur des génotypes de la

mere du ¢ descendant.

Définition 8.24 vecteur de transmissions
Soit T une matrice de dimension (n,| L |), telle que la valeur Tf appelée valeur de transmission

définisse l'origine certaine (de la copie) de ’alléle paternel au locus I du ¢ fils.

1 si (1) le pere est hétérozygote, le i® descendant homozygote aa
ou (2) le pére et le i¢ descendant sont hétérozygotes et la mére homozygote bb

2 si (1) le pere est hétérozygote, le i® descendant homozygote bb

T} =
: ou (2) le pére et le i¢ descendant sont hétérozygotes et la mére homozygote aa
* si (1) le pere est homozygote ou (2) le pere, le i® descendant et sa meére sont tous
hétérozygotes
T = (TlZ o T|ZL|> est le vecteur de transmission pour le i® descendant.

Exemple 8.25 Supposons qu’en plus des génotypes de pére et de 3 fils présentés dans l'exemple 8.11

nous ajoutons l'information des génotypes des meéres des 8 descendants.

M’ : ab bb aa ab ab aa ab

M': bb ab aa aa bb ab bb M : aa ab ab bb aa ab ab
M?: ab bb ab aa bb aa aa M : ab ab bb ab ab aa ab
M} : aa bb aa ab aa ab aa M™: aa ab ab aa ab ab aa

T

T2 : % * x 1 2 % 1

: 1 x % 2 1 x |1

Pour le descendant 2, au locus 1 alléle transmis par le pére ne peut étre identifié car sa mére et

son pére et lui-méme sont hétérozygotes, donc T? est toujours égal a . Pour le descendant 3 au locus
4, lalléle transmis par son pére peut étre identifié : ils sont tous les deux hétérozygotes ab (fils) et
ab (pére) et la mére est aa, il est donc certain que la mére a transmis un alléle aau descendant, le
pére lui a donc transmis l'alléle b(son 2 qliele) ainsi T = 2. Pour cet exemple il n'y a que cette
modification par rapport auz vecteurs de transmissions établis dans l'exemple 8.11 page 149. Les NT
et N~ sont inchangés sauf pour Ny 4 qui vaut 2 maintenant par les descendants 1 et 3 et Ny5 = 3.

Le graphe de contraintes est le méme que celui présenté dans ’exemple 8.23 page précédente.

Remarque 8.26 Nous avons intégré ce modéle dans le logiciel TOULBAR2 permettant d’obtenir les

haplotypes du pere en lisant directement les fichiers de pedigree. Le modéle a également été intégré au
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logiciel QTLMap*.

8.3 Equivalence des modeles

Soit un pedigree & de n demi-fréres, dont seuls le pére et les descendants sont génotypés sur un
ensemble de loci L. Nous avons ’ensemble V des variables du réseau bayésien modélisant le modele

de ségrégation, 'ensemble G des observations et la matrice de transmission T.

Propriété 8.27 L’ensemble (k,l) des loci consécutifs de Hp ~\ H; forment l'ensemble des paires in-

formatives du descendant i.

Justifications. Hp \ H; est 'ensemble des loci [ tels le pére est hétérozygote et le descendant 7 ho-
mozygote, donc T} # *. Soit (k,l) une paire de loci consécutifs de Hy, \ H;. Par la définition des loci
consécutifs (cf. 8.12 page 149), il n’existe pas de locus m € Hyp N\ H;, tel que k < m < [ d’ou T,i % %

Tf # % et pour tout k < m <, T,ﬁ = % donc (k, 1) est une paire informative du descendant i. O

Remarque 8.28 L’ensemble des paires de loci consécutifs de Hy \ H; et l’ensemble des paires in-
formatives du descendant i étaient déja notés par C' dans les deux cas. Nous garderons donc cette

notation pour ces ensembles (identiques).

Pour un descendant i et un locus | € Hp \ H;, les informations contenues dans Gf et Tl’ répre-
sentent exactement la méme chose. Pour ce locus I, Tf # x, donc Tl’ =1 (resp. Tf = 2) c’est-a-dire

que i est homozygote aa (Tesp. bb) et Gt = aa (resp. G% = bb).

P
pk’

valent a hy =1 (resp. —1) par leur définition respective.

a b
De méme pour la variable Hy résultant de fus(A A?,/,[g) nous avons : H; = 5 (resp.g) est équi-

Théoréme 8.29 Soient P C V les variables portant sur le pére et h le vecteur de phase de ses
haplotypes.
argmax Z P(V,G) = argmaxP(T | h)
P VP h
Démonstration. Sous les hypotheéses de travail posées en début de chapitre et rappelées a la pro-

priété 8.5 page 145 nous pouvons simplifier ’expression de Z P(V) et obtenir I’équivalence suivante :
VNP

n
argmax Z P(V) = argmax H H fG;',G}'C(Hlka‘)
L T H =1 (g ))ec

avec H = {Hi, ..., H;|} 'ensemble des variables H}, résultant de fus(Agk,A%) et ’équation (8.6) page 145

pour deux loci k et [ formant une paire informative dont je rappelle 'expression :

4. http://www.inra.fr/qtlmap
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(1—rr) si (G}, =Gj et Hy = Hy) ou (G, # G} et Hy, # Hy)
Ty (Hr, Hi) = o -
T si (G, = G et (H, # H)) ou (G} # Gy, et H; = Hy)

Dans le nouveau modele nous avons calculé P(T | h) §n H I P | he, b TR)
=1 (k,l)eC:
Nous rappelons ’expression IP’(TZZ | hi, hy, T,g) calculée lors de la démonstration de la propriété 8.16

page 151 pour une paire informative (k,1) :

) ) (1 —ry) si (T]i = Tll et hy = h;) ou (le #* TZZ et hy # hy)
P(T} | hiy by, Tyy) = o A : :
Tkl Sl (T]i % T} et hy, = hy) ou (Té =T} et hy, # hy)

donc P(T} | hy, by, TY) = fT]g' ,T;’(hkv hy) et puisque pour les loci k et | forment une paire informative

de 7 nous avons T,f; = 2 et Tf = Gf et les équivalences suivantes.

n
argglaXH II feici(H, Hy) argmax [ fpi i (b, )
i=1 (k,l)eC’ b itq
(k,1)EC?

n
argmaxH H fG;‘,G;'C(Hlka) argmax 2nH H P(T} | hy, by, T})
H =1 (k)eci i=1 (k,l)eC:

argmaxH H sz Gl (H;, Hy,) argmax P(T | h)
h

i=1 (k,)eCi
finalement,
argmax Z P(V,G) = argmaxP(T |h)
P VNP h
Le théoreme est démontré. O

8.4 Evaluations expérimentales

Tout d’abord nous décrivons le protocole des simulations commun a toutes les évaluations ex-
périmentales sur simulations. Dans les différentes études réalisées, certaines modifications ont été
apportées a ce schéma de simulation (changement de la taille du chromosome, nombre de loci, la
variation du nombre de descendants ou encore la présence de déséquilibre de liaison). Pour chaque
étude les caractéristiques utilisées seront précisées.

Pour toutes les simulations effectuées (exceptée pour le chromosome X), pour les fondateurs, les
loci simulés sont en équilibre de liaison, leur fréquence allélique est calculée & partir d’une distribution
Beta (de parameétres a = 2, 5 = 2) car c’est similaire aux fréquences observées dans les cheptels bovins.

Les événements de recombinaison sur un chromosome sont simulés a partir de la fonction de Haldane
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(cf. section 6.3 page 120) Les génotypes sont obtenus par permutations aléatoires des deux alleles a
chaque locus pour chaque paire d’haplotypes. Les loci sont équidistants le long du chromosome.

La méthode présentée est implémentée dans TOULBAR2. La version 0.9.2 de TOULBAR2 a été
utilisée pour les résultats présentés. Pour résoudre le WcCSP créé j’ai utilisé principalement DFBB,
mais également BTD pour les évaluations de la section 8.4.6 page 164. Nous ’avons comparée avec des
méthodes de I’état de I’art présentées dans le chapitre précédent. Nous 'avons d’une part comparée a
des méthodes exactes : SUPERLINK [Fichelson et al., 2005] version 1.6, MERLIN [Abecasis et al., 2002]
version 1.1.2; puis d’autre part & des méthodes approchées : LINKPHASE [Druet and Georges, 2010]
(les parametres recommandés par les auteurs ont été utilisés et les loci non reconstruits sont fixés
arbitrairement apres la résolution), W&M [Windig and Meuwissen, 2004] (implémentation personnelle
en R). Ensuite j’ai étudié sa performance lorsque les données présentaient un déséquilibre de liaison
simulé ou naturel. Enfin j’ai étudié les caractéristiques de la formulation en WcsP de la méthode.

Ces méthodes ont été comparées en terme d’erreur de switch et de temps. Le temps limite autorisé
était de 5 minutes. Les résultats présentés sont des moyennes sur 50 familles pour chaque jeu de

parametres utilisés.

Définition 8.30 switch
Soit deux haplotypes réels d’un individu. Lorsque deux segments d’'un méme haplotype sont recons-

truits sur deux haplotypes différents, on parle de switch.

( ) ( \ \ )

C D) C [ [ )
(a) Deux haplotypes réels (b) Reconstruction des haplotypes

Figure 8.3 — La reconstruction réalisée présente deux erreurs de switch

8.4.1 Comparaison avec le modele de ségrégation

Caractéristiques des simulations (sans déséquilibre de liaison) :
Longueur de la région étudiée : 1 Morgan
Nombre de loci : 1500

Nombre de descendants : varie de 1 & 30 (avec un pas de 1)

La version actuelle de TOULBAR2 ne permet pas actuellement d’effectuer max[ Z P(V, G)}
VNP

La comparaison faite ici correspond a max [ga% P(V, G)} telle que maxy.pP(V,G) est obtenu
N
en réalisant les opérations, adaptées, présentées dans la section 8.1.1 page 143 (elim, dec, fus).

maxvy.p P(V, G) représente une approximation de Y v p P(V, G).
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Le graphique 8.4b représente le pourcentage d’erreur de switch fait par chacune des modélisations.
La faible différence du pourcentage de switch entre les deux modélisations (< 0.4%) s’explique par
I’approximation réalisée pour le modele de ségrégation. En effet, actuellement il n’est pas encore
possible de résoudre un probleme MAP avec TOULBAR2, les comparaisons ont été réalisées en résolvant
le probleme MPE sur le réseau de ségrégation puis la solution étudiée, pour le calcul de switch, est
restreinte aux variables utiles. Le graphique 8.4a représente le temps de résolutions pour les deux
modélisations. Pour le modele de ségrégation le temps croit linéairement par rapport a la taille du

probléme (le nombre de variables augmente avec le nombre d’individus dans le pedigree, en effet nous

avons 5+ (2n + 1)- | L | variables ou n est le nombre de demi-fréres).

T T 40 F T T
18 résolution par DFBB N —o—  Modele de demi-fréres
—e— Modeéle de demi-freres /‘\ —=— Modele de ségrégation réduit
16 |- |—=— Modele de ségrégation réduit . = 3B i
14} - i 301
- S
7 120 n/ . i 251
= L
S 10 14 5
: -~ ERE
z
R o 1 <
z o < 15F
= ) —
= 6 / - =
s =
- /‘) 5 10f
4 |- -
\
ol f | 51 L}
ok [:,,.mﬂftﬂc—wo—o—o—o’ﬂf40“a B ol \\r
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 25 30 0 5 10 15 20 25 30

nombre de descendants

(a)

Figure 8.4 — Résultats comparatifs entre le modele de ségrégation réduit et le modele direct de

nombre de descendants

(b)

demi-freres pour 1 500 loci sur un chromosome de 1 Morgan.

8.4.2 Comparaison avec les méthodes exactes

Caractéristiques des simulations (sans déséquilibre de liaison) :

Longueur de la région étudiée : 1 Morgan

Nombre de loci

Nombre de descendants

La figure 8.5 page ci-contre montre les résultats obtenus par notre méthode, MERLIN et SUPER-
LINK. Dans le cas ol toutes les méthodes supposent des fréquences alléliques équiprobables pour tous
les SNP. Les légeres différences d’haplotypes optimaux sont dues au fait que MERLIN et SUPERLINK

ont reconstruit (et maximisé alors que nous, nous avons intégré) les haplotypes pour ’ensemble des

:1 500

: varie de 1 a 30 (avec un pas de 1)
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Figure 8.5 — Résultats comparatifs entre notre méthode et les méthodes exactes pour 1 500 loci sur
un chromosome d’un Morgan (sans déséquilibre de liaison)

individus. En effet, MERLIN reconstruit les haplotypes pour le pére et les descendants, SUPERLINK
reconstruit en plus pour les meéres.

Le pourcentage de switch (figure 8.5a) décroit rapidement avec le nombre de descendants, il est
inférieur a 6% (resp. 1%) pour n = 4 (resp. 7) descendants. Lorsque SUPERLINK a connaissance des
vraies fréquences alléliques, il trouve de meilleurs haplotypes pour le pere pour les petites familles.
MERLIN n’améliore pas ses résultats. SUPERLINK dépasse en mémoire dés qu’il y a plus de 7 descen-
dants (15 individus). MERLIN prend plus de 150 secondes pour 22 descendants alors que TOULBAR2

utilisant DFBB met moins d’une seconde (figure 8.5b)

8.4.3 Comparaison avec les méthodes approchées

Caractéristiques des simulations (sans déséquilibre de liaison) :
Longueur de la région étudiée : 1 Morgan
Nombre de loci : 1500

Nombre de descendants : varie de 4 a 10 (pas de 1) puis de 10 a 100 (pas de 5)
Pour des raisons d’implémentation de la méthode W&M, le nombre de descendants ne pouvait pas

étre inférieur a 4. Pour les familles ayant moins de 10 descendants LINKPHASE ne reconstruit pas
tous les loci (hétérozygotes), la figure 8.6b page suivante illustre cette tendance, elle représente le
pourcentage de loci non reconstruits en fonction de la taille des familles. Pour calculer le nombre de

switches, représentés par la figure 8.6a page suivante, nous avons rempli aléatoirement les loci non
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Figure 8.6 — Comparaison avec les méthodes approchée sur un chromosome d’un Morgan et 1 500
loci sans déséquilibre de liaison

recontruits, ce qui explique un taux d’erreur plus élevé que pour le modele de demi-freres. Pour les
deux méthodes, il n’y a aucun switch lorsque nous considérons seulement les loci reconstruits par
LINKPHASE. La méthode W&M ne converge pas vers les haplotypes réels méme avec une centaine de
descendants. Alors que pour 20 descendants LINKPHASE et notre modeéle reconstruisent sans erreur

les haplotypes du peéres, W&M reconstruit encore avec 10% de switch, ceci est dii & son étude locale de
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la reconstruction.
Alors que TOULBAR22 et LINKPHASE resolvent ces problémes en moins d’une seconde, le temps

d’exécution de W&M augmente linéairement par rapport au nombre de descendants (cf. figure 8.6¢).

8.4.4 FEtude du déséquilibre de liaison

Caractéristiques des simulations (avec déséquilibre de liaison simulé) :
Longueur de la région étudiée : 1 Morgan
Nombre de loci : 1500

Nombre de descendants : varie de 1 a 20 (avec un pas de 1)

Le déséquilibre de liaison a été généré par simulation d’un scénario Wright-Fisher avec cent indivi-
dus mariés aléatoirement durant cent générations; les haplotypes méles et femelles sont sélectionnés
dans la derniére génération ®.

Le déséquilibre de liaison est présent dans les populations réelles. Nous avons étudié le comporte-
ment de notre modele de demi-fréres ne prenant pas en considération le déséquilibre de liaison sur des
données en ayant. La figure 8.7 représente le pourcentage de switch réalisé par la méthode. Par rapport
aux résultats précédents, 'ordre de grandeur est similaire. Il semble méme qu’il soit meilleur dans le
cas ou nous ayons du déséquilibre de liaison (par exemple, pour 2 descendants ici nous avons 17%
contre 21% (cf. figure 8.5a page 161). Mais le nombre de loci hétérozygotes est plus faible, de I'ordre
de 40% de moins, lorsqu’il y a du déséquilibre de liaison, ce qui engendre un nombre d’haplotypes
possibles (pour le pére et les meres) plus faible également.

40 :

‘+ Modéle de demi-freres
351 E

30 |- | N
5F | 1

20 \ 1

erreur de switch (en %)

nombre de descendants

Figure 8.7 — Etude de 'impact du déséquilibre de liaison sur le modele de demi-freres

5. comme précédemment les fondateurs (de la premiére génération) sont en équilibre de liaison.
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8.4.5 Etude de la largeur d’arbre de notre formulation en réseau de fonctions de

colits

Caractéristiques des simulations (sans déséquilibre de liaison) :

Longueur de la région étudiée : 2 Morgan

Nombre de loci : varie de 100 & 10 000 (avec un pas de 500)
Nombre de descendants : 20, 100, 1 000
30 : :
—e— 20 descendants
—u-100 descendants
o5 —4—1000 descendants | |
2 :
) A
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T o) 4 i
= A
)
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Figure 8.8 — Etude de la largeur d’arbre pour la formulation en Wcsp

Pour étudier la difficulté des problemes résultants en Wcsp, j’ai calculé la largeur d’arbre de
leur graphe de contraintes. La figure 8.8 montre la largeur d’arbre moyenne obtenue par un ordre
d’élimination de variables suivant I’ordre des loci le long du chromosome. Elle reste relativement petite,
la largeur d’arbre maximale rencontrée dans toutes ces simulations fut 30 (pour 1 000 descendants
et 10 000 loci) . Elle semble croitre logarithmiquement avec le nombre de descendants, mais compte
tenu de la nature du probléeme de reconstruction d’haplotypes et des pedigrees pouvant étre étudiés,
les instances a 1 000 descendants sont bien au-dela de la réalité.

La largeur d’arbre est suffisamment petite pour ces instances WcCsP, elle sont faciles a résoudre
avec un algorithme de programmation dynamique. Ainsi pour les jeux de données plus important

suivants j’ai utilisé VE et BTD plutot que DFBB.

8.4.6 Chromosome X humain

Pour cette section, les caractéristiques suivantes sont valables pour les deux résultats présentés

(sans et avec les meres génotypées).
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Caractéristiques des simulations (avec déséquilibre de liaison naturel) :
Longueur de la région étudiée : 1.64 Morgan

Nombre de loci : 36 000

Nombre de descendants : varie de 1 a 15 (avec un pas de 1)
Pour ces données nous avons pris 44 haplotypes réels du chromosome X des peéres de 44 trios de la

population CEU (voir le projet HAPMAP phase 3 release 2 sur www.hapmap.org) comme haplotypes
initiaux pour les fondateurs de la population simulée. Comme les individus maéles n’ont qu’une copie
du chromosome X, 'haplotype de ce chromosome est connu avec certitude. Ces données présentent un

déséquilibre de liaison naturel. J’ai sélectionné 36 000 SNP, sur une distance de 1.64 Morgan.

8.4.6.1 Meéres non génotypées

Pour cette expérimentation nous avons ajouté ’algorithme VE [Dechter, 1999] implémenté dans
toolbar version 3.15. Les pourcentages de switch sont similaires & ceux des expérimentations précé-
dentes. Pour ce qui est du temps, VE est plus rapide mais demande plus d’espace que BTD. De plus
BTD prend beaucoup de temps (bien plus de 50%) dans la création de la décomposition arborescente.

Lorsque celle-ci est créée la résolution par BTD est tres rapide.

240 |- 4 |—*—BTD (Modele de demi-fréres)
| —o—VE (Modele de demi-fréres)
220 4 | | |-= MERLIN
200 |- ‘ | | |-~ SUPERLINK
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8OF .
| |
—~ 160} | N | .
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Figure 8.9 — Temps de calcul des méthodes sur le chromosome X humain de 1.64 Morgan et 36 000

loci avec déséquilibre de liaison naturel

6. carlit.toulouse.inra.fr/cgi-bin/awki.cgi/ToolBarIntro
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8.4.6.2 Meres génotypées

L’information des génotypes des meres permet une nette amélioration de la reconstruction des
haplotypes du pere pour les petites familles de 1 a 4 descendants. Pour une famille avec un seul
descendant la connaissance de la meére, permet d’améliorer de plus de 50% la reconstruction des
haplotypes paternels. Il suffit de 3 descendants et leur mere pour obtenir une solution optimale avec

moins de 1% de switch sur les 11 750 loci hétérozygotes en moyenne.

30 F7 =
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Figure 8.10 — Comparaison du modele de demi-freres lorsque les meres sont génotypées ou pas

8.5 Une mesure de confiance de la reconstruction

Les familles de petites tailles, de 1 a 4 descendants, posent le probleme de la fiabilité de la recons-
truction sur certains loci. Dans cette section, il s’agit de présenter une mesure qui évalue la fiabilité

(la confiance) de la reconstruction a chaque locus.

8.5.1 Définitions

La meilleure information de fiabilité pour chaque locus est la probabilité aposteriori de chaque
allele.

Définition 8.31 probabilité a posteriori
Soient H le vecteur de phases, T le vecteur de transmission (les observations) et un locus [. La
probabilité a posteriori pour h; = 1 est :
P(T|h=1)
(T h=1)+P(T|h=-1)

B(li=1|T) =
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Définition 8.32 probabilité de confiance
Soient H le vecteur de phases, T le vecteur de transmission (les observations), A = {a1,...,ar}

laffectation optimale de H et un locus /. La mesure de confiance C(a;) est

P(T,H; = A | hi = )
P(T,H = A [ hy=1)+P(T,H; = A | hy = -1)

Clar) =

on Hi=H~ {ly} et A=A~ {q}

Cette mesure est une approximation de la probabilité a posteriori.

8.5.2 Evaluation théorique

Pour tester la qualité de notre mesure de confiance, nous pouvons faire une régression linéaire.

Définition 8.33 régression linéaire
Etant donné un échantillon aléatoire (Y, X;)g—1,.. ) un modele de régression linéaire suppose une
relation affine entre Y; et X :

Y, =aX;+0

Définition 8.34 prédicteur de H
Soit H notre vecteur de phase et nos observations T. Le prédicteur H de H est défini par H=E (H |
T).

Propriété 8.35 Le prédicteur H minimise lerreur quadratique moyenne et n’a pas de biais c’est-a-

dire EH(ﬁ) = H. La régression de H sur son prédicteur H nous donne H=H + ¢

Justifications. 11 est possible de montrer que Cov(H, ¢) = 0 [Casella and Berger, 2001] donc Var(H) =

Var(H) + Var(e).

Ainsi Cov(H, H) = Cov(H + ¢, H) = Cov(H, H) + Cov(e, H) = Cov(H, H) = Var(H).

Cov(H,H) Var(H)
)

—~ — =1 O
Var(H Var(H)

Par la régression linéaire nous avons H = aH + b avec a =

Remarque 8.36 Il est possible de forcer la régression da passer par l'ordonnée a lorigine (b = 0),
dans ce cas la valeur de a nous indique si nous avons une sur-estimation ou une sous-estimation de

la réaliteé.

8.5.3 Evaluation par simulations

Pour évaluer cette nouvelle mesure de confiance, nous avons simulé comme dans la section précé-
dente plusieurs tailles de familles de demi-freres sans les meres génotypées. Une famille de grande taille
est générée, a partir de cette famille nous créons 50 familles réduites & un petit nombre de descendants
pris aléatoirement, par construction chaque famille est composée du méme pere. Les trois premiers

groupes ne présentent pas de déséquilibre de liaison.
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Groupe A | 0.835877
Groupe B | 1.00238
Groupe C | 0.994817
Groupe X | 0.9958714

Table 8.2 — Calcul du coefficient a de la régression linéaire

Groupe A : A partir d'une famille de 80 descendants génotypés sur 1 000 loci pour un chromosome

d’un Morgan de long, ’évaluation porte sur des familles de 2 descendants.

Groupe B : A partir d’une famille de 80 descendants génotypés sur 1 000 loci pour un chromosome

d’un Morgan de long, I’évaluation porte sur des familles de 3 descendants.

Groupe C : A partir d’'une famille de 80 descendants génotypés sur 1 000 loci pour un chromosome

d’un Morgan de long, I’évaluation porte sur des familles de 4 descendants.

Groupe X : A partir d’'une famille de 500 descendants génotypés sur les 36 000 loci du chromosome

X présenté dans la section précédente.

La table 8.2 reporte pour chaque groupe le calcul du coefficient a de la régression linéaire avec
b = 0. Pour les quatres groupes, ce coefficient est significativement proche de 1. Ce bon résultat
nous valide 1'utilisation de la mesure dans son ensemble, les graphiques de la figure 8.11 reportent les
résultats détaillés pour les différents groupes.

Chaque histogramme reporte le nombre de loci bien reconstruits par rapport a la valeur de leur
mesure de confiance C. Pour chaque famille simulée dans les groupes A,B,C et X, nous mesurons
C(a;). D’apres le graphique 8.11d, pour les familles du groupe X, 1 038 loci reconstruits ont leur
mesure de confiance comprise entre 90 et 95%, ainsi théroriquement 90% & 95% de ces loci ont bien
été reconstruits, ici le pourcentage réel obtenu est de 98.46 ce qui est conforme a la théorie.

Pour les groupes A,B,C, les familles sont de petites tailles en termes de loci, les résultats obtenus
(cf. figure 8.11a,) nous montrent que notre mesure est plutot optimiste sur la reconstruction, en effet
la théorie prédit un taux plus important de reconstruction correcte que la réalité, mais les calculs se
font sur un petit nombre de données.

Pour les familles ayant peu de loci pris en compte, la répartition dans les classes de pourcentages
nous donne des classes avec un nombre de locus trop faible pour pouvoir émettre une hypothese
concréte sur la qualité de cette mesure dans ces classes. Seules deux classes critiques (50-55% et 95-
100%) ont un nombre suffisant d’observation pour tirer la conclusion que cette mesure approxime,
pour ces classes, la probabilité a posteriori de chaque locus.

Pour le groupe X (graphique 8.11d), les observations par classes (surtout les intermédiaires) sont
un peu plus conséquentes, et nous pouvons remarquer une meilleure régularité dans la comparaison
entre la mesure et les observations. Elle confirme ’observation précédente, notre mesure approxime

correctement, en moyenne évidemment, la probabilité a posteriori des loci.
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Figure 8.11 — Histrogrammes représentant le pourcentage de loci bien reconstruits en fonction de
notre mesure de confiance. En rouge est indiqué le nombre de loci concernés dans le calcul.
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8.6 Conclusion

Ce chapitre a illustré dans une premiere partie comment le réseau de ségrégation dans le cas de
demi-frere pouvait étre simplifié, réduit par les techniques simples issues des Wcsp. Cependant cette
réduction a un colit non négligeable lorsque le nombre d’individus ou le nombre de loci est grand.

La seconde partie du chapitre s’est donc intéressée a 1’élaboration d’un modele spécifique aux
pedigrees de demi-freres équivalent & la réduction que nous pouvions obtenir.

Le modele a prouvé son efficacité en terme de qualité de reconstruction et également dans la
quantité de données qu’il pouvait traité (36 000 loci en quelques secondes pour des tailles de pedigrees
réalistes, 15 descendants).

Lors de la reconstruction des haplotypes du pére, nous avons également ajouté une mesure nous

permettant d’établir la confiance que nous avions sur la reconstruction de chaque locus.



Conclusion et Perspectives

Nous présentons ici une synthese des contributions apportées par cette thése puis nous proposerons
plusieurs perspectives de recherche.

Dans cette these nous nous sommes placés dans le cadre des réseaux de fonctions de cofits ap-
partenant a la famille des modeles graphiques probabilistes. Notre objectif a travers 'utilisation des
techniques d’optimisation et 1’élaboration de nouvelles techniques de décomposition était de résoudre
le probléeme de reconstruction d’haplotypes.

Nous avons décrit une décomposition par paire permettant d’exprimer une fonction de cotit sous la
forme d’une somme de fonctions d’arités plus petites. Son application nous a permis d’une part d’amé-
liorer efficacité de la résolution des instances d’analyse de liaison dans le cadre de petits pedigrees
issus de la généalogie humaine et d’autre part de réduire, conjointement a 1’élimination de variables,
le réseau modélisant la reconstruction des haplotypes d’un individu dans un pedigree de demi-fréres.

Nous avons pu extraire une modélisation directe formalisant le résultat de la réduction du réseau
d’origine. Cette modélisation a obtenu des résultats convaincant en terme de qualité et de quantité de
données pouvant étre traités (36 000 loci, 20 individus). Cette modélisation a été intégrée au logiciel
QTLMap’. Au prix de certaines approximation, nous avons montré qu'il est possible de résoudre de
maniere exacte le probleme de grande taille. En vue de son utilisation potentielle dans le cadre de
Iinférence nous avons développé une méthode de comptage de solutions dans les réseaux de contraintes
qui associée a une décomposition structurelle des problemes permettait de calculer un nombre approché
de solution des problemes originaux, obtenant des résultats comparables a 'existant en des temps

souvent bien meilleurs.

Perspectives

La formulation de reconstruction d’haplotype par le modéle de ségrégation nous amene a avoir
des réseaux de grande taille (en nombre de variables, en nombre de fonctions de probabilités). Par
exemple, 'INRA possede pour prés de 8 000 bovins leur lien de parenté et pour environ 950 d’entre eux

leurs génotypes sur 400 loci, ce qui nous amene a avoir un réseau de plus de 11 millions de variables

7. http://www.inra.fr/qtlmap
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binaires. La structure complexe du pedigree rend la décomposition fonctionnelle inefficace. Il serait

intéressant de rechercher d’autres simplifications du réseau intrinseque a la nature du probleme.

1. Modifier le réseau de ségrégation en diminuant le nombre de variables nécessaires pour chaque

individu a chaque locus.

2. Certains individus ne sont pas “utiles” par rapport aux données de génotypes comme ceux n’ayant
pas d’individu dans leur descendance génotypé ou les fondateurs non génotypés et n’ayant qu'un

seul enfant (comme dans le cas des meres des pedigrees de demi-fréres que nous avons étudié).

Ce dernier point appliqué au pedigree précédent réduirait de plus de la moitié le réseau.

Dans le chapitre 5 nous avons évoqué des perspectives de travail a 'utilisation de la décomposition
structurelle pour le comptage des k meilleures solutions d’un réseau de fonctions de cotits (avec 'appli-
cation pour la reconstruction d’haplotypes au calcul de la distribution de probabilité des configurations
d’haplotypes) et pour le calcul de la constante de normalisation dans les réseaux de Markov.

Enfin, nous avons commencé un travail sur la décomposition fonctionnelle approchée, il faudra
statuer formellement sur la réciproque du théoréme 4.37 et si possible établir un moyen simple de
construire les deux fonctions résultantes.

Des expérimentations combinant la décomposition de fonction approchée et une décomposition
structurelle approchée pour le probleme de reconstruction d’haplotypes sont a faire. L’utilisation d’une

décomposition ad-hoc guidés par les familles de demi-freres pourrait étre une premiere piste.
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Réduction du modéele de

ségrégation : détails

Dans cette annexe, il s’agit de détailler les calculs réalisés a chaque étape pour 'expression de F;

suivante :

|L|

Z ( H IP) mere(i) (Al{'l\gre(z)k)

Fam;

XP(Az | Apk? pk? S ) ( | Amere OLE Amere(z)k’ SZJ‘/?)
xP(G}, | Al AN - P(SE | Simny) - PSH | SHE-)

(A1)

Etape 1 : Elimination des variables associées a la mére m

Les sommes sur les variables associées a la mere (M;) sont indépendantes des produits fait sur les

loci F; peut se formuler de la maniere suivante :

IL|
Fi k=1
- M M M
x H Z mere i) P(Amere(i)k) ( ik | Amere (k> Amere(z)k’ Szk )])
k=1 M;
|L|
Soit Cl Z H mere(z (Al{l\gre(l) ) ’ ( | Amere z)k’AI{\lgre(z) S%)] Les fréquences al-
M; k=1
1
léliques sont supposées équiprobables donc IP)(AI{; re(i)k K = P(A%re(i)k) =3 a tous les loci. D’ou
|L| \L\
,AM ,SM)] . La table A.1 page suivante permet de déduire
i 1 mere() mere(i)k’ “ik

IL|
que Cf = <2) .
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Szj\kl A% Axfere(z) Arjn\gre(i) ( | Amere(z k> Amere (i)k» S ) Z ( ik ‘ Amere( Yk Amere(z ks S )
AP
n;@re(z)k
Amere(i)k
a a 1
a b 1 2
b a 0
p b 0
a a 0
b b 0 2
b a 1
b 1
a a 1
a b 0 2
b a 1
b 0
M a a 0
b b 1 2
b a 0
b 1
Table A.1 — Détail du calcul pour un locus k de Z P(AM | Amere(Z o> Ai\;[re(l)k, S
nlxjere(i)k’Arfx\gre(i)k
L’expression de F; devient
j = P P P | qP
Fi k=1

Etape 2 : Elimination des variables 'maternelles’ associées au descendant 1

Les sommes sur les variables des ensembles SZ-M et .AZM sont indépendantes des produits fait sur les

loci, ainsi F; peut se formuler de la maniére suivante :

|L|

FinSMUAM kL

|L|
XZHP zkv )
AM k=1
|L|
<Y TIPS | Sk (k1))
SM k=1

Par la loi fondamentale généralisée des probabilités (définition 2.12 page 20) et le fait qu’il n’y a aucune
|L|

observation sur ces variables nous avons H P(SH | S¥ (—1)) = P(SA,SM. ..., Si]|v‘£|)- par conséquent
k=1
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|L|
ST PSH | S = 1.
SM k=1
|L| |L| |L|
L’expression Z H P(GY | AL, AM) devient H ZIP’ (G| AL AMY = H h(
AM k=1 k=1AM k=1

2 étant une observation, h est fonction de Aﬁg et paramétrée par G?C : th (Af;). La table suivante

donne la définition de cette fonction h.

Ajj
GZ al|b
aa 110
ab 1)1
bb 01

Table A.2 — hG?; (AR)

|Z]
F=Ci- Y. [IPAk | Apw Anr, Sk - P(Sk | S 1) hai (Af)
FSMUAM k1

Etape 3 : Fusion des variables alléles du pére p

La fusion de certains des couples variables (AF A% )y e (A; L‘,A%L‘), est intéressant car se sont

1
des variables booléennes, et leur lien peut étre a:s1milé a des contraintes de différences ou d’égalités
suivant les cas. En effet si le génotype observé au locus & est aa alors Apl = A% et si le génotype est
ab (ou ba) alors A 1 # A

Soit Hy, la varlable haplotype résultant de la fusion de AP ok €t A . pour chaque loci k étudié.
Nous allons voir que certaines variables Hj ne sont pas nécessaires et comment sont réellement
définies les autres.

Pour chaque locus k£ nous avons IP’(AIfk) : IP(A%) -P(GY | Agk, AM)

1°* cas : le pére est homozygote, Gg = aa (resp. GY = bb) au locus k
Les variables Agk et AI]‘)/,[C) peuvent étre affectées sans ambiguité A;];Dk = A%) = a (resp. b). 1l

n’est pas nécessaire dans ce cas la de créer une nouvelle variable.

2¢ cas : le pere est hétérozygote ab au locus k

, > siAl=aA) =0
La variable H;, a comme domaine {b’ a} tel que Hy = b . , et p(Hg =
Z) P(AE, = a) - P(AM = b) - P(GP = ab | AL, = a, AM = b) = 0.25
b
p(Hy = ;) = P(Af, = b) - P(A)] = a) - P(G} = ab| Af}, = b, AJ} = a) = 0.25
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En résumé, pour les loci hétérozygotes nous avons remplacé les variables Agk et Ai])\/l[c par Hj, pour
les autres (loci homozygotes) nous avons conservé ces variables.
Ainsi nous avons

> P(V) = (0.25)F el TT P(Hy) XHZF

VP keHp 1=1Fam;

avec
|L|

Fi=ci- > TI®eesh|shy)

FinSMUAM k=1
x T B(AK | Hi, i) - hes (Af)
keHp

X H P(Aﬁc | pkaApkvsiP;:) ’ hGi (Aﬁc)
kdHp

Etape 4 : Elimination des variables alléles paternels associées au descendant 1.

A ce stade il reste plus qu’a sommer les dernieres variables associées au descendant i. F; ~ SiM U
AM =sPu AP
Dans un premier temps nous réorganisons ’expression de F; pour mettre en évidence les différentes

phases de sommation a réaliser.

|L]
Fi:Ci‘ ZHP k‘S (k— 1))
S.P k=1
< T1 PG | HyS) - he (A)
kEHpAP
X H Z]P)A pk7 pkaS ) hG;c(Aﬁ))
kngAf)

Lorsque le pere est homozygote il est simple de calculer

1T >_PCAG | Ay Apks Sii) - by (Ai)

kgHp Af)

En effet par la nature de la table de probabilités de P(AL | AZ

nous avons

Pk pk, Z}Z) (cf. table 7.7a page 138)

H ZPA pk’ pk’S ) hGl A H Z5Af’A hG;(Aﬁe)

kg€Hp AL kg€Hp AL
ou 9 AP AP, est le symbole de Kronecker. Puisque le pére est homozygote au locus étudié la variable
k" p

allele AP est indépendante de la variable de ségrégation Si.

Finalement, H Z o AR AP th (AL) = C% ot C} est une constante par rapport aux variables de
k&Hp AL
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Lorsque le pére p est hétérozygote nous pouvons encore distinguer deux cas : le fils est homozygote
ou le fils est hétérozygote au locus :

IT >oPAli | Hy, SE) - hey (AR) = IT > P(Al | Hi,SE) - hei (AR)
keHp AL kEHpNH; AT

x I D_P(AR [ His S - hei (Af)
k€HpHi AP

Lorsque le pere et le fils sont hétérozygotes au locus k, hGZ (Af;) = 1 pour chaque valeur de AZI»Z,

II DAL | HySh) hei(AR) = JI D_P(ARIHk Sk = 1
keMpNHi AL ketpnHi AE
Finalement,
[T D PAR | Hi Si) - hei (Ak) = T D_P(AL | Hi Sik) - hes (A)
keMp AT kEHp~H; AT,
= I 9c (HeSR)
kE’Hp\Hi
i i = P qP P
Fi=Ci-C5y TIPSk ISy - 11 9ci (Hr, Siy) (A.2)
SP k=1 k€Hp~H;
Hi | a b Hi | a b
Sk b | a sk b | a
P 110 P 0|1
M 0|1 M 110
(a) Gi = aa (b) Gi, = bb

Table A.3 — g (Hy, S)

Etape 5 : Elimination des variables de ségrégation paternelle associées au descendant ¢

|L]
F,=0C1-C5 Z H QGZ(Hka Sh) X H P(S}, | Sz'likfl)) (A3
SP keHp M, k=1
o » |L] b
F,=C]-C5 Z H QGZ(HI@; Sik) X Z H P(Sj | Si(k—l))
S kE€MpH; sb k=1

GEMHpH,i G Hp~Hi
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1)SE avec k & Hp ~ H;

Puisque k ¢ Hp ~ H; donc k € L~ (Hp ~ Hy).
Soit L~ (Hp ~ Hi) = {k1, k2, ..., koo, } tel que Vo <y, ky < ks
Par la propriété 77 page 7?7 nous avons Z P(SE (kr+1) | zkl) P(S¥ i) | Sz(kl ) = P(Sﬁklﬂ) | Sﬁkrl))
Sﬁq

De maniére itérative on somme sur S% SP etc.
i(k2)’ “i(ks)>

Ce qui permet d’obtenir,

L]
Yo IIeesikl sy = II P(SkIsi)
SP k=1 kEHp~H;
ker\Hz

avec I, < k,l, € Hp N H; et ﬂme’}-[p\’)'-[itelsquelk<m<k:

2) SE avec k € Hp ~H;

Soit Hp ~ Hi = {m1,ma,...,mu} tel que Vo <y, my < my et M =|Hy N H; |.

M
Z HgGl Hmk’SZI’Van) ( zmk| imp_ 1)

55 k=1
keHp~H;
P

= Z gG;nM vaSzmM)

zm]\/[

P P P
Z gGZ'mM 1( mpnr— 17SZm]u 1) ' P(Si,m]\/[ | Si,mel)
5“]%—1

P P P
Z gG’;nM 2( mpr— 27SzmM 2) ‘]P)(Si,mJW,1 ‘ Si,mj\4,2)

SP
MM -2

Z ZgG% Hm27S7,I’IDTLQ). (zmg‘ 1m2)
P

P
impr_3 img

P P
Z gG2 Hm17Szm1) ' ( imo ‘ zml) (Sz ml)
'Lml

Propriété A.1 Soit la suite (up)rejo,m) Uk = Z P(S ka“ | Sfmk) " 9G4, (Hmk,Szmk) cug—q et
P
i,mp

=P(SP ). Il existe deux fonctions f et t telles que

imy
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1
1. uy = 5 . tG;'nI (Hml’SiI?mz)
k
2. up = tgy, (Hmy Sin,, ) % [T F(Him, oy, Hy), Yk € [2,M]
j=2

M
3. ung = [[ f(Hmy_y» Hiny)
k=2

Démonstration.
P P P P
uy = Z P<51M1) : P(S’Lmz ’ Si,ml) ' gG}mk (Hm17 S’Lml)
SP
imq

1
= 5 Z P(Sllfnz ‘ Sz]:nl) -gggnl (HmmSi]:nl)
SP

imq

1
= §tG7;n1 (Hm17 S’LI?TLQ)

Je détaille la construction de tai, (Hp,, 55712) le cas Gi, = aa A travers la table A.4 suivante :

A . i . P ’ .
C’est exactement le méme raisonnement pour le cas G7,, = bb, et la fonction th (Hp, Sj,,1) est définie

Hml S’LI;TZQ 557L1 P(Sﬁng | 5’5711) } g(lll(Hm17Si]7D7L1) taa(Hm17S’5n2)
P 1—r
o | P lu 0 L= Tmims
b P 0
M M Tmyima Tmima
P 0
b P M rm1m2 rmlmg
a P 1—r
@ M M Om1m2 1 — Ty
Table A.4
par les tables A.5a et A.5b.
Hy a b Hy a b
Sli—l b a Sli—l b a
P 1- rmlmQ Tm1m2 P Tm1m2 1-— Tmlmg
M T'mimo 1-— Tmimo M 1- Tmimo Tmima
(a) Gi=aa (b) Gi=bb

Table A.5 — tG}; (Hk, Slf+l)

Soit le locus my, supposons que V1 <1 < k, u; = fqi

myp_1°?

G, (Hmz—pHmz) x tGﬁnl (Hmzas'P )

1,M41
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Uk = Z ]P) 'Lkarl lmk) gGin, (Hmkﬂszmk) Uk—1
SP

i,mp
k
P P
Uk = Z P i mk+1 zmk) gG',"n (Hmk7 Szmk) H f(Hml—27 Hmz_1) X tGink L (Hmk;—wsi,mk)
i ’fnk l:2
P P P P
Uk = H f mp— 17 ) ’ Z P(Si,mkH ‘ Si,mk) 'gG;'n (Hmka Szmk) thﬂkq (Hmk—usz’,mk)
P
LM

L’application de la décomposition par paire sur la table A.6 permet de déduire

P
Uk = H mel Gy Hmzquml) X tGin (Hmk’SZ mk+1)

p P ( i, My | zmk)
Hmi,1 Hml Szmk+1 Szmk XQG% (Hmk’ Szmk) Uk
XtGink,1 (Hmk—17 Szpmk)
P 1—7r (1—=r
. P o ( mkmk+1) ()( mk—lmk) (1 _ ka_lmk) . (1 _ ka—lmk)
b P r (1-r
M M e O( mkilmk) Tmp_1my, (1 - rmk—lmk)
b P 0
P M rmk’—lmk . ka—lmk rmk—lmk ’ ka—lmk
a P 0
a
M M (1 _ ka—lmk) Ty (1 ka—lmk> Tmp_1my,
P || (1—rm, ) T
a P M i 0 kL (1- kaflmk) “Tmg_1my,
b P r o7
b M M s 0 Mtk Trg_1myp " Tmg_1my,
a P 0
a
P M P ymp = (1= T ymy.) Tmge_ymy * (1= Ty _ymy,)
a P 0
a
M M (1 _ kailmk) . (1 _ kailmk) (1 ka—lmk) (1 ka—lmk)
Table A.6 — Détail du calcul de uy pour Oy, = aa et Gjnk , = aa
et
(ngk 1= GZ ) (Hmkfl = Hmk)

(1 — Ty ymy,)
P ( Mp—1 # G ) ( mE—1 # Hmk)
fG%k Gy (Hmk—N‘Hmk) =

i Si (G, = Ging) et (Huny_, # Ho)
S ou (Gl # Gy €6 (Huyy = Hi)
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P P
Hpyor oy | Hiy, Sz];nM) gG%M( mMaSzmM) Z gGmM Hy,,, SZmM)
ZmM
P P
XtG%A{ 1 (Hinp s Siva) XtG%M 1 (Himp_s s Si,mM)
a P 0 .
g b M Tma_1mu mp—1mm
b b P 0
- 1—r
a M (1 — TmA/IflmM) ( mM—lmM)
a P 1—r
b Z M ( m(I)W*lmM) (1 - rmeﬂnM)
E é P Tmpr—1muy r
a M 0 MAr— 1My
iy P b
Table A.7 — Détail du calcul d Z 9, . Hpnyys SlmM) -t Gin. (Hpyy s Siva)
Bmpg
avec GﬁnM , = aaet GinM =0bb
P
um = Z gG mM7S’imA1)'uM—l
SP
7/77LA4
M-1
P P P p
- Z P(Si’mJVf+1 | Si7mM) ’ gG?nM (HmM” S””M) H f(HmlflaH ) X th;nIM 1 (Hmlbf—17Si,m]L1)
me 1=2
P P
= H f(H, my_1» mz Z gGmM mM,SZmM)- Gy (HmM—l’Si,mM)
Z mM

La table A.7 détaillant le résultat de ZSP 96 (Hupg s Shy,) - ta (HmM_l,Sme) pour

mM MM—1
Gi,,, = aaet G, = bb permet de determlner que

P
Z gGmM vaszmM) G;nM I(Hmew zmM> foﬂM l,GmM(Hmzvpl?Hmzvf)

ZmM

d’ott ups = H fai (Hpmy 1 Hmy)

mM-—1 G m]w
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Apres toutes les étapes présentées, la formulation de F; devient ’équation suivante.

|L|
Fi = Z ( H IP)(Azﬁare(i)k:) ’ P(Arjr\lgre(i)k)
k=1

Fam;
XP(AfL | A, Aples i) - PIAN | Aoy Amare(iyhs Sikt)
<P(G | Afi, AN - P(SE | Sf—ny) - (S | Siio1)

F,= Ci.C} H fGinl’Gink(Hl’Hk) ,Pm e Hp~H;itel quel <m <k
keEHp~H;

Finalement nous avons

PV)=]I¢ ¢ 1] fe, e (H.Hy) 3meH,~Hitelquel<m<k
VP i=1 kEHpH,; LT

avec

(1 —rg) si( }fZG% et H, = H)) ou (G%#G% et Hy # H;)

Jaci(Hi Hi) = o -
ri si (G}, = Gj et (Hy # Hp) ou (G} # G}, et H = Hy,)

(A.4)

(A.5)
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