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Ce cours s'appuie sur un grand nombre de ressources et avant tout sur
l'excellent livre \Introduction �a l'algorithmique" de Cormen, Leiserson, Rivest
et Stein. Pour l'essentiel, nous utiliserons les notations de cet ouvrage. N'h�esitez
pas �a vous le procurer.

Nous sommes aussi inspir�es des livres \Network Flows" de Ahuja, Magnati
et Orlin et de \Digraphs, Theory, Algorithms and Applications" de Bang-Jensen
et Gutin. En�n, certaines preuves sont extraites du cours de Master de R.
Giroudeau et H. Dicky du LIRMM (Montpellier). Qu'ils soient tous remerci�es
ici et ne soient pas tenus pour responsable des erreurs que nous avons pu y
introduire.
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Il est souvent naturel d'abstraire un probl�eme ou un objet en tra�cant sur
une feuille des points, repr�esentant des objets �el�ementaires du probl�eme, et en
les reliant par des traits ou des �eches mettant en valeur une relation entre
points. La th�eorie des graphes s'int�eresse �a ces repr�esentations, les graphes, et
aux traitements que l'on peut leur appliquer pour r�esoudre des probl�emes sur
ces graphes. Le but de ce cours est de vous faire connâ�tre les notions et algo-
rithmes fondamentaux d�evelopp�es en th�eorie des graphes et d'illustrer les types
de probl�emes qu'ils permettent de r�esoudre. On se limitera ici �a la pr�esentation
d'algorithmes e�caces destin�es �a r�esoudre des probl�emes polynomiaux.

La premi�ere utilisation des graphes est de mod�eliser une situation donn�ee
a�n de mieux la comprendre, l'analyser. On pourra aussi ainsi pro�ter du large
corpus de connaissances et d'algorithmes disponibles pour le traitement des
graphes.

Un exemple classique de probl�eme sur les graphes est le probl�eme de la ville
de Koenigsberg (plus r�ecemment Kaliningrad), trait�e par Euler (1736). Cette
ville touristique est travers�ee par la Pregel qui coule de part et d'autre de l'̂�le
de Kneiphof. Son plan sch�ematique est indiqu�e en �gure 1. Elle disposait de
sept ponts et un circuit de visite permettant de parcourir ces 7 ponts, sans
jamais passer plusieurs fois par le même pont, �etait tr�es d�esirable.
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Figure 1 { Un graphe orient�e, G1Un classique : les ponts de Koenigsberg

Ce probl�eme peut simplement se mod�eliser sous la forme de graphe. On
associe �a chaque r�egion g�eographique un point (ou sommet) et chaque pont est
repr�esent�e par un trait (une arête) qui relie deux r�egions, donc deux sommets.
Le graphe obtenu est visible dans la �gure 1, �a droite. Le probl�eme est alors
d'identi�er un chemin dans le graphe qui passe une fois et une seule par chaque
arête. Il s'agit d'un probl�eme maintenant r�esolu, celui de la recherche d'un
circuit eul�erien et dont on sait qu'il n'existe que si chaque sommet est connect�e
�a un nombre pair d'autres sommets. Ce n'est pas le cas ici et donc on sait qu'il
n'existe pas de solution au probl�eme de la ville de Koenigsberg.

Un probl�eme plus proche de nous est pr�esent�e dans [AHU87]. On consid�ere
le carrefour routier de la �gure 2 (toute ressemblance avec le carrefour du bar
des avions est fortuite, il s'agirait d'un carrefour situ�e pr�es de l'universit�e de
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Princeton). Les voies C et E sont �a sens unique, les autres sont �a double sens.
Suite �a un nombre important d'accidents, on souhaite installer des feux de cir-
culation �a ce carrefour. Ces feux de circulations suivent des phases successives,
chaque phase autorisant certains changement de voies. Il y a 13 changements
de voie possibles �a ce carrefour. Par exemple, AB consiste �a passer de la voie A
�a la voie B. L'utilisation simultan�ee de AB et EC est possible alors que celle de
AD et EB ne l'est pas car les ots de communication se croisent. Il faut bien sûr
absolument �eviter que deux changements de voies incompatibles apparaissent
dans la même phase.

A

B

C

D

E

Figure 2 { Un carrefour �a Princeton

A�n de maximiser l'e�cacit�e des feux, on cherche �a trouver une s�erie de
phases qui soit la plus courte possible et qui couvre chaque changement de
voies une fois. On peut mod�eliser ce probl�eme sous forme de graphe : chaque
changement de voie possible est repr�esent�e par un sommet et une arête relie
deux sommets \incompatibles". La coloration d'un sommet dans une couleur
donn�ee correspondra �a l'a�ectation d'une phase au changement de voie corre-
spondant. Le probl�eme est alors de trouver un coloriage des sommets tel qu'une
arête relie toujours deux sommets de couleurs di��erentes (deux voies de com-
munications incompatibles sont dans deux phases distinctes) et qui utilise un
nombre de couleurs minimum.

Ce probl�eme est encore une fois un probl�eme classique sur les graphes, dit
probl�eme de coloriage des graphe. Le nombre minimum de couleur n�ecessaire
au coloriage est d'ailleurs un param�etre fondamental du graphe appel�e nombre
chromatique du graphe. On sait malheureusement que ce probl�eme du calcul
du nombre chromatique est \NP-di�cile" (notion analys�ee plus en d�etail dans
le cours d'optimisation combinatoire), ce qui implique qu'aucun algorithme
polynomial n'est disponible �a l'heure actuelle pour le r�esoudre. La mod�elisation
apporte ici, en dehors d'une formalisation du probl�eme, un r�esultat th�eorique
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AB AC AD

BA BC BD

DA DB DC

EA EB EC ED

Figure 3 { Le graphe d'incompatibilit�e

fort sur sa di�cult�e. Heureusement, la taille limit�e du graphe n'empêchera
pas ici la r�esolution du probl�eme par exploration de toutes les combinaisons
possibles.
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Chapitre 1

Introduction, notations,
définitions

La th�eorie des graphes est riche en vocabulaires et d�e�nitions. Voici un court
extrait des d�e�nitions essentielles. Les anglophones et les francophones utilisent
un vocabulaire qui n'est pas toujours simplement �equivalent.

1.1 Graphes orientés et non orientés

Définition 1 (Graphe orienté) un graphe orient�e (directed graph ou di-
graph) G = (S,A) est d�e�ni par :

{ un ensemble S �ni de sommets (vertices, un sommet : a vertex)
{ un ensemble A d'arcs (edges), chaque arc ayant une origine (source)
et un but (target) dans S. Un arc a = (s, t) d'origine s, de but t est
g�en�eralement not�e a

s→t . t est un successeur de s, s un pr�ed�ecesseur
de t.
Un arc s → s est une boucle. On appelle |S| l'ordre du graphe. Pour
tout sommet u 2 S, on note Γ+(u) (resp. Γ−(u)) l'ensemble des som-
mets v tels que (u, v) (resp. (v, u)) soit un arc de A.

BA

C D

E

F

G

Figure 1.1 { Un graphe orient�e, G1

Les graphes orient�es sont utilis�es en particulier pour mod�eliser tous les
probl�emes faisant apparâ�tre des relations de pr�ec�edence (ordre partiel).

7



Définition 2 (Graphe non orienté) un graphe non orient�e G = (S,A) est
d�e�ni par :

{ un ensemble S �ni de sommets (vertices, un sommet : a vertex)
{ un ensemble A d'arêtes (edges), chaque arête connectant deux som-
mets (pas n�ecessairement di��erents). Une arête a = (x, y) est g�en�eralement
not�ee x { y. On dit que x et y sont adjacents.
Pour tout sommet u 2 S, on note Γ(u) l'ensemble des sommets ad-
jacents �a u.

On perd de la notion d'orientation des arcs. Tout graphe orient�e admet un
graphe non orient�e sous-jacent (obtenu par perte de l'orientation). De même,
on associe fr�equemment �a un graphe non orient�e un graphe orient�e dans lequel
chaque arête (x, y) est remplac�e par deux arcs (x, y) et (y, x).

BA

C D

E

Figure 1.2 { Un graphe non orient�e, G2

Définition 3 (Graphe simple) Un graphe est dit simple s'il existe au plus
un arc (arête) d'origine et de buts donn�es et s'il est sans boucle. A d�e�ni
dans ce cas une relation binaire sur S, d�e�nie comme une partie de S� S.
Dans ce cas, on note un arc s→ t ou (s, t).

Le vocabulaire des relations s'applique : un graphe orient�e est antisym�etrique
si s → t 2 A ⇒ t → s 62 A. Un graphe non orient�e simple d�e�ni une relation
sym�etrique.

Dans la suite, sauf exception, les graphes consid�er�es seront simples. Un
arc/arête est alors enti�erement caract�eris�e par ses extr�emit�es.

Définition 4 (degrés) Dans un graphe orient�e, le degr�e sortant d+(s) =
|Γ+(s)| (resp. entrant d−(s) = Γ−(s)|) ou demi-degr�e ext�erieur (resp. int�erieur)
d'un sommet s est le nombre de sommets qui sont successeurs (resp.
pr�ed�ecesseurs) de s. Le degr�e est la somme des degr�es rentrants et sor-
tants.

Dans un graphe non orient�e, le degr�e d(s) = |Γ(s)| de s est le nombre
de sommets adjacents �a s

Définition 5 (Sous-graphe) Soit un graphe G = (S,A), et S 0 � S, le sous-
graphe induit par S 0 est le graphe (S 0, A 0) o�u A 0 = {(u, v) 2 A/u 2 S 0 ∧ v 2
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S 0}. On ne consid�ere donc que les arcs/arêtes ayant leurs extr�emit�es dans
l'ensemble de sommets consid�er�es.

BA

C D

Figure 1.3 { Le sous-graphe de G1 induit par {A,B,C,D}

Définition 6 (Graphe partiel) Soit un graphe G = (S,A), et A 0 � A, le
graphe (S,A 0) est un graphe partiel de G.

BA

C D

E

F

G

Figure 1.4 { Un graphe partiel de G1

Définition 7 (Graphe complet) Un graphe est complet si pour toute paire
de sommets (u, v) il existe au moins un arc (arête) entre u et v.

Si le sous-graphe induit par un ensemble de sommets S 0 � S est complet
on dit que S 0 forme une clique. Un graphe simple complet d'ordre n est
not�e Kn.

Définition 8 (Graphe biparti) Un graphe non orient�e G = (S,A) est bi-
parti si S = S1 [ S2, s'il n'existe pas d'arête entre les sommets de S1 et s'il
n'existe pas d'arête entre les sommets de S2.

1.2 Chemins, circuits, châınes et cycles

Encore une fois, l'�ecole fran�caise distingue les notions li�ees aux graphes
orient�es de celles li�ees aux graphes non orient�es.
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Figure 1.5 { Le graphe simple complet non orient�e K6

Figure 1.6 { Un graphe biparti

Définition 9 (Chemins,circuits) Soit un graphe orient�e G = (S,A), un
chemin de longueur k d'un sommet u appel�e extr�emit�e initiale vers un
sommet u 0 appel�e extr�emit�e �nale/terminale est une s�equence hv0, . . . , vki
telle que v0 = u, vk = u

0 et 8i, 0 � i � k− 1, vi → vi+1 2 A.

S'il existe un chemin de u vers u 0, on dit que u 0 est accessible �a partir
de u.

Un chemin est dit simple s'il ne passe pas deux fois par le même arc.
Il est dit �el�ementaire s'il ne passe pas deux fois par le même sommet (tous
les sommets sont de degr�e 2 au plus dans le sous-graphe partiel d�e�ni par
le chemin).

Un circuit est un chemin dont l'origine et le but sont confondus. Il
est dit �el�ementaire si tous ses sommets sont distincts (�a l'exception du
premier et du dernier, de fa�con �equivalente : tous les sommets sont de
degr�e 2 exactement dans le sous-graphe partiel d�e�ni par le circuit).

Un DAG (Directed Acyclic Graph) ou graphe orient�e acircuitique est un
graphe orient�e sans circuit (GOSC). Le sous-graphe deG1 induit par {A,B,C,D}

est un GOSC.

Les �equivalents non orient�es des chemins et des circuits sont les châ�nes et
les cycles. Les anglophones utilisent path et cycle dans les 2 cas. Le même type
de confusion, g�en�eralement peu g�en�eratrice d'ambigu��t�e, devient fr�equente en
fran�cais (mais est parfois mal support�ee).
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BA

C D

E

F

G

Figure 1.7 { Un circuit dans G1

Définition 10 (Châınes,cycles) Soit un graphe non orient�e G = (S,A),
une châ�ne de longueur k entre un sommet u et un sommet u 0 appel�e
but est une s�equence hv0, . . . , vki telle que v0 = u, vk = u 0 et 8i, 0 � i �

k− 1, (vi, vi+1) 2 A.

Une châ�ne dont les deux extr�emit�es sont confondues est appel�e un
cycle.

Définition 11 (Fermeture transitive) La fermeture transitive d'un graphe
(simple) G = (S,A) est le graphe G 0 = (S,A 0) tel que :

(i, j) 2 A 0 ⇔ il existe un chemin/châ�ne de i �a j

1.3 Forte connexité, connexité

Définition 12 Un graphe orient�e G = (S,A) est fortement connexe si pour
tous sommets s, t 2 S, il existe un chemin allant de s �a t.

La composante fortement connexe d'un sommet s 2 S est le sous-graphe
induit par l'ensemble des sommets t 2 S tels qu'il existe une chemin de s �a
t et de t �a s (classe d'�equivalence de la relation d'accessibilit�e mutuelle).

BA

C D

E

F

G

Figure 1.8 { Les composantes fortement connexes de G1
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Définition 13 (Connexité) Un graphe (non orient�e) G = (S,A) est con-
nexe s'il existe une châ�ne entre chaque paire de sommets s, t 2 S.

La composante connexe d'un sommet s 2 S est le sous graphe induit par
tous les sommets reli�es �a s par une châ�ne au moins (classe d'�equivalence
de la relation d'existence d'une châ�ne).

Le graphe G2 n'a qu'une composante connexe : tous les sommets sont ac-
cessibles entre eux.

1.4 Arbres, arborescences

Définition 14 (Arbre) Un graphe non orient�e et sans cycle (acyclique)
est aussi appel�e une forêt. Chaque composante connexe d'une forêt est
appel�e un arbre.

Un arbre non trivial (qui contient plus d'un sommet) contient toujours au
moins 2 sommets de degr�e 1. En e�et, comme il est sans cycle, il contient
une plus longue châ�ne �el�ementaire dont les deux extr�emit�es ont forc�ement un
degr�e de 1. Tout arbre de taille n peut donc être obtenu est gre�ant un sommet
pendant �a un arbre de n − 1 sommets. L'inverse est �evidemment vrai (on ne
peut cr�eer de cycle ou de non connexit�e ainsi).

B

C D

E

A F

G

H

I

J

K

Figure 1.9 { Une petite forêt

Théorème 1 Soit un graphe G = (S,A). Les propositions suivantes sont
�equivalentes :

1. G est un arbre

2. G est connexe, a n sommets et m = n− 1 arêtes.

3. G est sans cycle a n sommets et n− 1 arêtes.

4. G est sans boucle et il existe une et une seule châ�ne entre chaque
paire de sommets.

5. G est connexe et la suppression d'une arête quelconque de G entrâ�ne
la non-connexit�e.
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6. G est sans cycle et l'adjonction d'une arête quelconque cr�ee un et
une seul cycle.

Définition 15 (Arborescence) Un arbre enracin�e ou arborescence est un
graphe orient�e poss�edant un sommet privil�egi�e appel�e racine et tel qu'il
existe un chemin et un seul de la racine �a tout autre sommet.

On peut obtenir une arborescence �a partir de tout arbre et d'un sommet
quelconque de l'arbre en orientant les arêtes depuis la racine vers les autres
sommets.

B

C D

E

A

Figure 1.10 { Arborescence obtenue �a partir de la composante connexe
{A,B,C,D, E} de la forêt pr�ec�edente, en isolant A comme racine

En pratique, on confond souvent les deux termes (arbres/arborescences).
Sur les arborescences, on emploie un vocabulaire sp�eci�que : n�ud, branche,
p�ere, �ls, fr�ere, ancêtre, descendant, feuille, profondeur. . .

Une arborescence est ordonn�ee si les ensemble des �ls de chaque sommet
sont ordonn�es.
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Chapitre 2

Représentation machine

2.1 Listes d’adjacence

Adapt�ee aux graphes peu denses. �Etant donn�e un graphe G = (S,A), on
utilise :

{ un tableau Adj de |S| listes, une pour chaque sommet.
{ pour chaque sommet u, la liste Adj [u] contient les (ou des r�ef�erences aux)
sommets v adjacents �a u (tels qu'il existe un arc/arête (u, v) 2 A).

A

B

C

D

E

B C

A E

D

C B E

B D

D

A

Figure 2.1 { La structure de liste d'adjacence du graphe G2

Pour un graphe orient�e, la somme des longueurs des listes est |A| chaque
arc �etant repr�esent�e exactement une fois dans la liste du sommet origine. Pour
un graphe non orient�e, elle est de 2|A| car chaque arête est repr�esent�ee une fois
dans chacun des 2 sommets de l'arête. Gros avantage, la taille m�emoire de la
structure est en O(S +A). Elle s'adapte aussi au cas o�u le graphe est �etiquet�e
en stockant l'�etiquette dans les listes d'adjacences. Faiblesse essentielle : lenteur
de la r�esolution du probl�eme de l'existence d'une arête entre deux sommets.

Dans un compromis temps/m�emoire o�u le temps prime, on peut utiliser des
repr�esentations redondantes (en utilisant aussi une matrice d'adjacence, voir
ci-dessous).
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2.2 Matrice d’adjacence

Aussi appel�e matrice d'incidence sommets-sommets. Pour les graphes sim-
ples, l'ensemble des arcs d�e�nit une relation binaire entre les sommets que l'on
peut repr�esenter par sa matrice associ�ee

Définition 16 (Matrice d’adjacence) La matrice d'adjacence A d'un graphe
G = (S,A) d'ordre n est une matrice n � n �a coe�cients dans {0, 1} o�u
chaque ligne et chaque colonne correspond �a un sommet de G et o�u :

Aij = 1⇔ (i, j) 2 A

Dans le cas non orient�e, la matrice d'adjacence est sym�etrique (une
demi-matrice su�t).

0
BBBBB@

0 1 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

1
CCCCCA

Table 2.1 { La matrice d'adjacence du sous-graphe de G1 induit par
{A,B,C,D, E}

Cette forme convient bien aux graphes denses (sinon, la matrice est creuse).
Elle permet d'utiliser tout l'attirail du calcul matriciel, mais le coût de base
d'acc�es �a toutes les arêtes est en θ(|S|2) et non en θ(A).

Si l'on a a�aire �a un graphe �etiquet�e (ou pond�er�e), chaque arête est porteuse
d'une �etiquette que l'on peut utiliser dans la matrice en lieu et place de 1. Il
faut pouvoir distinguer le cas 0.

Calculs matriciels

On rappelle que le produit de deux matrices n � n na��f est en O(n3). Pas
d'am�eliorations importantes (eg. algorithme de Sollen en O(nlog2(7))).

Pour manipuler les matrices, on utilise ici l'alg�ebre de Boole (multiplica-
tion = ∧, addition = ∨). D'autres alg�ebres permettent de r�esoudre d'autres
probl�emes sur les graphes.

Si M est la matrice d'adjacence d'un graphe G, la matrice Mp est telle que
M
p
ij = 1 ⇔ il existe un chemin de p arcs allant i �a j. L'algorithme r�ecursif

suivant permet ce calcul en O(log2(p)S
3).

S'il existe un chemin entre deux sommets deG, il existe un chemin �el�ementaire
en ces sommets, de longueur < n. La matrice de la fermeture transitive du
graphe est donc la somme (le ou logique)M+M2+ � � �+M|S|−1. Une premi�ere
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Algorithme 1 : Entr�ees :M, matrice d'adjacence, p puissance demand�ee

Procedure Calcul de Mp

si p = 1 alors
retourner M;

sinon

J←Mbp
2
c (appel r�ecursif);

K← J� J;
si p est pair alors

retourner K;
sinon

retourner K�M;

Algorithme 2 : Entr�ee : M, matrice d'adjacence

Procedure FermetureTransitive(M)
pour i allant de 1 �a n faire

pour j allant de 1 �a n faire
si Mji = 1 alors

pour k allant de 1 �a n faire
si Mik = 1 alors Mjk ← 1

version purement matricielle de cet algorithme (ce calcul peut se r�ealiser plus
simplement en utilisant l'algorithme de Warshall) est :

La complexit�e est en O(|S|3) et même en θ(|S|3) et beaucoup de calculs
inutiles sont r�ealis�es si la matrice est creuse (le graphe peu dense). On peut
dans ce cas utiliser une version plus proche de l'esprit des graphes.

Procedure FermetureTransitive (G)
pour chaque sommet s de G faire

pour chaque arc s1 → s de G faire
pour chaque arc s→ s2 de G faire

Ajouter �a G l'arc s1 → s2;

Preuve de correction : par r�ecurrence sur le nombre de passage dans la
boucle ext�erieure. L'hypoth�ese est que si k sommets ont d�ej�a �et�e trait�es, alors
un arc s1 → s2 a �et�e rajout�e dans le graphe ssi il existe un chemin de s1 �a s2
dont les sommets interm�ediaires sont parmi ces k sommets. Il su�t alors de
remarquer que s'il existe un chemin de s1 �a s2 passant par un sommet s alors
il existe un chemin passant une seule fois par s (on prend un raccourci), donc
tout chemin de s1 �a s2 utilisant les k + 1 premiers sommets est form�e par la
concat�enation de chemins allant de s1 �a s, puis de s �a s2 et n'utilisant que les
k premiers sommets comme sommets interm�ediaires.
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Chapitre 3

Parcours des graphes

On distingue deux grandes m�ethodes de parcours de graphes : le parcours
en largeur et en profondeur. Du fait de son importance et de sa simplicit�e, nous
consid�erons d'abord le parcours en profondeur, en commen�cant par le parcours
des arborescences, plus simple.

3.1 Parcours des arborescences en profondeur

La strat�egie de parcours d'un arbre en profondeur consiste, comme son
nom l'indique, �a s'enfoncer dans l'arbre �a chaque fois que possible. Le pre-
mier �ls est visit�e imm�ediatement �a partir du sommet le plus r�ecemment visit�e
r�ecursivement. Quand tous les �ls d'un sommet ont �et�e explor�es, on e�ectue
un retour en arri�ere pour explorer les �ls suivants du dernier sommet qui n'est
pas encore compl�etement visit�e (tous ses �ls n'ont pas encore �et�e visit�es). Le
processus continue tant qu'il reste des sommets non compl�etement visit�es.

Cette exploration permet d'associer �a chaque sommet une date de d�ecouverte
(moment o�u l'on rencontre un sommet pour la premi�ere fois) et une date de
fermeture (moment o�u tous les �ls ont �et�e visit�es et on l'on e�ectue un retour en
arri�ere). Pour chaque sommet u, on notera d[u] et f[u] ces deux dates, calcul�ees
si n�ecessaire par l'algorithme ci-dessous (et que l'on utilisera par la suite).

Algorithme 3 : On appelle la fonction avec u �egal �a la racine de l'ar-
borescence. t est une variable globale initialis�ee �a 0

Procedure DFS-Tree(u)
d[u]← (t← (t+ 1));
pour chaque sommet v, �ls de u faire

DFS-Tree(v);

f[u]← (t← (t+ 1));
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3.2 Parcours des graphes en profondeur d’abord

Le parcours en profondeur s'adapte aux graphes quelconques en parcourant
un graphe partiel qui est un arborescence (ou une forêt) : �a la d�ecouverte
d'un sommet s, les �ls de ce sommet dans l'arborescence seront les sommets
accessibles depuis s et non encore visit�es. Cet ensemble d'arborescences est
appel�e forêt en profondeur d'abord du graphe. Comme sa connaissance peut-
être utile, on peut la m�emoriser en se souvenant, pour chaque sommet s du
graphe explor�e son p�ere dans cette arborescence. On stockera ainsi le p�ere du
sommet u dans la variable π[u].

Pour pouvoir distinguer les sommets d�ej�a explor�es (d�ecouverts), compl�etement
explor�es et non encore explor�es, on associe �a chaque sommet une couleur : b ou
blanc (non explor�e), g ou gris (d�ecouvert) et n ou noir (compl�etement explor�e).
Cette couleur est stock�ee dans couleur [u]. On notera que la distinction de gris
et noir n'est pas indispensable au fonctionnement de l'algorithme.

L'algorithme ressemble fortement au pr�ec�edent mais est adapt�e �a un graphe
quelconque :

Algorithme 4 : On appelle la fonction sur le graphe G = (S,A) (orient�e
ou non)

Procedure DFS(G)
pour chaque sommet u 2 S faire

couleur [u]← b;
π[u]← nil;

t← 0;
pour chaque sommet u 2 S faire

si couleur [u] = b alors DFS-Visit(u)

DFS-Visit(u);
couleur [u]← g;
d[u]← (t← (t+ 1));
pour chaque sommet v 2 Adj [u] faire

si couleur [v] = b alors
π[v]← u;
DFS-Visit(v);

couleur [u]← n;
f[u]← (t← (t+ 1));

Quel est le temps de calcul de cet algorithme ? L'initialisation dans DFS
parcourt chaque sommet donc en θ(|S|). La proc�edure DFS-Visit est appel�ee une
fois pour chaque sommet puisqu'elle n'est invoqu�ee que sur les sommets blancs
et que la premi�ere chose qu'elle fait est de les colorier en gris. Durant l'ex�ecution
de DFS-Visit une boucle s'e�ectue sur les sommets adjacents. Comme la somme
des degr�es (sortants) de tous les sommets est en θ(|A|), le coût total de DFS-
Visit est en θ(|A|). Globalement, DFS est donc en θ(|S|+ |A|) et est donc lin�eaire
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u v w

x y

z

Figure 3.1 { Parcourir ce graphe en profondeur d'abord

dans la taille du graphe (sous forme de listes d'adjacence).

Le parcours e�ectu�e par l'algorithme DFS a de nombreuses propri�et�es que
nous ne d�etaillerons pas ici. Il permet en particulier de classer les arcs du graphe
parcouru en 4 cat�egories (si le graphe est non orient�e, seules les deux premi�eres
cat�egories existent) :

{ arcs d'arbre : ce sont ceux qui sont suivis par DFS. Un arc u→ v est un
arc d'arbre si v a �et�e d�ecouvert �a partir de u. v �etait blanc �a sa d�ecouverte.

{ arcs arri�eres : ce sont les arcs qui connectent un sommet u �a un ancêtre
dans l'arborescence de profondeur d'abord. v �etait gris �a sa d�ecouverte.
Un circuit est d�etect�e dans le graphe.

{ arcs avants : ce sont les arcs qui connecte un sommet u �a un descendant
de u mais qui n'ont pas �et�e suivies par DFS. v �etait noir �a sa d�ecouverte.

{ arcs traversiers : tous les autres arcs. v �etait noir �a sa d�ecouverte.

Exercice : appliquer �a la main DFS sur le graphe orient�e de la �gure 3.1, �a partir
de u, les sommets �etant consid�er�es dans l'ordre u, v,w, x, y, z. On visualisera la
forêt d'exploration en profondeur d'abord et on notera pour chaque sommet sa
date de d�ecouverte et de fermeture, pour chaque arc sa nature (arbre, arri�ere,
avant, traversier).

3.2.1 Application, le tri topologique

Nous citons une application de la recherche en profondeur d'abord, mais il en
existe d'autres : recherche de composantes connexes, de composantes fortement
connexes. . . On se reportera �a [CLR90, GM79, AHU87] par exemple pour plus
de d�etails.

Un tri topologique d'un GOSC G consiste �a d�eterminer un ordre des som-
mets tel que si un arc u→ v existe dans G, alors v est plac�e apr�es u dans l'ordre
des sommets. Nous verrons un utilisation de cette technique pour calculer les
plus courts chemin dans un GOSC de fa�con tr�es e�cace. Plus g�en�eralement, si
l'on consid�ere que les sommets d'un GOSC repr�esente des tâches et que chaque
arc indique une d�ependance, le tri topologique indique un ordre des tâches qui
respecte les d�ependances.

L'algorithme reste de la même complexit�e, i.e. en θ(|S|+ |A|).

En pratique, l'algorithme DFS permet même de d�etecter si un graphe ori-
ent�e est sans circuit car on montre qu'un graphe orient�e est sans circuit si et
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Procedure Tri-Topologique(G)
Appeler DFS(G) pour calculer les f[u];
�a chaque fois qu'un sommet est ferm�e, l'ins�erer en tête d'une liste L;
retourner L;

slip

ceinture

pantalon

chemise

veste

chaussures

montre

chaussettes

cravate

11/16

12/15

6/7

1/8

2/5

3/4

17/18

13/14

9/10

Figure 3.2 { Un probl�eme d'ordonnancement �el�ementaire

seulement si un parcours en profondeur d'abord ne d�etecte pas d'arcs arri�eres.
Il permet tr�es simplement d'identi�er les composantes connexes d'un graphe
non orient�e : chaque appel non r�ecursif �a DFS-Visit parcourt une composante
connexe distincte.

Exercice : appliquer l'algorithme Tri-Topologique au graphe de la �gure 3.2
(d�ependances entre les tâches �el�ementaires d'habillage).

3.3 Parcours des graphes en largeur d’abord

Dans le cas des arborescences, le parcours en largeur consiste �a visiter les
n�uds \de gauche �a droite et de haut en bas". Elle s'e�ectue avec une simple
�le (FIFO).

Nous d�e�nissons imm�ediatement la version �etendue aux graphes. La �le
est appel�ee Q dans la fonction BFS. Comme dans la recherche en profondeur,
les sommets inexplor�es sont blancs, les sommets en cours d'explorations sont
gris et les sommets ferm�es en noir. Le niveau de d�ecouverte d'un sommet est
stock�e dans les variables d[u] o�u u est un sommet. L'exploration en largeur
d'abord d'un graphe d�e�nit une arborescence sur ce graphe appel�e arborescence
en largeur d'abord. Le parcours m�emorise cette arborescence en associant une
variable π[u] �a chaque sommet qui contiendra in �ne le p�ere du sommet u dans
cette arborescence.

Analysons rapidement la complexit�e de cet algorithme : une fois l'initiali-
sation e�ectu�ee, aucun sommet n'est jamais blanchi. De ce fait, comme seuls
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Algorithme 5 : On appelle la fonction sur le graphe G = (S,A), �a partir
d'un sommet s

Procedure BFS(G, s)
pour chaque sommet u 2 S− {s} faire

couleur [u]← b;
d[u]← +∞;
π[u]← nil;

couleur [s]← g;
d[s]← 0;
π[s]← nil;
Q← {s};
tant que Q 6= ∅ faire

u← tete(Q);
pour chaque sommet v 2 Adj [u] faire

si couleur [v] = b alors
π[v]← u;
couleur [v]← g;
d[v]← d[u] + 1;
En�ler(Q, v);

D�e�ler(Q);
couleur [u]← n;

les sommets blancs peuvent entrer dans la �le et qu'ils sont aussitôt colori�es en
gris, chaque sommet entre (et sort) une fois dans la �le. Ces op�erations �etant
en O(1), on aboutit �a un premier coût en O(|S|). La liste d'adjacence de chaque
sommet est parcourue une fois et une seule, quand le sommet est extrait de la
�le. La somme des longueurs des listes d'adjacences est en θ(|A|). L'initialisa-
tion �etant en O(|S|), l'algorithme est globalement en O(|S| + |A|) et est donc
lin�eaire dans la taille du graphe (sous forme de listes d'adjacence).

Exercice : appliquer l'algorithme BFS au graphe de la �gure 3.3, en partant du
sommet s et en d�etaillant les couleurs des sommets et les valeurs des variables
π[v] et d[v] et Q �a chaque �etape.

r s t u

v w x y

Figure 3.3 { Un graphe �a parcourir en largeur

Le parcours en largeur d'abord o�re la particularit�e int�eressante d'identi-
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�er le plus court chemin entre le sommet s et les autres sommets du graphe
(si l'on compte chaque parcours d'arête ou d'arc pour une longueur unitaire).
L'arborescence en largeur d'abord est alors une arborescence des plus courts
chemin (cf. section 5).
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Chapitre 4

Arbres couvrants de poids
minimum

�A partir de maintenant, nous allons travailler sur des graphes dits pond�er�es :
chaque arc/arête est porteuse d'un � poids �, habituellement un nombre entier
ou r�eel quelconque. Pour tout arc ou arête (u, v) d'un graphe pond�er�e nous
noterons w(u, v) le poids qui lui est associ�e.

Dans la conception de circuits �electroniques ou de circuits de communica-
tions (en avionique par exemple), il est souvent n�ecessaire de connecter plusieurs
� composants � ensemble en utilisant le moins de �ls possible. On peut parfois
mod�eliser ce probl�eme sous la forme d'un graphe connexe non orient�e et pond�er�e
dans lequel chaque sommet est un � composant � et chaque arête (u, v) entre
deux composants est pond�er�ee par le coût (la longueur) de l'�etablissement d'une
connexion entre u et v. On cherche alors �a d�eterminer un sous-ensemble de ces
arêtes qui d�e�nisse un graphe partiel acyclique, connectant tous les sommets
du graphe et dont le poids soit minimum (le poids d'un ensemble d'arête �etant
d�e�ni comme la somme des poids des arêtes de l'ensemble).

Ce probl�eme consiste �a exhiber un � arbre couvrant de poids minimum
� (appel�eminimum spanning tree par les anglophones). Il s'agit d'un probl�eme

a

b c d
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fgh
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14
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10

7
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1
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2

78

11

8

4

Figure 4.1 { Un graphe non orient�e pond�er�e et un arbre couvrant de poids
minimum
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que l'on peut r�esoudre de fa�con optimale en temps polynomial et ce malgr�e le
fait qu'il existe un nombre a priori exponentiel de solution potentielles.

Il existe deux familles d'algorithme pour r�esoudre ce probl�eme : l'algorithme
de Kruskal et l'algorithme de Prim 1. En utilisant une simple structure de tas
binaire (heap), ces algorithmes ont un temps d'ex�ecution en O(|A|. log(|S|)).
En utilisant des tas de Fibonacci, L'algorithme de Prim peut être rendu plus
e�cace, en O(|A| + |S|. log(|S|)) qui peut être signi�catif si |S| est tr�es faible
devant |A|. Pour cette raison, nous pr�esenterons uniquement ce dernier. Nous
invitions le lecteur �a se reporter �a [CLR90] pour d�ecouvrir l'algorithme de
Kruskal, tr�es simple lui aussi.

L'algorithme de Prim est un exemple d'algorithme dit � glouton � dans
le sens o�u lorsqu'il a un choix �a faire, l'algorithme va simplement choisir le
meilleur choix parmi ceux qui sont � possibles �. Pour la grande majorit�e des
probl�emes, les algorithmes gloutons ne garantissent pas de trouver l'optimum.
Le probl�eme de recherche d'un arbre couvrant de poids minimum est particulier
de ce point de vue.

L'algorithme s'appuie implicitement sur la notion de cocycle :

Définition 17 Soit un graphe G = (S,A) non orient�e, connexe et pond�er�e
par la fonction de pond�eration p de A dans R. Soit un ensemble de som-
mets T � S quelconque. On appelle cocycle de T , et on note ω(T), l'ensem-
ble des arêtes de A dont une des extr�emit�es est dans T et l'autre dans
S− T .

Soit C � S un ensemble de sommets non vide quelconque de G et ω(C)
le cocycle de C. Soit (u, v) une arête de poids minimum dans ω(C). On va
montrer qu'il existe n�ecessairement un arbre couvrant de poids minimum qui
contient (u, v).

Soit T un arbre couvrant de poids minimum quelconque. Soit T contient
(u, v) et la propri�et�e est v�eri��ee. Sinon, (u, v) forme un cycle ferm�e par le
chemin p de u �a v dans T . Ce cycle permet de quitter C et d'y revenir et utilise
donc une autre arête du cocycle. Soit (x, y) l'arête du cocycle qui permet de
revenir dans C (voir Figure 4.2). Si l'on enl�eve (x, y) de T et qu'on la remplace
par (u, v), on conserve toutes les propri�et�es d'un arbre couvrant et on ne peut
que diminuer le poids de l'arbre car e est de poids minimum parmi les arêtes
du cocycle.

Pour former le sous-ensemble des arêtes qui formera l'arbre couvrant, l'algo-
rithme de Prim va faire grossir un arbre (au d�ebut form�e d'un unique sommet)
en rajoutant des arêtes �a cet arbre. Pour cela, il va s�electionner un sommet qui
n'est pas encore dans l'arbre, et qui est adjacent �a un sommet de l'arbre courant
(une arête du cocycle de l'ensemble de sommets d�ej�a couverts). La gloutonnerie
de l'algorithme �a chaque �etape consiste �a choisir parmi tous les sommets possi-
bles, le sommet qui va le moins faire augmenter le poids de l'arbre : celui qui est

1. Pour m�emoire, on notera aussi l'existence d'un algorithme qui est en quelque sorte un
hybride des deux pr�ec�edents, l'algorithme de Sollin.
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Figure 4.2 { Un graphe G, un ensemble de sommets C en noir avec (u, v) et
(x, y) les arêtes du cocycle de C qui forme un cycle sur le chemin p

reli�e �a l'arbre par une arête de poids minimum. Ce choix garantit l'obtention
d'une solution optimale comme on vient de le voir.

L'algorithme utilise �a cette �n une �le de priorit�e Q de sommets qui peut
être impl�ement�ee au moyen d'un tas binaire ou d'un tas de Fibonacci (plus
complexe). On suppose que la fonction Extrait-Minimum extrait du tas le som-
met de priorit�e la plus faible. La priorit�e est stock�ee dans key [u]. Cette �le
va permettre d'acc�eder rapidement a la meilleure fa�con d'�etendre l'arbre que
l'algorithme construit. Initialement, la racine de l'arbre a une priorit�e nulle et
tous les autres sommets une priorit�e in�nie. Lorsqu'un nouveau sommet u est
couvert, on actualise la priorit�e des sommets adjacents �a u avec la valeur de
l'arête qui les relient �a u.

Algorithme 6 : La fonction est appel�ee sur le graphe G, muni d'une
pond�eration w et �a partir d'un sommet r.

Procedure MST-Prim(G,w, r)
Q← ensemble des sommets du graphe;
pour chaque u 2 Q faire key [u]← +∞;
key [r]← 0;
π[r] = nil;
tant que Q 6= ∅ faire

u← Extrait-Minimum(Q);
pour chaque v 2 Adj [u] faire

si v 2 Q et w(u, v) < key [v] alors
π[v]← u;
key [v]← w(u, v);

NB : l'algorithme permet aussi de construire un arbre couvrant de poids
maximum. Il su�t de changer le signe des poids.
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Exercice : appliquer l'algorithmeMST-Prim au graphe de la �gure 4.1. D�etailler
chaque �etape.
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Chapitre 5

Plus courts chemin, plus long
chemin et ordonnancement

Un automobiliste souhaite trouver la route la plus courte de Toulouse �a Lille.
S'il dispose d'une carte routi�ere donnant la distance entre chaque intersection
adjacentes, comment d�eterminer la route la plus courte ?

L�a encore, le nombre de chemins possibles entre deux villes, pourvu que
le r�eseau routier soit un peu dense, devient rapidement trop important pour
que l'on puisse envisager d'�enum�erer tous les chemins possibles, même si l'on
�evite d'examiner les chemins qui passe par Brest (qui est manifestement une
mauvaise option) ou contiennent des cycles (et qui sont forcement plus long
que le même chemin sans cycle). Nous allons voir qu'il est possible de r�esoudre
ce probl�eme e�cacement.

Dans un probl�eme de plus court chemin, on dispose d'un graphe (orient�e),
avec une pond�eration des arcs w qui fait correspondre �a chaque arc un poids �a
valeurs r�eelles. On d�e�nit le poids (ou longueur) d'un chemin c = hv0, . . . , vki

comme la somme des poids (longueurs) des arcs qui le constituent :

w(c) =
k∑
i=1

w(vi−1, vi)

On d�e�nit alors la distance minimum entre deux sommets u et v par :

δ(u, v) =

{
minc chemin de u �a v{w(c)} si il existe un chemin de u �a v
+∞ sinon

Un chemin le plus court entre u et v est alors d�e�ni comme un chemin de
u �a v de poids w(c) = δ(u, v). Si dans sa version la plus classique les poids
repr�esentent des distances, rien ne limite l'utilisation de ces algorithmes �a ce
cas de �gures. Il peut s'agir de coûts, de p�enalit�es, ou de l'oppos�e du logarithme
d'une probabilit�e.
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Variantes Plusieurs variantes du probl�eme existe selon que l'on cherche :
{ un chemin le plus court entre 2 sommets u t v donn�es,
{ un chemin le plus court permettant de rejoindre le sommet v �a partir du
sommet u pour n'importe quel sommet u (on aura donc n plus courts
chemins).

{ un plus court chemin pour toute paire de sommets u et v (n2 chemins au
total).

De fait, le probl�eme de calcul du plus court chemin entre 2 sommets u et v
�x�es n'est jamais abord�e car on connâ�t pas d'algorithme qui le traite et qui
soit asymptotiquement plus e�cace que ceux permettant de traiter le second
probl�eme. On peut donc se limiter aux deux derniers.

De même, pour d�eterminer le plus court chemin entre toutes les paires de
sommets, on peut r�esoudre le probl�eme �a une source pour chaque sommet du
graphe 1. Nous nous limiterons donc ici �a ce type de probl�eme appel�e \probl�eme
de plus court chemin �a source unique" (ou single source shortest path) :

�Etant donn�e un graphe G = (S,A), trouver le plus court chemin d'un som-
met s donn�e (appel�e sommet source) vers tout autre sommet du graphe.

Arcs de poids négatifs Un point important pour la r�esolution des probl�emes
de plus court chemin est l'existence de circuits ayant un poids n�egatif. Si ce
circuit est atteignable depuis s, les chemins les plus courts ne sont pas d�e�nis.
On peut en e�et am�eliorer ind�e�niment la qualit�e d'un chemin en faisant un
tour de plus dans le circuit. Il existe des algorithmes de plus court chemin qui
d�etectent ces circuits absorbants (tel que l'algorithme de Bellman-Ford-Moore
que nous verrons plus loin) et des algorithmes sp�ecialis�es dans di��erents cas
o�u l'on sait qu'il ne peut exister de circuits absorbants ; par exemple dans un
graphe o�u les poids sont tous positifs ou nul (algorithme de Dijkstra) ou si le
graphe n'a pas de circuit (algorithme de Bellmann-Kalaba).

Principe d’optimalité Un plus court chemin de longueur �nie ne peut donc
pas contenir de circuits de coût n�egatifs. Il ne peut pas non plus contenir de
circuits de coûts positif car on supprimant le circuit du chemin, on obtiendrait
un chemin plus court. On put donc faire l'hypoth�ese que les plus courts chemins
ne contiennent pas de circuits et la longueur (en nombre d'arcs) d'un plus court
chemin est donc toujours inf�erieure �a |S|− 1.

La propri�et�e essentielle qui permet de calculer e�cacement les plus courts
chemin est appel�e propri�et�e de Bellman. Elle est �a la base de classes d'al-
gorithmes tels que les algorithmes gloutons et surtout la programmation dy-
namique. Elle se r�esume par � tout sous-chemin d'un chemin optimal est aussi
un chemin optimal �. Si ce n'�etait pas le cas, on pourrait remplacer la section
correspondante par un sous-chemin optimal et am�eliorer ainsi la longueur to-
tale du chemin. Pour connâ�tre la longueur ` du plus court chemin de Toulouse

1. Il existe cependant des algorithmes sp�ecialis�es (algorithmes souvent inspir�es du calcul
matriciel proches de l'algorithme de Warshall d�ecrit pr�ec�edemment) qui peuvent être plus
adapt�es.
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Figure 5.1 { Arbre des plus courts chemins, en italique les δ(s, u).

�a Lille, il su�t par exemple de connâ�tre la longueur d'un plus court chemin `i
de Toulouse aux villes i reli�ees directement �a Lille et de choisir d'aller vers la
ville i� qui minimise la somme `i +w(i,Lille).

Représenter les plus courts chemins Pour m�emoriser les plus courts
chemin de s �a tout autre sommet du graphe, on va calculer pour chaque sommet
u un pr�ed�ecesseur π[u] dans le graphe par lequel il faut passer si l'on veut aller
de s �a u. Dans notre exemple, le pr�ed�ecesseur de Lille est la ville i�. S'il n'est pas
possible d'atteindre u depuis s ce pr�ed�ecesseur sera �egal �a nil. Pour reconstruire
le plus court chemin vers n'importe quel sommet u accessible depuis s, il su�ra
d'op�erer en arri�ere en cherchant le pr�ed�ecesseur de u, puis son pr�ed�ecesseur. . .
jusqu'�a s. Le graphe Gπ form�e de s et des sommets du graphe initial qui ont
un pr�ed�ecesseur non �egal �a nil et ayant pour arcs les (π[v], v) forme ce que
l'on appelle le graphe des plus courts chemin. On montre que le graphe ainsi
construit est une arborescence de racine s tel que pour tout sommet u l'unique
chemin de s �a u dans cet arbre est un plus court chemin de s �a u.

La �gure 5.1 illustre un graphe avec un arbre des plus courts chemins en
gras. Chaque sommet u est annot�e avec δ(s, u).

Tous les algorithmes pr�esent�es g�ere un attribut d[u] pour stocker une esti-
mation du plus court chemin de s �a u. �A la �n de l'ex�ecution, cette estimation
sera exacte. La proc�edure Initialisation-PCC est utilis�ee pour initialiser ces struc-
tures. Initialement, les estimations des plus courts chemins sont donc telles que
s est �a distance 0 de s et tous les autres sommets sont �a distance in�nie. L'�etape
fondamentale des algorithme de plus court chemin consiste �a am�eliorer ces es-
timations au moyen de la proc�edure Relaxation.

Elle constitue une application directe de la remarque sur la propri�et�e de
Bellman : si pour aller de s �a v on connaissait un chemin de longueur d[v] mais
que le chemin de s �a u plus la longueur de l'arc (u, v) est strictement plus court
alors, il vaut mieux passer par u. On met �a jour l'estimation de la distance et le
pr�ed�ecesseur en cons�equence. On notera que si le graphe Gπ des pr�ed�ecesseurs
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Algorithme 7 : La fonction est appel�ee avec le graphe G et le sommet
source s

Procedure Initialisation-PCC(G, s)
pour chaque sommet v de G faire

d[v]← +∞;
π[v]← nil;

d[s]← 0;

Algorithme 8 : Am�elioration �eventuelle de l'estimation de la distance
de s �a v. Le sommet u est un sommet accessible depuis s et qui permet
d'acc�eder �a v. w est la pond�eration du graphe.

Procedure Relaxation(u, v,w)
si d[v] > d[u] +w(u, v) alors

d[v]← d[u] +w(u, v);
π[v]← u;

formait une arborescence de racine s avant l'appel �a Relaxation, c'est encore le
cas apr�es. On notera �egalement que si d[x] est une estimation pessimiste de la
distance δ(s, x) avant l'application de Relaxation, c'est encore le cas apr�es.

5.0.1 Propriétés des plus courts chemins

Les plus courts chemins v�eri�ent toujours un certain nombre de propri�et�es
�el�ementaires tr�es utiles dans les preuves. On pourra d�emontrer ces propri�et�es
en exercice.

1. In�egalit�e triangulaire :

Pour tout arc (u, v) 2 A, on a δ(s, v) � δ(s, u) +w(u, v).

2. Propri�et�e du majorant :

On a toujours δ[v] � δ(s, v) pour tous les sommets v 2 S, et une fois que
d[v] a atteint la valeur δ(s, v), elle ne change plus.

3. Propri�et�e aucun-chemin : S'il n'y a pas de chemin de s �a v, alors on a
toujours d[v] = δ(s, v) =∞.

4. Propri�et�e de convergence : Si s  u → v est un plus court chemin dans
G pour un certain u, v 2 S et si d[u] = δ(s, u) �a un instant ant�erieur au
relâchement de l'arc (u, v), alors d[v] = δ(s, v) en permanence apr�es le
relâchement.

5. Propri�et�e de relâchement de chemin : Si p = hv0, v1, . . . , vki est un plus
court chemin de s = v0 �a vk et si les arcs de p sont relâch�es dans l'ordre
(v0, v1), (v1, v2), . . . (vk−1, vk), alors d[vk] = δ(s, vk). Cette propri�et�e est
vraie ind�ependamment de toutes autres �etapes de relâchement suscepti-
bles de se produire, même si elles s'entremêlent avec des relâchements
d'arcs de p.
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6. Propri�et�e de sous-graphe pr�ed�ecesseur : Une fois que d[v] = δ(s, v) pour
tout v 2 S, le sous-graphe pr�ed�ecesseur est une arborescence de plus courts
chemins de racine s.

5.1 Algorithme de Bellman-Ford-Moore

Cet algorithme r�esout le probl�eme de calcul des plus courts chemins �a origine
unique dans le cas g�en�eral d'un graphe qui peut avoir des circuits et des poids
n�egatifs (et �eventuellement un circuit absorbant). Si un circuit absorbant at-
teignable depuis l'origine s existe, l'algorithme le d�etecte et retourne un bool�een
�egal �a vrai.

Procedure Bellman-Ford(G,w, s)
Initialisation-PCC(G, s);
pour chaque i← 1 �a |S|− 1 faire

pour chaque (u, v) 2 A faire
Relaxation(u, v,w);

pour chaque (u, v) 2 A faire
si d[v] > d[u] +w(u, v) alors

retourner faux ;

Figure 5.2 { Exemple : application de Bellman-Ford sur un graphe.

La complexit�e de l'algorithme est tr�es facile �a calculer. L'initialisation est
en θ(|S|), chaque it�eration de la premi�ere boucle est en θ(|A|) et s'ex�ecute |S|−1
fois. La derni�ere boucle est en θ(|A|). Au total, l'algorithme est en O(|S||A|),
potentiellement cubique en |S|.
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Si le graphe ne contient pas de circuit absorbant accessible depuis s, l'algo-
rithme est correct du fait que tout plus court chemin �el�ementaire contient au
plus |S|− 1 arcs et d�ecoule de la propri�et�e de \relâchement de chemin". Si l'on
consid�ere un sommet v accessible depuis s et p = hv0, v1, . . . , vki, o�u v0 = s et
vk = v, un plus court chemin �el�ementaire de s �a v. Le chemin p a au plus |S|−1
arcs. A chaque it�eration i, le couple (vi−1, vi) est relax�e et donc la propri�et�e de
relâchement de chemin s'applique et d[v] = δ(s, v). L'algorithme retourne de
plus vrai du fait de l'in�egalit�e triangulaire.

Inversement, supposons que G contient un circuit absorbant hv0, v1, . . . , vki
accessible depuis v0 = vk = s et que l'algorithme retourne vrai. Pour tout
i = 1, . . . , k, on a d[vi] � d[vi−1] +w(vi−1, vi). En sommant ces in�egalit�es sur le
circuit, on obtient :

k∑
i=1

d[vi] �
k∑
i=1

d[vi−1] +
k∑
i=1

w(vi−1, vi)

Comme on a un circuit,
∑k
i=1 d[vi−1] =

∑k
i=1 d[vi] et donc

∑k
i=1w(vi−1, vi) � 0

ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese.

5.2 L’algorithme de Dijkstra

Cet algorithme est adapt�e aux graphes orient�es qui peuvent avoir des circuits
mais dont les arêtes ont toutes un poids positif ou nul. On suppose donc ici que
w(u, v) � 0 pour tout arc (u, v) du graphe G.

L'algorithme de Dijkstra maintient un ensemble de sommets V pour lesquels
on sait que l'estimation d[u] est devenue exacte i.e., telle que d[u] = δ(s, u).
L'algorithme s�electionne alors le sommet u 2 S − V dont l'estimation d[u] est
la plus faible, ins�ere u dans V et applique la proc�edure Relaxation �a tous les
arcs qui quittent u.

Pour un plus grande e�cacit�e, un �le de priorit�e Q est utilis�ee pour stocker
les sommets de S−V, utilisant d[u] comme priorit�e. On suppose que le graphe
est repr�esent�e par ses listes d'adjacences.

Le fait que l'algorithme est correct d�ecoule du fait que lorsqu'un sommet u
est ins�er�e dans V, alors l'estimation pessimiste d[u] = δ(s, u).

Preuve : Supposons que ce ne soit pas le cas et soit u le premier sommet
que l'algorithme ins�ere dans V tel que d[u] 6= δ(s, u). On doit avoir u 6= s car s
est le premier sommet ins�er�e dans V et d[s] = 0 = δ(s, s). Puisque u 6= s, alors
quand u est ins�er�e dans V, V est non vide. Il doit de plus y avoir un chemin
de s �a u car sinon d[u] = ∞ = δ(s, u) (le fait que d[x] est une estimation
pessimiste de δ[s, x] est un invariant de Relaxation). Puisqu'un chemin existe,
un plus court chemin existe. Soit un plus court chemin de s �a u, y le premier
sommet rencontr�e sur ce chemin qui n'est pas dans V et x son pr�ed�ecesseur
imm�ediat dans V.
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Algorithme 9 : G = (S,A) est le graphe trait�e, w sa pond�eration et s le
sommet source.

Procedure Dijkstra(G,w, s)
Initialisation-PCC(G, s);
V ← ∅;
Q← S;
tant que Q 6= ∅ faire

u← Extrait-Minimum(Q);
V ← V [ {u};
pour chaque sommet v 2 Adj [u] faire

Relaxation(u, v,w);

s

u

y

x

V

Figure 5.3 { Mise �a jour des sommets de V

Rappelons que l'on a suppos�e que u est le premier sommet pour lequel
d[u] 6= δ(s, u). Donc pour x, ins�er�e avant, on a d[x] = δ(s, x). Comme le chemin
de s �a u passant par x, y est un plus court chemin, le plus court chemin de s �a
y aussi (propri�et�e de Bellman sur un plus court chemin) et l'arête (x, y) ayant
subi l'application de Relaxation apr�es cette insertion, on a d[y] = δ(s, y)

y apparâ�t donc avant u sur un plus court chemin de s �a u et les poids �etant
positifs on a : d[y] = δ(s, y) � δ(s, u) � d[u] mais u et y sont tous deux dans
S−V et on a choisit u de d minimum donc d[u] � d[y] et donc d[y] = δ(s, y) =
δ(s, u) = d[u] ce qui est impossible car on a suppos�e d[u] 6= δ(s, u).

Quelle est la complexit�e de l'algorithme ? Il y a |S| appels �a Extrait-Minimum.
Si la �le de priorit�e est simplement maintenue par un tableau, chaque Extrait-
Minimum est en O(|S|), ce qui donne un O(|S|2). Chaque sommet u de S est
ins�er�e dans V une fois donc chaque arc de Adj [u] est examin�e une fois. On a
|A| arcs dans les listes d'adjacence et Relaxation est en O(1) donc on aboutit �a
un total en O(|S|2 + |A|) = O(|S|2).

Si le graphe est peu dense, on peut am�eliorer ce r�esultat en utilisant un
tas binaire pour repr�esenter Q. L'algorithme r�esultant est habituellement ap-
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pel�e algorithme de Dijkstra modi��e. Chaque Extrait-Minimum est en O(log(|S|))
et il a |S| appels �a Extrait-Minimum. La construction initiale du tas est en
O(|S|). L'�eventuelle abaissement d'une priorit�e par Relaxation est accompli en
O(log(|S|)) et se fait au plus O(|A|) fois. Au total, on aboutit �a une complexit�e
en O((|S|+ |A|). log(|S|)) = O(|A|. log(|S|)) pour un graphe o�u, par exemple, tous
les sommets sont accessibles depuis la source.

On peut encore am�eliorer cette complexit�e et atteindre un O(|S|. log(|S|) +
|A|) en utilisant un Tas de Fibonacci mais le jeu en vaut rarement la chandelle.

Exercice : appliquer l'algorithme de Dijkstra au graphe de la �gure 5.1 en
d�etaillant chaque �etape.

5.3 Cas des graphes orientés sans circuits

Le cas particulier des GOSC m�erite d'être trait�e. Dans ce cas, il est certain
qu'aucun circuit absorbant n'existe, même si les poids sont n�egatifs. D'autre
part, il va être possible de traiter le probl�eme plus e�cacement car on a va
pouvoir utiliser un tri topologique pour ordonner les sommets et ainsi appliquer
l'op�eration Relaxation le plus judicieusement possible.

L'algorithme (parfois appel�e algorithme de Bellman, ou de Bellman-Kalaba)
est incarn�e par la fonction GOSC-PlusCourt. Il s'applique sur des GOSC avec
pond�eration quelconque (des poids peuvent être n�egatifs).

Algorithme 10 : G est le graphe, w sa pond�eration et s le sommet source.

Procedure GOSC-PlusCourt(G,w, s)
Tri-Topologique(G);
Initialisation-PCC(G, s);
pour chaque sommet u de G pris dans l'ordre du tri topologique
faire

pour chaque sommet v 2 Adj [u] faire
Relaxation(u, v,w,);

Dans un GOSC, un chemin qui m�ene de s �a u ne peut pas passer par un
sommet qui suit u dans l'ordre de tri topologique. Il su�t alors d'appliquer la
propri�et�e de Bellman : il su�t de connâ�tre les plus courts chemins de s aux
sommets qui pr�ec�edent u dans l'ordre topologique puis d'utiliser la fonction
Relaxation. L'algorithme ainsi d�e�ni est en θ(|S|+ |A|) et est donc lin�eaire dans
la taille de l'instance.

Exercice : on consid�ere le GOSC de la �gure 5.4 d�ej�a tri�e topologiquement
(de gauche �a droite). Appliquer l'algorithme GOSC-PlusCourt �a ce graphe en
illustrant �a chaque �etape l'arbre des pr�ed�ecesseurs et la valeurs des estimations.

Exercice : Dans un mod�ele de châ�ne de Markov cach�ees, construire un
graphe tel que la recherche d'un plus court chemin dans ce graphe r�esolve le
probl�eme de d�ecodage par l'algorithme de Viterbi.
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Figure 5.4 { Un GOSC, un arbre des plus courts chemins et les δ(s, u) en
italique.

5.4 Problèmes de plus long chemin et ordonnance-
ment

L'algorithme pr�ec�edent permet, dans le cas de GOSC, de calculer les plus
long chemins entre s et les autres sommets. Il su�t de changer le signe des
pond�erations w et de calculer les plus courts chemins. Il faut noter que pour un
graphe quelconque, la d�etermination d'un plus long chemin simple entre deux
sommets d�e�ni un probl�eme de d�ecision NP-complet.

La d�etermination des plus longs chemins dans un GOSC a une application
importante : la gestion de projet ou ordonnancement simple (sans ressource,
sans date de disponibilit�e ou de livraison). Dans un probl�eme d'ordonnancement
simple, on consid�ere un ensemble de tâches dont on connâ�t la dur�ee d'ex�ecution
a priori. Les tâches peuvent, comme dans le cas de l'exemple de l'algorithme
Tri-Topologique, être reli�ees par une relation de d�ependance : une tache i ne
peut pas commencer avant que la tâche j soit �nie. Il ne peut pas exister de
circuit dans le graphe des d�ependances car cela voudrait dire qu'une tâche doit
être �nie (transitivement) avant elle-même.

Deux repr�esentation tr�es proches, la repr�esentation potentiel-tâches (pro-
pos�ee par des fran�cais) et la repr�esentation PERT (Projet Evaluation and
Review Technique, am�ericaine et ant�erieure d'une ann�ee �a la pr�ec�edente) ex-
istent. Nous pr�esenterons la premi�ere non pas par chauvinisme mais du fait de
sa simplicit�e.

Le graphe consid�er�e aura un sommet pour chaque tâche plus deux sommets
repr�esentant des tâches �ctives not�ees d (d�ebut) et f (�n). Les arcs du graphe
sont les contraintes de d�ependances (ou pr�ec�edences), pond�er�es par la dur�ee de
la tâche �a l'extr�emit�e initiale de l'arc. On ajoute en�n des arcs d→ s, de poids
nul, pour tout sommet s sans pr�ed�ecesseur et des arcs s→ f pour tout sommet
s sans successeur.

Consid�erons l'exemple suivant : Pour r�enover une maison, il est pr�evu
de refaire l'installation �electrique (3 jours), de r�eam�enager (5 jours) et
de carreler (2 jours) la salle de bains , de refaire le parquet de la salle
de s�ejour (6 jours) et de repeindre les chambres (3 jours). La peinture et
le carrelage ne pourront être faits qu'apr�es la r�efection de l'installation
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Figure 5.5 { Graphe potentiel/tâches et chemin critique

�electrique.

Sa repr�esentation sous forme de graphe apparâ�t dans la �gure 5.5. L'appli-
cation de l'algorithme GOSC-PlusCourt permet de calculer la date de d�ebut au
plus tôt de chaque tâche : il s'agit de la longueur d'un plus long chemin de la
source d �a chacun des sommets. La dur�ee minimale des travaux est obtenue en
calculant la longueur du plus long chemin de d �a f, ici 7 jours. Les plus longs
chemins de d �a f sont dits critiques. En e�et, tout allongement de la dur�ee d'une
tâche sur un tel chemin va d�eplacer la �n du projet dans le temps. On peut
en�n calculer la date de d�ebut au plus tard de chaque tâche en transposant
le graphe (on retourne tous les arcs) et en calculant la longueur d'un plus long
chemin de f �a chacune des tâches et en soustrayant ce nombre de la longueur
d'un chemin critique. On appelle marge totale d'une tâche la di��erence entre
sa date de d�ebut au plus tôt et sa date de d�ebut au plus tard et donne le
retard possible dans une tâche sans que la date �nale de r�ealisation soit a�ect�ee.

La tableau suivant donne ces valeurs pour le graphe de la �gure 5.5.

Tâches d�ebut au d�ebut au marge
plus tôt plus tard totale

parquet 0 1 1
r�eam. SdB 0 0 0
carr. SdB 5 5 0
electricit�e 0 1 1
peinture 3 4 1

On repr�esente fr�equemment le r�esultat de cette analyse par un diagramme
dit � de Gantt �, visible dans �a la �gure 5.6.

Les probl�emes d'ordonnancement plus complexes, prenant en compte la
disponibilit�e de ressources, �eventuellement non partageables, de dates de disponi-
bilit�e des produits et de dates de livraisons sont beaucoup plus di�ciles et
d�e�nissent habituellement des probl�emes de d�ecision NP-complets.
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Figure 5.6 { Diagramme de Gantt associ�e.

5.5 Distance minimum entre toutes les paires

Elles peuvent se calculer en utilisant l'algorithme de Warshall vu pour
calculer les fermetures transitives. Il su�t de remplacer l'alg�ebre (∧,∨) par
(min,+).
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Chapitre 6

Autres problèmes bien résolus

Nous pr�esenterons rapidement dans cette section deux autres probl�emes
sur les graphes (pond�er�es) qui sont solubles en temps polynomial malgr�e une
grande complexit�e apparente. Il s'agit des probl�eme de couplage maximum (ou
a�ectation) et des probl�emes de ots maximum.

6.1 Couplages

On doit a�ecter un certain nombre de cours �a un certains nombre d'en-
seignants. Chaque enseignant est quali��e dans certaines disciplines. On d�esire
attribuer un cours �a chaque enseignant de tel fa�con qu'un même enseignement
ne soit pas a�ect�e �a deux professeurs di��erents. S'il n'est possible de satis-
faire tous les enseignants, on veut satisfaire le maximum d'entre eux. Comment
faire ? On va construire le graphe biparti suivant : chaque cours et chaque en-
seignant est repr�esent�e par un sommet. Un arc relie un cours et un enseignant
si cet enseignant peut faire le cours correspondant.

Définition 18 �Etant donn�e un graphe non orient�e G = (S,A), un couplage
sur G est form�e d'un ensemble d'arêtes C tel qu'aucune paire d'arêtes de
C ne partage un sommet commun. La taille du couplage est le nombre
d'arêtes de C. Le couplage est parfait si tous les sommets du graphe sont
repr�esent�es dans le couplage.

Une a�ectation optimale des cours aux enseignants est alors obtenue par la
d�etermination d'un couplage maximum dans G (cf. �gure 6.1). Un tel couplage
peut-être d�etermin�e en O(|S|.|A|) par l'algorithme des châ�nes am�eliorantes
(algorithme de Ford-Fulkerson). Cet algorithme a �et�e ensuite am�elior�e par
Hopcroft et Karp pour aboutir �a un algorithme en O(

p
|S|.|E|). D'autres al-

gorithmes pouvant r�esoudre le probl�eme sur des graphes non n�ecessairement
bipartis existent. On se reportera �a la litt�erature [GM79, AHU87, CLR90].

Pour d�ecrire et comprendre l'algorithme des châ�nes am�eliorantes, un certain
nombre de notions sont n�ecessaires. Soit G = (S,A) un graphe non orient�e et
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Figure 6.1 { Un graphe biparti et un couplage maximum (parfait)

soit C � A un couplage de G. On dira d'un sommet s 2 S qu'il est satur�e
si c'est l'extr�emit�e d'une arête de C. Sinon, il est insatur�e. Une châ�ne dans
laquelle une arête sur deux est dans C et les autres dans A−C est dite altern�ee.
C'est par exemple le cas de la châ�ne hc1, e1, c4, e5, c6i dans la �gure 6.1. Une
châ�ne altern�ee est dite am�eliorante si elle relie deux sommets insatur�es. On
peut noter qu'une châ�ne am�eliorante doit avoir une longueur impaire et que
ses deux arêtes extrêmes sont n�ecessairement prises dans A− C.

L'observation cruciale pour le fonctionnement de l'algorithme des châ�nes
am�eliorantes consiste �a remarquer que si l'on a un couplage C et une châ�ne
am�eliorante CA, il est possible de construire un couplage C 0 = C� CA obtenu
en supprimant dans C toutes les arêtes qui sont aussi dans CA et en rajoutant
dans C toutes les arêtes qui sont dans CA et qui ne sont pas dans C (le symbole
� repr�esente ici un \ou exclusif"). Le couplage C 0 contient donc les arêtes qui
sont pr�esentes dans C ou dans CA mais pas dans les deux simultan�ement. C 0

est bien un couplage car toute arête ajout�ee dans C connecte soit un sommet
insatur�e (extr�emit�es de la châ�ne) soit un sommet satur�e mais dont l'arête de C
qui le saturait est enlev�e de C 0. De plus, la châ�ne ayant une longueur impaire
et commen�cant par une arête qui n'est pas dans C, le nombre d'arêtes de C−A
qu'elle contient est sup�erieur d'une unit�e aux nombre d'arêtes de C qu'elle
contient. Le couplage C 0 contient donc une arête de plus que le couplage C. On
sait donc qu'un couplage maximum n'admet pas de châ�nes augmentantes. Il
reste �a montrer la r�eciproque.

Soit le graphe G = (S,A) et C et D deux couplages de G tels que |C| < |D|.
On consid�ere le graphe G 0 = (S,C �D). Comme C et D sont deux couplages,
chaque sommet de S est l'extr�emit�e d'au plus une arête de C et d'au plus
une arête de D. Une composante connexe de G 0 forme donc une châ�ne simple
(�eventuellement un cycle) dont une arête sur deux est dans C et les autres dans
D. Comme |C| < |D|, C � D contient plus d'arêtes de D que de C. Les cycles
contenant autant d'arêtes de C que de D, G 0 a forc�ement une châ�ne qui n'est
pas un cycle et qui contient plus d'arêtes de D que de C : c'est une châ�ne
am�eliorante.

Il reste maintenant �a trouver une fa�con e�cace d'identi�er les châ�nes am�eliorantes.
On se limite ici au cas des graphes bipartis. Cela va pouvoir se faire par construc-
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Figure 6.2 { Un graphe biparti et un couplage, une châ�ne am�eliorante et le
couplage am�elior�e
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Figure 6.3 { Un graphe biparti et un couplage, le graphe des châ�nes
am�eliorantes et un couplage am�elior�e.

tion du graphe des châ�nes am�eliorantes. Ce graphe se construit it�erativement
par niveau. Le niveau 0 est compos�e de tous les sommets insatur�es de S1 (dans
un graphe biparti, S = S1 [ S2 et aucune arête ne relie deux sommets de S1 ou
deux sommets de S2). Au niveau i impair, on ins�ere les sommets adjacents aux
sommets ins�er�es au niveau i − 1 par une arête qui n'est pas dans le couplage
courant, ainsi que cette arête. Au niveau i pair, on ins�ere chaque sommet adja-
cent �a un des sommets ins�er�e au niveau i−1 par le biais d'une arête du couplage,
ainsi que cette arête. On continue �a construire ce graphe jusqu'�a l'insertion �a
un niveau impair d'un sommet s insatur�e (ou jusqu'�a �epuisement des sommets,
chaque sommet n'�etant ins�er�e qu'une fois). Dans le premier cas, tout chemin
de s au niveau 0 est une châ�ne am�eliorante. Sinon, aucune châ�ne am�eliorante
n'existe. Si l'on utilise une liste d'adjacence, ce graphe peut être construit en
O(|A|) en utilisant une variante de la recherche en largeur d'abord. Partant

d'un couplage vide, il faudra au plus |S|
2 châ�nes augmentantes pour atteindre

un couplage maximum et l'algorithme global est donc en O(|A|.|S|).

La �gure 6.3 pr�esente un couplage et le graphe des châ�nes am�eliorantes
correspondant. Une châ�ne am�eliorante est identi��ee au niveau 7.Il s'agit de la
châ�ne he1, c3, e4, c2, e3, c4, e5, c1i. L'utilisation de cette châ�ne am�eliorante m�ene
au couplage de droite. Sur ce couplage, il n'y a plus de châ�ne am�eliorante (de
fa�con triviale, le couplage �etant parfait).
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Le v�eritable probl�eme d'a�ectation apparâ�t si les arêtes re�coivent des poids
non n�egatifs repr�esentant un coût. On cherche alors un couplage parfait de poids
minimum. On pourra par exemple utiliser l'algorithme dit hongrois [GM79].

6.2 Graphe de transport et flot

On appelle r�eseau, ou graphe de transport, un graphe orient�e G = (S,A)
muni pour chaque arc d'une pond�eration c(u, v) appel�ee dans ce cas capacit�e
de l'arc (u, v), toujours positive et de deux sommets particuliers s et t (respec-
tivement source et puits). Pour toute paire de sommets (u, v), si (u, v) 62 A,
on �etend c(u, v) = 0. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que le r�eseau est
antisym�etrique (si (u, v) 2 A, alors (v, u) 62 A. Si ce n'est pas le cas, on peut
ajouter un sommet interm�ediaire x sur un des arcs, par exemple (u, v), rem-
pla�cant (u, v) par (u, x) et (x, v) de capacit�e c(u, v)).

Un ot net f sur ce graphe est une pond�eration positive f des arcs du graphe
qui satisfait :

{ Respect des capacités : f(u, v) � c(u, v)
{ Symétrie : pour tout u, v 2 S, f(u, v) = −f(v, u)
{ Conservation des flots : pour tous les sommets u 2 S−{s, t},

∑
v2V f(u, v) =

0 (tout ce qui rentre dans un sommet en sort).
On notera que toutes ces contraintes sont des contraintes lin�eaires, avec des

coe�cients qui appartiennent �a {0, 1,−1}. Un ot repr�esente par exemple un
courant �electrique dans un r�eseau et la loi de conservation des ots s'appelle
loi de Kircho�. La notion de ot pr�esent�e ici est souvent appel�e \ot net". On
note Gf le graphe d'origine pond�er�e par un ot f donn�e.

La valeur d'un ot f, not�ee |f| est d�etermin�ee par tout ce que l'on arrive �a
� injecter � dans le sommet source (et qui est �egal �a ce que l'on r�ecup�ere dans
le sommet puits) : il s'agit donc de la somme des ots que parcourt la source∑
v2S f(s, v).

Si l'on d�e�nit le ot positif entrant dans le sommet v par :∑
u2S,f(u,v)>0

f(u, v)

et si l'on d�e�nit le ot positif sortant de v de fa�con sym�etrique, une autre
interpr�etation de la contrainte de conservation des ots est que les ots positifs
qui rentrent et qui sortent �a un sommet sont identiques.

Pour all�eger nos notations, nous utilisons par la suite une forme de somma-
tion implicite en �etendant la fonction de ot net f �a des ensembles de sommets.
pour tout ensembles X et Y de sommets, on notera :

f(X, Y) =
∑

x2X,y2Y

f(x, y)

Avec cette notation, l'�equation de conservation des ots du sommet u s'�ecrit
simplement f(u, S) = 0 et la valeur du ot |f| = f(s, S − s). Cette fonction
�etendue v�eri�e di��erentes propri�et�es simples :
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{ pour tout X � S, on a f(X,X) = 0.
{ pour tout X, Y � S, on a f(X, Y) = −f(Y, X).
{ pour X, Y, Z � S et X \ Y = ∅, alors
f(X [ Y, Z) = f(X,Z) + f(Y, Z)
f(Z,X [ Y) = f(Z,X) + f(Z, Y)

Exercice : d�emontrer ces propri�et�es et montrer, en les utilisant, que la valeur
du ot |f| = f(S, t).

6.2.1 Coupe d’un réseau

Définition 19 Une coupe (E, T) d'un r�eseau de transport G = (S,A) est
une partition de S en E et T = S− E telle que s 2 E et t 2 T . On d�e�nit la
capacit�e c(E, T) de la coupe comme la somme des capacit�es des arcs (u, v)
pour u 2 E et v 2 T .

Théorème 2 Pour toute coupe (E, T) et tout ot f, la valeur |f| du ot est
major�ee par la capacit�e de la coupe c(E, T).

Preuve : Montrons d'abord que f(E, T) = |f| par r�ecurrence. Si |E| = 1, c'est
imm�ediat. Par r�ecurrence, soit e un �el�ement pris dans T et mis dans E (qui
ne peut être ni t ni s). On a f(E [ e, T − e) = f(E, T) − f(E, e) + f(e, T) =
f(E, T) + f(e, S) = f(E, T). Ce qui d�emontre la r�ecurrence.

Le th�eor�eme d�ecoule du fait que les ots sont toujours inf�erieurs aux ca-
pacit�es.

6.2.2 Flot maximum

Le probl�eme le plus souvent consid�er�e est de trouver un ot de valeur max-
imum (transporter un maximum de choses en utilisant le r�eseau muni de ses
capacit�es de transport). Le probl�eme est su�sant g�en�eral pour pouvoir accom-
moder des sources et des puits multiples et l'on peut aussi mettre des capacit�es
sur les sommets (il faut modi�er le graphe en ajoutant des sommets et des arcs
interm�ediaires, de capacit�e bien choisies).

Exemple : une entreprise a une usine de grues au sommet s et a un entrepôt
au sommet t. Le transport des grues qu'elle fabrique n�ecessitent l'utilisation de
convois exceptionnels. Un ensemble de routes existent entre les sommets s et
t chaque route permettant un certain nombre de transports exceptionnels par
mois. L'entreprise aimerait ajuster sa production mensuelle de fa�con a produire
exactement le maximum d'objets qu'elle peut transporter dans son entrepôt
chaque mois.

L'utilisation de ots nets rend implicite le probl�eme dit \d'annulation des
ots". Si l'on consid�ere les sommets v1 et v2 du graphe dans plusieurs situa-
tions. On peut transporter 8 grues de v1 vers v2. Si �a ce transport s'ajoute le
transport de 3 grues de v2 vers v1, par annulation des ots, nous utiliserons
un ot net de 5 grues de v1 vers v2 qui donnera e�ectivement un ot net de
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Figure 6.4 { Un probl�eme de ots et un ot possible (chaque arc porte
c(u, v)/f(u, v). Seuls les ots strictement positifs sont indiqu�es.

−5 grues dans la direction oppos�ee. L'utilisation des ots nets permet de met-
tre en �evidence les transports de grues n�ecessaires : ce sont les ots nets qui
sont strictement positifs. Un ot nul ou n�egatif ne n�ecessite aucun transport.
Cette forme canonique des ots n'a�ecte pas le respect des capacit�es (les ots
diminuent) et pr�eserve la conservation des ots.

L'algorithme le plus connu pour r�esoudre ce probl�eme est l'algorithme de
Ford-Fulkerson (1962), en O(|A|.f�) o�u f� est la valeur du ot maximum et ce
pour des capacit�es enti�eres [GM79, CLR90] 1.

C'est un algorithme it�eratif qui va continuellement am�eliorer un ot initial
(par exemple le ot nul f(u, v) = 0) en augmentant sa valeur |f|.

Définition 20 �Etant donn�e un r�eseau G = (S,A) de capacit�e c et un ot f
sur G, on appelle capacit�e r�esiduelle cf(u, v) = c(u, v)− f(u, v). La capacit�e
r�esiduelle est toujours positive ou nulle, par d�e�nition.

Ainsi, si c(u, v) = 10 et f(u, v) = 2, la capacit�e r�esiduelle est de 8, indiquant
la marge d'augmentation du ot sur cet arc. Si f(u, v) est n�egatif, la capacit�e
r�esiduelle est plus grande que la capacit�e, indiquant que l'on peut augmenter
le ot sur (u, v) en pro�tant de la capacit�e disponible mais aussi en diminuant
le ot oppos�e selon (v, u).

Le graphe des capacit�es r�esiduellesGf est pond�er�e par les capacit�es r�esiduelles
et pr�esente un arc entre chaque paire de sommets pour laquelle la capacit�e
r�esiduelle est strictement positive. Dans ce graphe, un chemin de s �a t est ap-
pel�e chemin augmentant. Il indique comment exploiter ces capacit�es r�esiduelles :
pour chaque arc parcouru par le chemin, on peut augmenter le ot dans le sens

1. C'est une version plus g�en�erale de l'algorithme que nous venons de voir pour les
probl�emes de couplage dans les graphes bipartis. En e�et, le probl�eme de couplage maxi-
mum dans un graphe biparti est un cas particulier de probl�eme de ots �a valeurs enti�eres.
Il su�t de rajouter un sommet source �ctif, reli�e �a tous les sommets de S1 par des arcs de
capacit�e unitaire, de rajouter un sommet puit �ctif, reli�e �a tous les sommets de S2 par de
arcs de capacit�e unitaire et de transformer toutes les arêtes du graphe biparti en arc orient�es
de S1 vers S2 et de capacit�e unitaire. Un ot maximum �a valeurs enti�eres repr�esente alors
un couplage maximum. Dans ce cas f� vaut au plus |S|

2
et on aboutit bien �a une complexit�e

O(|A|.|S|).
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Figure 6.5 { �a partir du ot de la �gure 6.4, le graphe des capacit�es r�esiduelles,
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Figure 6.6 { Un r�eseau di�cile pour Ford-Fulkerson : graphe et capacit�es
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indiqu�e par le chemin et d'une quantit�e �egale �a la plus petite capacit�e r�esiduelle
sur le chemin.

Comme dans le cas des couplages, on peut montrer que si aucun chemin
augmentant n'existe, alors le ot est maximum. Chaque augmentation du ot
am�eliore le ot de 1 au moins. Chaque recherche de chemin (accessibilit�e) peut
se faire par un algorithme d'exploration du graphe (en largeur ou en profondeur
d'abord) qui est en O(|A|). Chaque augmentation incr�emente le ot. On obtient
ainsi la complexit�e. Attention, cet algorithme peut être tr�es ine�cace et peut
converger tr�es lentement. Pour des capacit�es enti�eres on pourra consid�erer l'ex-
emple de la �gure 6.6 ou FordFulkerson atteint sa complexit�e maximale.

Le choix de d�eterminer un chemin augmentant par un algorithme en largeur
d'abord permet de garantir que le chemin augmentant trouv�e est le plus court
(en nombre d'arêtes). L'algorithme ainsi d�e�ni est appel�e algorithme de Edmonds-
Karp[?]. On va montrer que le nombre d'augmentations dans ce cas est en
O(|S|.|A|) ce qui donne une complexit�e en O(|S|.|A|2). Pour cela, on montre
d'abord que :
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; ; On note cf(u, v) la capacit�e r�esiduelle pour le ot f.;
Procedure FordFulkerson(G, s, t)

pour chaque arc (u, v) 2 A faire
f[u, v]← 0;
f[v, u]← 0;

tant que 9 un chemin p de s vers t dans le graphe r�esiduel Gf
faire

a← min{cf(u, v) : (u, v) 2 p};
pour chaque arc (u, v) de p faire

f[u, v]← f[u, v] + a;
f[v, u]← −f[u, v];

Théorème 3 Lors de l'ex�ecution de l'algorithme d'Edmonds-Karp, pour
tous les sommets v 2 S − {s, t}, la distance de plus court chemin δf(s, v)
dans le r�eseau r�esiduel Gf augmente de fa�con monotone avec chaque aug-
mentation de ot.

Preuve : On raisonne par l'absurde : on suppose que, pour un certain sommet
v 2 S − s, t, il existe une augmentation de ot qui provoque la diminution
de la distance de plus court chemin entre s et v. Soit f le ot juste avant la
premi�ere augmentation qui diminue une certaine distance de plus court chemin,
et soit f 0 le ot juste apr�es. Soit v le sommet ayant le δf 0(s, v) minimal dont
la distance a �et�e diminu�ee par l'augmentation, de sorte que δf 0(s, v) < δf(s, v).
Soit p 0 = s  u → v, un plus court chemin de s �a v dans Gf 0 , de sorte que
(u, v) 2 Af 0 et

δf 0(s, u) = δf 0(s, v) − 1

Compte tenu de la fa�con dont on a choisi v, on sait que l'�etiquette distance
du sommet u n'a pas diminu�e, c'est-�a-dire que

δf 0(s, u) � δf(s, u)

Alors (u, v) 62 Af . En e�et, si l'on avait (u, v) 2 Af , alors on aurait aussi

δf(s, v) � δf(s, u) + 1 (6.1)

� δf 0(s, u) + 1 (6.2)

= δf 0(s, v) (6.3)

(6.4)

(la premi�ere in�egalit�e d�ecoule de l'in�egalit�e triangulaire).

Ceci contredit notre hypoth�ese que δf 0(s, v) < δf(s, v). Comment peut-on
avoir (u, v) 62 Af et (u, v) 2 Af 0 ? L'augmentation doit avoir accru le ot entre
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v et u. L'algorithme d'Edmonds-Karp augmente toujours le ot sur des plus
courts chemins, et donc le plus court chemin de s �a u dans Gf a (v, u) pour
dernier arc. Par cons�equent, δf(s, v) = δf(s, u) − 1 � δf(s, u) − 1 = δf 0(s, v) − 2,
ce qui contredit notre hypoth�ese que δf 0(s, v) < δf(s, v). On en conclut que
notre hypoth�ese selon laquelle il existe un tel sommet v est erron�ee.

Théorème 4 L'algorithme de Edmonds-Karp e�ectue un nombre total d'aug-
mentations en O(|S||A|).

Preuve : un arc (u, v) du r�eseau r�esiduel Gf sera dit critique sur un chemin
am�eliorant p si la capacit�e r�esiduelle de p est la capacit�e r�esiduelle de (u, v).
Apr�es avoir augment�e le ot le long d'un chemin am�eliorant, tout arc critique
du chemin disparâ�t du r�eseau r�esiduel. De plus, un arc au moins est critique
dans chaque chemin am�eliorant. Nous allons montrer que chacun des |A| arcs
peut devenir critique au plus |S|/2− 1 fois.

Soit u et v deux sommets de S reli�es par un arc de A. Puisque les chemins
am�eliorants sont des plus courts chemins, quand (u, v) est critique pour la
premi�ere fois, on a δf(s, v) = δf(s, u) + 1.

Apr�es augmentation du ot, l'arc (u, v) disparâ�t du r�eseau r�esiduel. Il ne
pourra pas r�eapparâ�tre sur un autre chemin am�eliorant tant que le ux de
u �a v n'aura pas diminu�e. Ceci n'arrive que si (v, u) apparâ�t sur un chemin
am�eliorant. Si f 0 est le ot de G au moment de cet �ev�enement, on a δf 0(s, u) =
δf 0(s, v) + 1. Comme δf(s, v) � δf(s, v) d'apr�es le lemme pr�ec�edent, on a :

δf 0(s, u) = δf 0(s, v) + 1 (6.5)

� δf(s, v) + 1 (6.6)

= δf(s, u) + 2 (6.7)

(6.8)

En cons�equence, entre le moment o�u (u, v) devient critique et celui o�u il
devient �a nouveau critique, la distance entre u et la source augmente au moins
de 2. La distance entre u et la source est initialement au moins �egale �a 0. Les
sommets interm�ediaires d'un plus court chemin de s �a u ne peuvent pas contenir
s, u ou t (car (u, v) sur le chemin critique entrâ�ne que u 6= t). Donc, jusqu'�a ce
que u devienne �eventuellement inaccessible �a partir de la source, sa distance est
au plus �egale �a |S|− 2. Donc, (u, v) peut devenir critique au plus (|S|− 2)/2 =
|S|/2 − 1 fois. Puisqu'il existe O(|A|) paires de sommets pouvant être reli�es
par un arc dans un graphe r�esiduel, le nombre total d'arcs critiques pendant
toute l'ex�ecution de l'algorithme d'Edmonds-Karp estO(|S||A|). Chaque chemin
am�eliorant comporte au moins un arc critique, et le th�eor�eme en d�ecoule.

6.2.3 Améliorations

En fait, le premier algorithme polynomial pour ce probl�eme est celui de [?].
L'histoire de cet algorithme publi�e dans une revue russe, et donc peu connu �a
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l'�epoque dans le monde occidental, a �et�e d�ecrite en d�etail dans [?]. Cet algo-
rithme choisit de saturer tous les plus courts chemins �a chaque �etape et r�esout
le probl�eme en O(|S|2|A|).

Avec le temps, de nombreux progr�es ont �et�e r�ealis�es pour r�esoudre ce probl�eme
de ot maximum avec une meilleure complexit�e asymptotique. On citera l'al-
gorithme de Goldberg et Tarjan (1986) permet de r�esoudre ce probl�eme de

ot maximum en O(|S|.|A|. log( |S|
2

|A|
)) [GM79, CLR90]. L'algorithme de Dimic,

impl�ement�e �a l'aide d'une structure de donn�ee sp�ecialis�ee appel�ee \arbre dy-
namique" [?] am�eliore la complexit�e en O(|S||A|. log(|S|). Plus r�ecemment, l'al-
gorithme de King, Rao et Tarjan (1994) est en O(|S||A| log|A|/|S| log |S| |S|).

6.2.4 Théorème de Ford-Fulkerson

On a vu que la valeur de tout ot est major�e par la valeur d'une coupe
quelconque. On montre en fait que ce majorant est exact dans le sens o�u le
la valeur d'un ot maximum est pr�ecis�ement �egal �a la capacit�e d'une coupe
minimum.

Théorème 5 Si f est un ot dans un r�eseau de transport G = (S,A) de
source s et de puits t. les conditions suivantes sont �equivalentes.

1. f est un ot maximum de G

2. le r�eseau r�esiduel Gf ne contient aucun chemin am�eliorant

3. |f| = c(E, T) pour une certaine coupe (E, T) de G

Preuve : Si f est un ot maximum et que Gf contient un chemin am�eliorant
p alors on peut am�eliorer le ot f ce qui contredit l'hypoth�ese de ot maximum.

Si Gf ne contient pas de chemin am�eliorant, on d�e�nit

E = {v 2 S : il existe un chemin de s vers v dans Gf}

et T = S− E. La partition (E, T) est une coupe. Pour chaque paire de sommets
(u, v) 2 E� T , on a f(u, v) = c(u, v) car sinon une capacit�e r�esiduelle non nulle
existe entre u et v et v 2 E. On a alors |f| = f(E, T) = c(E, T).

En�n, on sait que |f| � c(E, T). Donc si |f| = c(E, T), f est forc�ement maxi-
mum.

6.2.5 Fermeture de bénéfice maximal

Un certain nombre de tâches j 2 J avec un b�en�e�ce associ�e b(j) sont d�e�nies.
Le b�en�e�ce peut être n�egatif (une perte).

Les tâches sont soumises �a des contraintes de fermeture : le choix d'une tâche
j1 peut impliquer le choix d'une tâche j2. On repr�esente cette relation dite de
fermeture (ou implication) par un graphe dont les sommets sont les tâches, et
o�u il existe un arc (j1, j2) si et seulement si le le choix de j1 implique le choix
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de j2. L'objectif est de trouver un ensemble de tâches coh�erentes (respectant
les contraintes) et de b�en�e�ces maximal. Plus formellement :

D�eterminer un sous ensemble U � J tel que (1) aucun arc ne sorte de U
(coh�erence) et (2)

∑
j2U b(j) soit maximum.

Exercice : mod�eliser ce probl�eme par un graphe de transport tel qu'un ot
maximum (ou une coupe minimum) dans ce graphe donne une solution optimale
du probl�eme.

Solution : on construit un r�eseau de transport dont les sommets sont les
tâches plus un sommet source s et puits t.

{ Pour toute tâche j de b�en�e�ce positif, on relie la source s �a t par un arc
de capacit�e b(j).

{ Pour toute tâche j de b�en�e�ce n�egatif, on relie le sommet de la tâche j au
puits t par un arc de capacit�e −b(j).

{ Si une tâche j1 implique une tâche j2, on ajoute l'arc (j1, j2) avec une
capacit�e in�nie au r�eseau.

Consid�erons une coupe (E, T) de capacit�e �nie du r�eseau (avec s 2 E).
Comme la capacit�e est �nie, E ne coupe aucun arc de capacit�e in�nie et est
donc coh�erente. Pour tout ensemble de tâches H � J on note H+ l'ensembles
des tâches de H avec b(t) � 0 et H− celles qui sont associ�ees �a une perte. La
valeur de la coupe est :

c(E, T) =
∑
j2T+

c(s, j) +
∑
j2E−

c(j, t) (6.9)

=
∑
j2T+

b(j) −
∑
j2E−

b(j) (6.10)

=
∑
j2J+

b(j) −
∑
j2E+

b(j) −
∑
j2E−

b(j) (6.11)

=
∑
j2J+

b(j) −
∑
j2E

b(j) (6.12)

(6.13)

Le premier terme est une constante et minimiser la coupe est �equivalent �a
maximiser le b�en�e�ce de E.

Exercice :
{ Une denr�ee est disponible dans des centres de distribution A1, A2, . . . , Ap.
La quantit�e disponible en Ai est not�ee ai.

{ Des demandes sont e�ectu�ees par des clients B1, B2, . . . , Bq. La quantit�e
demand�ee par Bi est not�ee bi.

{ Le client Bi ne peut être livr�e que par un sous-ensemble Li � Ai de
l'ensemble des centres de distributions.

D�eterminer l'approvisionnement maximal de l'ensemble des clients en le mod�elisant
comme un probl�eme de calcul de ot maximum dans un r�eseau de transport
que l'on explicitera.
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6.3 Flot de coût minimum

Le probl�eme de ot maximum a �et�e tr�es �etudi�e. De nombreuses versions
plus complexes du probl�emes (prise en compte de coût de transport, coexistence
simultan�ee de plusieurs ots consommant de la capacit�e ou \multi-commodity
ow problem". . .).

Nous nous int�eresserons ici au calcul d'un ot de coût minimum dans un
graphe de transport o�u chaque arc (u, v) est pond�er�e par un coût de transport
unitaire not�e w(u, v), en sus de sa capacit�e c(u, v).

Les ots manipul�es ne seront plus des ots nets car le coût de transport
d'une unit�e de ot de u vers v est �x�e ind�ependemment du coût de v vers
u. On notera un tel ot g. Si les contraintes de capacit�e sont conserv�ees, on
abandonne la contrainte de sym�etrie et la contrainte de conservation des ots
se r�e�ecrie :

8v 6= s, t
∑

v2Γ+(u)

g(u, v) =
∑

v2Γ−(u)

g(v, u)

�A ces contraintes, s'ajoute une contrainte de \ot demand�e" : |g| = d. Sans
cette contrainte, le ot trivial nul est sinon une solution optimale. Dans certains
cas, on exige que le ot recherch�e soit de valeur maximale. Dans ce cas, on parle
de probl�eme de ot maximum de coût minimum.

Pour un ot brut g sur un r�eseau de transport G = (S,A) avec coûts, le
coût total de g est d�e�ni par :∑

(u,v)2A

g(u, v).w(u, v)

une fonction lin�eaire du ot.

De nombreux algorithmes existent pour r�esoudre ces probl�emes (dont cer-
tains d�eriv�es de la programmation lin�eaire). Nous avons choisi de pr�esenter ici
l'algorithme de Busaker et Gowen ou \Successive shortest path"algorithm car il
peut être vu comme un simple g�en�eralisation de l'algorithme de Ford-Fulkerson.

6.3.1 Graphe des capacités résiduelles

Si un arc (u, v) supporte d�ej�a un peu de ot, il est possible de diminuer
ce ot, cette diminution entrâ�nera une baisse du coût de w(u, v) par unit�e
de ot. Pour repr�esenter ce ph�enom�ene, le graphe des capacit�es r�esiduelles est
donc �etendu comme suit :

Définition 21 �Etant donn�e un r�eseau G = (S,A) de capacit�e c et de coût
w et un ot brut g sur G, le graphe des capacit�es r�esiduelles avec coûts
Gf a les même sommets que G. A tout arc (u, v) tel que g(u, v) < c(u, v)
correspond un arc (uv) dans Gg ayant une capacit�e r�esiduelle de c(u, v) −
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g(u, v) et un coût wg(u, v) = w(u, v) (appel�e arc avant). A tout arc (u, v)
tel que g(u, v) > 0 correspond un arc (v, u) dans Gg avec une capacit�e de
g(u, v) et un coût wg(u, v) = −w(u, v) (appel�e arc inverse).

Un chemin π de Gg de s �a t correspond �a un chemin am�eliorant de G : on
peut augmenter le ot de 1 (au moins) sur chaque arc avant parcouru par le
chemin π dans Gg et le diminuer de 1 sur chaque arc inverse pour augmenter
le ot. L'impact de cette modi�cation sur le coût du ot sera pr�ecis�ement �egal
�a la longueur du chemin.

Théorème 6 Un ot brut g de valeur |g| ne peut être de coût minimum
parmi tous les ots de valeur |g| si il existe un circuit n�egatif dans Gg.

Preuve : S'il existe un circuit absorbant dans Gg, il est possible de modi�er
le ot g selon ce circuit en augmentant g de une unit�e le long des arcs avant du
circuit et en le diminuant de 1 pour les arcs inverses. Globalement, ce circuit
ne modi�e par la valeur du ot mais a�ecte son coût, qui d�ecrô�t autant que le
coût du circuit dans Gg. Ceci contredit son optimalit�e.

Nous ne montrerons pas, mais la r�eciproque est �egalement vraie (une preuve
est accessible par exemple dans [BJG00], page 132).

Ce r�esultat m�ene �a deux approches algorithmiques possibles :

1. Partir d'un ot du d�ebit d�esir�e et le rendre minimum en supprimant
progressivement les circuits n�egatifs.

2. Construire une s�erie de ots de d�ebits croissants, mais tous de coût min-
imum pour leur d�ebit (sans circuit n�egatif).

Des algorithmes existent pour chacune de ces approches. Nous pr�esentons
ici l'algorithme de Busacker et Gowen qui utilise la deuxi�eme approche.

6.3.2 Algorithme de Busacker et Gowen

Théorème 7 A chacune des it�erations, le ot en cours est de coût mini-
mum parmi tous ceux de d�ebit F.

Preuve : elle se fait par r�ecurrence sur la valeur du ot. Le th�eor�eme est vrai
initialement pour un ot �egal �a z�ero.

Supposons que l'on ait un ot g de coût minimum au d�ebut d'une it�eration
et que l'augmentation de ot sur un chemin π de coût minimum conduise �a un
ot g 0 non optimal en �n d'it�eration.

D'apr�es le th�eor�eme 6, il existe un circuit de coût n�egatif ρ dans le graphe
Gg 0 qui n'existe pas dans Gg. Ce circuit emprunte donc n�ecessairement un arc
cr�e�e par l'augmentation de ot selon π, donc un arc (u, v) qui �etait un arc (v, u)
sur le chemin π (seule fa�con de faire apparâ�tre un circuit).

Ainsi, dans les �gures 6.7(a) et 6.7(b), un arc (u, v) d'un coût de 2 existe �a
gauche dans le graphe d'�ecart Gg sans circuit n�egatif. Supposons une augmen-
tation de ot le long d'un chemin passant par (u, v) sans atteindre la capacit�e
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Algorithme 11 : Algorithme de Busacker et Gowen

Procedure BusackerGowen(G, c,w)
F = 0;K = 0;
g(u, v) = 0 8(u, v) 2 A;
répéter

Chercher un chemin π de coût minimum z de s �a t dans Gg;
si un chemin existe alors

Calculer δ l'augmentation de ot possible (la capacit�e
minimum);
δ = min(δ, Fcible − F);
Augmenter F et le ot g sur les arcs avants de δ unit�es;
Diminuer le ot g sur les arcs inverses de δ unit�es;
K = K+ δ� z;

jusqu’à aucun chemin n'existe ou F = Fcible ;

Figure 6.7 { Cr�eation d'un circuit n�egatif c = (i, k, j) apr�es augmentation de
ot le long de π.
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Figure 6.8 { Illustration de la preuve du th�eor�eme.

de (u, v) (sinon il ne reste que l'arc inverse). Dans le graphe d'�ecart Gg 0 (voir
la �gure 6.7(b)), un arc (v, u) de coût −2 apparâ�t, formant un circuit de coût
n�egatif �egal �a −1. Soit π 0 l'ensemble des arcs (u, v) de π qui apparaissent dans
ρ sous la forme (v, u), et ρ 0 le sous-ensemble de ces arcs (v, u) dans ρ (donc
π 0 est sur le chemin π et donc pour le circuit ρ les arcs seront not�e ρ 0). (Tous
les arcs invers�es ne cr�eent pas forc�ement un cycle). ρ 0 apparâ�t dans Gg 0 mais
n'apparâ�t pas dans Gg. Ainsi, dans la �gure 6.8, nous avons π 0 = (a, b) et
ρ 0 = (b, a).

L'ensemble des arcs θ = (π− π 0) [ (ρ− ρ 0) est constitu�e par un chemin de
s �a t dans Gg 0 et une union de circuits (voir �gure 6.8). Ces circuits existaient
�egalement dans Gg, ils ont donc tous un coût positif car il n'existe pas de circuit
de coût n�egatif dans Gg. Par d�e�nition la somme du coût des arcs de π 0 est
l'oppos�ee de celle des coûts de ρ 0 (par construction de Gg 0), par cons�equent
le coût de θ est la somme du coût de π et de ρ. Le coût de ρ �etant n�egatif,
le coût de θ est strictement inf�erieur au coût de π. En conclusion le chemin θ
est un chemin de s �a t dans Gg de coût plus petit que le coût de π, ce qui est
impossible.

Dans l'exemple donn�e par la �gure 6.8, le chemin θ rencontre successivement
s, a, d, e, b, c, f, t. Le chemin ρ rencontre successivement a, d, c, f, e, b, a et le
chemin π rencontre successivement s, a, b, c, d, e, f, t.

Complexit�e : Soit B = max(u,v)2A c(u, v) la capacit�e maximale du r�eseau.
Si B est le maximum des capacit�es, la capacit�e de toute coupe est au plus de
p = B|S|. Nous pouvons avoir p it�erations si δ = 1 pour tous les plus courts
chemins trouv�es. Pour calculer un chemin de coût minimal en pr�esence de coûts
n�egatifs dans le graphe r�esiduel, il faut utiliser un algorithme de plus court
chemin tel que l'algorithme de Bellman-Ford-Moore (le graphe r�esiduel n'a pas
de circuit de coût n�egatif �a chaque �etape, mais contient des coûts n�egatifs),
en O(|S||A|). Donc la complexit�e de l'algorithme de Busacker et Gowen est de
O(|S|2|A|B). L'algorithme est donc seulement pseudo-polynomial.

52



6.3.3 Chargement de bateaux

Une petite entreprise de transport utilise un bateau qui est capable de trans-
porter r unit�es d'un bien donn�e. Le bateau suit une longue route avec plusieurs
arrêts entre le d�ebut et la �n de son voyage. A chacun de ces ports, il est possible
de d�echarger et de recharger des unit�es.

Chaque port i a une quantit�e bij �a transporter vers le port j > i (les ports
sont num�erot�es dans l'ordre de leur visite). Soit fij le revenu obtenu en trans-
portant un container de i �a j.

Le but de l'entreprise est de d�ecider combien de containers il faut charger
�a chaque port de fa�con �a maximiser son revenu et sans d�epasser la capacit�e du
bateau.

Mod�eliser ce probl�eme sous forme d'un r�eseau de transport avec coûts.

Solution : Elle est donn�ee dans le r�eseau ci-dessous. Chaque sommet i =
v1, v2, v3, v4, v5 repr�esente un port. Il sont reli�es entre eux de fa�con successive
par des arcs de capacit�e r repr�esentant le bateau. Des sommets additionnels vij
repr�esentent la possibilit�e de transport entre i et j. Ils sont accessibles depuis
la source par un arc de capacit�e bij et de coût nul. Ces bij unit�es potentielles
peuvent être transport�es de i �a j par le transporteur et un arc de capacit�e in�nie
et coût −fij relie vij �a i. En minimisant l'oppos�e du gain, on maximise le gain.
Un second arc relie vij �a j. Il repr�esente l'exc�es qui est pr�esent et ne peut être
transport�e en j par l'entreprise. L'arc est de capacit�e in�nie et de coût nul.
En�n, des arcs relie chaque port (sauf v1) �a t. La capacit�e de l'arc quittant la
ville j est �egal �a la somme des bij pour i < j. Le ot cible est la somme des bij
pour tout j et i < j.

Ce ot est atteignable car il est disponible en capacit�e depuis s jusqu'�a t
en empruntant les arcs de coût nul. Mais il n'est pas optimal car il possible
de transporter certaines unit�es via les arcs de coût n�egatif puis les arcs de
capacit�e r. Un ot de coût optimal maximise les gains tout en respectant les
capacit�es du bateau. Les chargements et d�echargements e�ectu�es �a chaque port
sont accessibles dans les arcs (vij, vi) et (vi, t) respectivement.

6.4 Problèmes NP-complets sur les graphes

Jusqu'ici nous nous sommes limit�es �a l'�etude de probl�emes dits \faciles" ou
traitables, pour lesquels il existe un algorithme dont la complexit�e crô�t comme
un polynôme de la taille des entr�ees.

De nombreux probl�emes sur les graphes ne sont pas, h�elas, si bien �equip�es.
Ainsi, le probl�eme de k-colorabilit�e d'un graphe que nous avons consid�er�e au
d�ebut du cours pour traiter le probl�eme de gestion de feux rouges n'a pas de
solution e�cace, il est NP-complet.

Les techniques utilis�ees utilis�ees pour r�esoudre ces probl�emes sont tr�es nom-
breuses. Les plus traditionnelles incluent la programmation lin�eaire en nombres
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Figure 6.9 { Transport par bateau et r�eseau de transport.
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entiers, la programmation par contraintes ou la logique propositionnelle (solveur
SAT).
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