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Visiter la ville en passant une seule fois par chaque pont?
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Les éléments importants. . .
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Les dernieres étapes. ..

Un graphe admet un circuit eulérien ssi tout sommet est connecté
a un nombre pair de sommets.
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Carrefour (Princeton)
w

Déterminer les différentes phases des feux de circulation. )
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Q lister les flots possibles (sommets).
Q lister les incompatibilités entre flots (arétes).

© Probleme de détermination d'un nombre minimum de
“phases : coloriage (NP-dur).

Le graphe d'incompatibilité
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Graphes non orientés

Définition (Graphe non orienté)

un graphe non orienté G = (S, A) est défini par :

@ un ensemble S fini de sommets.
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Graphes non orientés

Définition (Graphe non orienté)

un graphe non orienté G = (S, A) est défini par :
@ un ensemble S fini de sommets.

@ un ensemble A d’arétes, chaque aréte connectant deux
sommets (pas nécessairement différents).
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Graphes non orientés

Définition (Graphe non orienté)
un graphe non orienté G = (S, A) est défini par :
@ un ensemble S fini de sommets.
@ un ensemble A d’arétes, chaque aréte connectant deux
sommets (pas nécessairement différents).
@ Une aréte a = {x, y} est aussi notée x —y. On dit que x et y
sont adjacents.
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Un graphe non orienté

A B
O Q

A

D

Un graphe non orienté, G

O O
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Un graphe non orienté
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Un graphe non orienté, G

N.B. en anglais :
@ graph = graphe

@ vertex/vertices = sommet/sommets
@ edge = aréte
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Graphes orientés

Définition (Graphe orienté)

un graphe orienté G = (S, A) est défini par :
@ un ensemble S fini de sommets (vertices, un sommet : a
vertex)
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Graphes orientés

Définition (Graphe orienté)
un graphe orienté G = (S, A) est défini par :
@ un ensemble S fini de sommets (vertices, un sommet : a
vertex)

@ un ensemble A d’arcs, chaque arc ayant une origine et un but
dans S.
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Graphes orientés

Définition (Graphe orienté)

un graphe orienté G = (S, A) est défini par :

@ un ensemble S fini de sommets (vertices, un sommet : a

vertex)

@ un ensemble A d’arcs, chaque arc ayant une origine et un but
dans S.

@ Un arc a= (s,t) : t est un successeur de s, s un prédécesseur
det.
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Graphes orientés

Définition (Graphe orienté)

un graphe orienté G = (S, A) est défini par :

@ un ensemble S fini de sommets (vertices, un sommet : a

vertex)

@ un ensemble A d’arcs, chaque arc ayant une origine et un but
dans S.

@ Un arc a= (s,t) : t est un successeur de s, s un prédécesseur
det.

@ Un arc s — s est une boucle. On appelle |S| I'ordre du graphe.
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A B F
@E
C D G

Un graphe orienté, G;
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Un graphe orienté
A B F
@ E
C D G
Un graphe orienté, Gy

N.B. en anglais :
@ directed graph/digraph = graphe orienté
@ (directed) edge/arc = arc
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Graphes simples, degrés

Définition (Graphe simple)

@ Un graphe est dit simple s'il existe au plus un arc (aréte)
d'origine et de buts donnés et s'il est sans boucle.

Définition (degrés)
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Graphes simples, degrés

Définition (Graphe simple)
@ Un graphe est dit simple s'il existe au plus un arc (aréte)
d'origine et de buts donnés et s'il est sans boucle.

@ A définit dans ce cas une relation binaire sur S (une partie de

SxS).

Définition (degrés)
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Graphes simples, degrés

Définition (Graphe simple)

@ Un graphe est dit simple s'il existe au plus un arc (aréte)
d'origine et de buts donnés et s'il est sans boucle.

@ A définit dans ce cas une relation binaire sur S (une partie de

SxS).

Définition (degrés)

@ Dans un graphe orienté, le degré sortant (resp. entrant) d'un
sommet s est le nombre de sommets qui sont successeurs
(resp. prédécesseurs) de s. Le degré est la somme des degrés
rentrants et sortants.
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Graphes simples, degrés

Définition (Graphe simple)

@ Un graphe est dit simple s'il existe au plus un arc (aréte)
d'origine et de buts donnés et s'il est sans boucle.

@ A définit dans ce cas une relation binaire sur S (une partie de

SxS).

Définition (degrés)

@ Dans un graphe orienté, le degré sortant (resp. entrant) d'un
sommet s est le nombre de sommets qui sont successeurs
(resp. prédécesseurs) de s. Le degré est la somme des degrés
rentrants et sortants.

@ Dans un graphe non orienté, le degré de s est le nombre de
sommets adjacents a s
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Sous-graphe

Définition (Sous-graphe)

Soit un graphe G = (S, A), et S’ C S, le sous-graphe induit par S’
est le graphe (S',A") o A" = {(u,v) € AJue S'Av e S}

A B

C D
Le sous-graphe de G induit par {A, B, C, D}

Isomorphisme de sous-graphe : NP-difficile.
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Graphe partiel

Définition (Graphe partiel)

Soit un graphe G = (S, A), et A’ C A, le graphe (S, A’) est un
graphe partiel de G.

A B F

C D G
Un graphe partiel de G;
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Graphe complet, clique

Définition (Graphe complet)

@ Un graphe est complet si pour toute paire de sommets (u, v)
il existe au moins un arc (aréte) entre u et v.

Le graphe simple complet non orienté Kg
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Graphe complet, clique

Définition (Graphe complet)

@ Un graphe est complet si pour toute paire de sommets (u, v)
il existe au moins un arc (aréte) entre u et v.

@ Si le sous-graphe induit par S’ C S est complet, S’ forme une
cligue. Un graphe simple complet d’ordre n est noté K.

Le graphe simple complet non orienté Kg

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Chaines et cycles

Définition (Chafnes,cycles)

Soit un graphe non orienté G = (S, A), une chaine de longueur k
entre un sommet u et un sommet u’' appelé but est une séquence
(Vo, ..., vk) telle que vo = u, v = U’ et

Vi,0<i< k—l,(v,-,v,'+1) €A

@ Simple : ne passe pas deux fois par la méme aréte.
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Chaines et cycles

Définition (Chafnes,cycles)

Soit un graphe non orienté G = (S, A), une chaine de longueur k
entre un sommet u et un sommet u’' appelé but est une séquence
(Vo, ..., vk) telle que vo = u, v = U’ et

Vi,0<i< k—l,(v,-,v;+1) €A

@ Simple : ne passe pas deux fois par la méme aréte.

@ Elémentaire : ne passe pas deux fois par le méme sommet.
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Chaines et cycles

Définition (Chafnes,cycles)

Soit un graphe non orienté G = (S, A), une chaine de longueur k
entre un sommet u et un sommet u’' appelé but est une séquence
(Vo, ..., vk) telle que vo = u, v = U’ et

Vi,0<i< k—l,(v,-,v;+1) €A

@ Simple : ne passe pas deux fois par la méme aréte.
@ Elémentaire : ne passe pas deux fois par le méme sommet.

@ Une chaine dont les deux extrémités sont confondues est
appelé un cycle.
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Chemin, circuit

Définition (Chemins,circuits)

Soit un graphe orienté G = (S, A), un chemin de longueur k d'un
sommet u appelé extrémité initiale vers un sommet u' appelé
extrémité finale/terminale est une séquence (vy, ..., vx) telle que
vw=uvg=u etVi,0<i<k-—1vi— v €A

@ Simple : ne passe pas deux fois par le méme arc.

Circuit : chemin qui boucle. Détails sur élémentaire.
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Chemin, circuit

Définition (Chemins,circuits)

Soit un graphe orienté G = (S, A), un chemin de longueur k d'un
sommet u appelé extrémité initiale vers un sommet u' appelé
extrémité finale/terminale est une séquence (vy, ..., vx) telle que
vw=uvg=u etVi,0<i<k-—1vi— v €A

@ Simple : ne passe pas deux fois par le méme arc.

@ Elémentaire : ne passe pas deux fois par le méme sommet.

Circuit : chemin qui boucle. Détails sur élémentaire.
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Graphe connexe

Définition (Connexité)

@ Un graphe (non orienté) G = (S, A) est connexe s'il existe
une chaine entre chaque paire de sommets s, t € S.
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Graphe connexe

Définition (Connexité)
@ Un graphe (non orienté) G = (S, A) est connexe s'il existe
une chaine entre chaque paire de sommets s, t € S.

@ La composante connexe d'un sommet s € S est le sous graphe
induit par tous les sommets reliés a s par une chaine au moins.

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Graphe connexe

Définition (Connexité)

@ Un graphe (non orienté) G = (S, A) est connexe s'il existe
une chaine entre chaque paire de sommets s, t € S.

@ La composante connexe d'un sommet s € S est le sous graphe
induit par tous les sommets reliés a s par une chaine au moins.

@ C(lasse d'équivalence de la relation d'existence d’'une chaine.
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Arbre et Foréts

Définition (Arbre)

Un graphe non orienté et sans cycle simple (acyclique) est aussi
appelé une forét.

Chaque composante connexe est appelé un arbre.
A B F H J
OE i /
C D G I K
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Soit G = (S, A) un graphe de n > 2 sommets.

@ |l est connexe et a n — 1 arétes.

@ |l est connexe et sans cycle simple.

@ |l sans cycle simple et a n — 1 arétes.

@ |l est sans cycle simple et I'ajout d'une aréte crée un cycle
simple.

@ || existe une et une seule chaine simple entre chaque paire de
sommets.

@ |l est connexe et la perte d'une aréte quelconque le rend non
connexe
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Graphe fortement connexe

@ Un graphe orienté G = (S, A) est fortement connexe si pour
tous sommets s, t € S, il existe un chemin allant de s a t.
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Graphe fortement connexe

@ Un graphe orienté G = (S, A) est fortement connexe si pour
tous sommets s, t € S, il existe un chemin allant de s a t.

@ La composante fortement connexe d'un sommet s € S est le
sous-graphe induit par I'ensemble des sommets t € S tels qu'il
existe une chemin des at etdet as.
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Graphe fortement connexe

@ Un graphe orienté G = (S, A) est fortement connexe si pour
tous sommets s, t € S, il existe un chemin allant de s a t.

@ La composante fortement connexe d'un sommet s € S est le
sous-graphe induit par I'ensemble des sommets t € S tels qu'il
existe une chemin des at etdet as.

@ C(lasse d'équivalence de la relation d’accessibilité mutuelle.
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Composantes fortement connexes

Les composantes fortement connexes de Gy
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Des racines et des arbres. ..

Définition (Arborescence)

@ Un arbre enraciné ou arborescence est un graphe orienté
possédant un sommet privilégié appelé racine et tel qu'il existe
un chemin et un seul de la racine a tout autre sommet.
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Des racines et des arbres. ..

Définition (Arborescence)

@ Un arbre enraciné ou arborescence est un graphe orienté
possédant un sommet privilégié appelé racine et tel qu'il existe
un chemin et un seul de la racine a tout autre sommet.

@ A partir d’un arbre : choisir une racine. Vocabulaire : nceuds,
fils, descendants, ascendants. ..

imon de Givry Graphes, Algorithmes
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Des racines et des arbres. ..

Définition (Arborescence)

@ Un arbre enraciné ou arborescence est un graphe orienté
possédant un sommet privilégié appelé racine et tel qu'il existe
un chemin et un seul de la racine a tout autre sommet.

@ A partir d’un arbre : choisir une racine. Vocabulaire : nceuds,
fils, descendants, ascendants. ..

Définition (Arborescence ordonnée)
Une arborescence est ordonnée si les ensemble des fils de chaque
sommet sont ordonnés.
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Une arborescence

C D

Arborescence obtenue a partir de la composante connexe
{A,B,C,D, E} de la forét précédente, en isolant A comme racine
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En machine : matrice d’adjacence

Définition (Matrice d'adjacence)

La matrice d’adjacence A d’'un graphe G = (S, A) d’ordre n est
une matrice n x n a coefficients dans {0,1} ol chaque ligne et
chaque colonne correspond a un sommet de G et ol :

Aj=1s(i,))cA

Dans le cas non orienté, la matrice d’adjacence est symétrique.
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01100
0 00 01
0 0010
01000
0 0010
La matrice d'adjacence du sous-graphe de Gj induit par
{A,B,C,D, E}
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La matrice d'adjacence phe de G; induit par

{A,

u sou

0n

_gr
,E

W
)
)

—

) )

Accés en temps constant a I'existence d'arc/aréte entre 2 sommets
mais parcours des arétes en O(n?).
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Une alternative plus usuelle

Définition (Liste d'adjacence)

@ un tableau Adj de |S| listes, une pour chaque sommet.
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Une alternative plus usuelle

Définition (Liste d'adjacence)

@ un tableau Adj de |S| listes, une pour chaque sommet.

® pour chaque sommet u, la liste Adj[u] contient les (ou des
références aux) sommets v adjacents a u (tels qu'il existe un
arc/aréte (u,v) € A).
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Une alternative plus usuelle

Définition (Liste d'adjacence)

@ un tableau Adj de |S| listes, une pour chaque sommet.

® pour chaque sommet u, la liste Adj[u] contient les (ou des
références aux) sommets v adjacents a u (tels qu'il existe un
arc/aréte (u,v) € A).
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Listes d’adjacence de Gy
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Matrices et graphes

Produit de deux matrices n x n naif est en O(n%). Pas
d’amélioration importante (eg. algorithme de Sollen en
O(n'og2(7)).

Pour manipuler les matrices, on utilise I'algebre de Boole
(multiplication = A, addition = V).

Définition (Fermeture transitive)

La fermeture transitive d'une graphe (simple) G = (S, A) est le
graphe G' = (S, A') tel que (i,j) € A < il existe un
chemin/chaine de i a j.
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Matrices et Chemins

M matrice d'adjacence de G. MP est telle que I\/I,-'j =1« dun
chemin de p arcs allant de i a .

Entrées : M, matrice, p puissance;
si p =1 alors
‘ retourner M;
sinon
J+ mlzl;
K<+ Jx J,
si p est pair alors
‘ retourner K,
sinon
L retourner K x M,
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Algorithme de Warshall

S'il existe un chemin entre deux sommets de G, il existe un chemin
élémentaire en ces sommets, de longueur < n.

La matrice de la fermeture transitive du graphe est la somme (le
ou logique) M + M? 4 ... + MISI=1,

Entrée : M, matrice d'adjacence;
pour i allant de 1 a n faire
pour j allant de 1 a n faire
si M;; =1 alors
L pour k allant de 1 3 n faire
| si My =1alors My, <1
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Correction

Récurrence, sur la boucle extérieure

A la iéme itération, pour toute paire de sommets j, k, on a
M, = 1 ssi il existe un chemin de j a k qui utilise uniquement des

sommets (en sus) de {1,...,/}.

© Vrai au début de I'algorithme car M est la matrice d’incidence.

imon de Givry Graphes, Algorithmes

Thomas Schiex


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Correction

Récurrence, sur la boucle extérieure

A la ieme itération, pour toute paire de sommets j, k, on a

M, = 1 ssi il existe un chemin de j a k qui utilise uniquement des

sommets (en sus) de {1,...,/}.

© Vrai au début de I'algorithme car M est la matrice d’incidence.

@ a l'itération 1/, il existe un chemin de j a k qui passe par des
sommets de {1,..., i} ssi il existe un chemin élémentaire de j
a k qui passe par des sommets de {1,...,/}.
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Correction

Récurrence, sur la boucle extérieure

A la ieme itération, pour toute paire de sommets j, k, on a

M, = 1 ssi il existe un chemin de j a k qui utilise uniquement des

sommets (en sus) de {1,...,/}.

© Vrai au début de I'algorithme car M est la matrice d’incidence.

@ a l'itération 1/, il existe un chemin de j a k qui passe par des
sommets de {1,..., i} ssi il existe un chemin élémentaire de j
a k qui passe par des sommets de {1,...,/}.

© il se décompose en 2 partiesde j a j et de ja k.
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Correction

Récurrence, sur la boucle extérieure

A la ieme itération, pour toute paire de sommets j, k, on a

M, = 1 ssi il existe un chemin de j a k qui utilise uniquement des

sommets (en sus) de {1,...,/}.

© Vrai au début de I'algorithme car M est la matrice d’incidence.

@ a l'itération 1/, il existe un chemin de j a k qui passe par des
sommets de {1,..., i} ssi il existe un chemin élémentaire de j
a k qui passe par des sommets de {1,...,/}.

© il se décompose en 2 partiesde j a j et de ja k.

© chaque partie utilise des sommets de {1,...,i —1}. On
applique I'hypothése de récurrence.
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Correction

Récurrence, sur la boucle extérieure

A la ieme itération, pour toute paire de sommets j, k, on a

M, = 1 ssi il existe un chemin de j a k qui utilise uniquement des

sommets (en sus) de {1,...,/}.

© Vrai au début de I'algorithme car M est la matrice d’incidence.

@ a l'itération 1/, il existe un chemin de j a k qui passe par des
sommets de {1,..., i} ssi il existe un chemin élémentaire de j
a k qui passe par des sommets de {1,...,/}.

© il se décompose en 2 partiesde j a j et de ja k.

© chaque partie utilise des sommets de {1,...,i —1}. On
applique I'hypothése de récurrence.

Q l'algorithme fixe Mjj a 1 ssi ces deux conditions sont vérifiées.
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La version graphe

Entrée : G, un graphe;
pour chaque sommet s de G faire
pour chaque arc s; — s de G faire
pour chaque arc s — s, de G faire
L L Ajouter a G l'arc s; — sp;

En utilisant une autre algébre que (A, V), I'algorithme peut
calculer d'autres propriétés. Avec (min,+), il calcule la distance
minimum entre toute paire de sommets (plus courts chemins).
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Parcourir les graphes : arborescences

@ Visiter chaque sommet, chaque arc/aréte UNE fois.
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Parcourir les graphes : arborescences

@ Visiter chaque sommet, chaque arc/aréte UNE fois.

@ Profondeur d’abord : pour visiter un nceud que I'on
découvre, il faut d'abord visiter tous ses fils. Il est alors fermé.
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Parcourir les graphes : arborescences

@ Visiter chaque sommet, chaque arc/aréte UNE fois.

@ Profondeur d’abord : pour visiter un nceud que I'on
découvre, il faut d'abord visiter tous ses fils. Il est alors fermé.

@ Structures : d[u], f[u] date de découverte/fermeture.
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Parcourir les graphes : arborescences

@ Visiter chaque sommet, chaque arc/aréte UNE fois.

@ Profondeur d’abord : pour visiter un nceud que I'on
découvre, il faut d'abord visiter tous ses fils. Il est alors fermé.

@ Structures : d[u], f[u] date de découverte/fermeture.

u racine, t variable globale initialisée a 0;
Procedure DFS-Tree(u)
dlu] « (t «+ (t+1));
pour chaque sommet v, fils de u faire
L DFS-Tree(v);

flu] < (t « (t +1));
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Appliqué aux graphes

Arborescence DFS : a la découverte d'un sommet s, les fils de ce
sommet dans |'arborescence sont les sommets accessibles depuis s
et non encore visités.

Thomas Schiex
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Appliqué aux graphes

Arborescence DFS : a la découverte d'un sommet s, les fils de ce
sommet dans |'arborescence sont les sommets accessibles depuis s
et non encore visités.

Appel sur le graphe G = (S, A) (orienté ou non);
Procedure DFS(G)
pour chaque sommet u € S faire
couleur[u] < b;
L m[u] + NIL;
t <« 0;

pour chaque sommet u € S faire
| si couleur[u] = b alors DFS-Visit(u)
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Appliqué aux graphes

Arborescence DFS : a la découverte d'un sommet s, les fils de ce
sommet dans |'arborescence sont les sommets accessibles depuis s
et non encore visités.

Appel sur le graphe G = (S, A) (orienté ou non);
Procedure DFS(G)
pour chaque sommet u € S faire
couleur[u] < b;
L m[u] + NIL;
t <« 0;

pour chaque sommet u € S faire
| si couleur[u] = b alors DFS-Visit(u)

N.B. en anglais :
@ DFS = Depth First Search
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Algorithme de parcours

Procedure DFS-Visit(u)
couleur[u] < g;
dlu] « (t + (t+1));
pour chaque sommet v € Adj[u] faire
si couleur[v] = b alors
m[v] < u;
L DFS-Visit(v);

couleur[u] « n;
flu] < (t < (t +1));

Initialisation 6(|S|),DFS-Visit une fois par sommet : globalement
en 0(|S] +[Al)
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Exemple

Parcourir ce graphe en profondeur d'abord
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u v w
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Les arcs

Et les couleurs du sommet v a sa premiére rencontre.
@ arcs d’arbre (blanc) : ceux qui sont suivis par DFS. Un arc
u — v est un arc d'arbre si v a été découvert a partir de u.

@ arcs arrieres (gris) : ce sont les arcs qui connectent un

sommet u a un ancétre dans |'arborescence de profondeur
d’'abord.

@ arcs avants (noir) : ce sont les arcs qui connecte un sommet

u a un descendant de v mais qui n'ont pas été suivies par
DFS.

@ arcs traversiers (noir) : tous les autres arcs.

Détection de circuits : existence d'arcs arriere (gris) dans un
parcours DFS.

Thomas Schiex

imon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Exemple : le tri topologique

Un tri topologique d'un Graphe Orienté Sans Circuit (GOSC) G
consiste a déterminer un ordre des sommets tel que si un arc u — v
existe dans G, alors v est placé aprés u dans I'ordre des sommets.

Procedure Tri-Topologique(G)
Appeler DFS(G) pour calculer les f[ul;
A chaque fois qu'un sommet est fermé, I'insérer en téte d'une
liste L;
retourner L;
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Exemple : le tri topologique

Un tri topologique d'un Graphe Orienté Sans Circuit (GOSC) G
consiste a déterminer un ordre des sommets tel que si un arc u — v
existe dans G, alors v est placé aprés u dans I'ordre des sommets.

Procedure Tri-Topologique(G)
Appeler DFS(G) pour calculer les f[ul;
A chaque fois qu'un sommet est fermé, I'insérer en téte d'une
liste L;
retourner L;

N.B. en anglais :
@ Graphe Orienté Sans Circuit (GOSC) = Directed Acyclic Graph (DAG).
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Exemple : habillage du Pr. Cosinus

11/16 ?\W 17118

12/15  pantalon w 13/14

18
6/7 ceinture 9/10

215

Tri topologique du Pr. Cosinus avant |'habillage

montre

chemisef

ceinture
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Largeur d’abord

On découvre les sommets par distance croissante avec la “racine”.
Utilise une file (FIFO)

Procedure BFS(G,s)

pour chaque sommet u € S — {s} faire
couleur[u] < b;
d[u] + +o0;
m[u] < NIL;

couleur[s] + g;

d[s] < 0;

7[s] < NIL;

| Q<+ {sh
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tant que Q # @ faire
u < tete(Q);
pour chaque sommet v € Adj[u] faire
si couleur[v] = b alors
m[v] < u;
couleur[v] < g;
d[v] « d[u] + 1,
Enfiler(Q, v);

Défiler(Q);
| couleur[u] < n;
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L'algorithme est globalement en O(|S| + |A]).

r s ¢ u
/
v w X Y

Un graphe a parcourir en largeur

Plus courts chemins depuis s identifiés (une aréte = 1).

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

u

(d)
f)

2
[«]
3

F [ ]e]s]
12
2 2

Y
u
y

4%

0
1
W
s
0
1

v
r
1
v

©)
(©)

F[uly]
3

(2)

(@

Graphes, Algorithmes

Thomas Schiex, Simon de Givry


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Minimum Spanning Tree : MST

Définition (Graphe pondéré)

Graphe pondéré : pour tout arc ou aréte (u,v), on note w(u,v)
le poids qui lui est associé. Il s'agit en général d'un entier.

Probléme modélisé : connecter plusieurs < composants > ensemble
en utilisant le moins de longueur de fils possible.

Un sommet : un composant
Le poids d'une aréte : longueur de fil.

Définition (Arbre couvrant)

Etant donné un graphe G = (S, A), un arbre couvrant de G est un
graphe partiel de G qui définit un arbre et qui inclut tous ses
sommets.

Connecter et minimum de fil : sans cycle simple, donc un arbre.
Poids minimum.
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Un algorithme glouton

Définition (Algorithme glouton)

Algorithme qui construit un objet en faisant & chaque étape le
choix qui rapporte le plus instantanément.

Définition

Soit un ensemble de sommets T C S quelconque. On appelle
cocycle de T, et on note w(T), I'ensemble des arétes de A dont
une des extrémités est dans T et 'autre dans S — T.

Pour tout T C S, soit e une aréte de poids minimum de w(T).
Alors e € a un MST de G.

Glouton = correct (ici).
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Pourquoi la gloutonnerie marche, ici
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L’algorithme de Prim

Procedure MST-Prim(G,w,r)

Q@ < ensemble des sommets du graphe;

pour chaque v € Q faire key[u] + +oo;

key[r] - 0; m[r] = NIL;

tant que Q # @ faire

u + Extrait-Minimum(Q);

pour chaque v € Adj[u] faire
siveQ etw(u,v) < key[v] alors
L m[v] < u;

key[v] < w(u,v);
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Implémentation

File de priorité @ : permet de conserver une liste d’objets avec une
priorité key|[u] et un accés aisé a I'élément le plus prioritaire.

‘ | Liste | Tas |
Construction O(n) O(n)
Ajout O(1) | O(log(n))
key chg. O(1) | O(log(n))
Extrait-Minimum | O(n) | O(log n)

Avec un tas (heap) : en O(|S|log|S|+ |Allog|S|) = O(|A|log|S]).

Tas de Fibonacci : complexité amortie en O(1) pour la diminution
d'une key, donc Prim en O(|A| + |S|log |S]).
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h g f

Un graphe non orienté pondéré

Maximum = Minimum
Held et Karp / WSP

10
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(4] (h)
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Plus court chemins

Definition

Etant donné un graphe (orienté), avec une pondération des arcs w,
on définit le poids d'un chemin ¢ = (v, ..., vx) comme la somme
des poids des arcs qui le constituent.

5(u,v) = MiN¢ chemin de v a viw(c)} si 3 chemin de v a v
| 4o sinon

@ Une source, une destination
@ Une source, toutes destinations
@ Toutes paires

@ (min, +) peut se remplacer par (A, V), (+,%*)...
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Circuits et colits négatifs

Définition (Circuit absorbant)

Un circuit de longueur négative : si un tel circuit existe la distance
minimum entre 2 sommets peut ne pas étre définie.

@ Poids positifs, graphe quelconque : Dijkstra

@ Poids quelconques, graphe sans circuit : Bellman-Kalaba

@ Poids quelconques mais sans circuit absorbant :
Belmann-Ford-Moore.

Plus court # Plus long!
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Propriété de Bellman

< Tout sous-chemin d'un chemin optimal est aussi un chemin
optimal >

Pour connaitre la longueur £ du plus court chemin de Toulouse a
Lille, il suffit par exemple de connaitre la longueur d'un plus court
chemin £; de Toulouse aux villes i reliées directement a Lille et de
choisir d’aller vers la ville i* qui minimise la somme ¢; + w(i, Lille).

imon de Givry Graphes, Algorithmes
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Arborescence des PCC

Définition (Arborescence des PCC de racine s)
Un sous-graphe orienté G' = (S',A’), ou S’ CS et A CA:

Q S’ est I'ensemble des sommets accessibles & partir de s dans
G,

@ G’ forme une arborescence de racine s,

© pour tout v € S’, le chemin de s a v dans G’ est un plus
court chemin de s vers v dans G.

m[u] : prédécesseur de u par lequel passer si I'on veut aller de s a u.

X y
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Les procédures de base

d[u] : estimation pessimiste du PCC de s a u.

Procedure Initialisation-PCC(G,s)
pour chaque sommet v de G faire
d[v] < 4o0;
m[v] < NIL;

d[s] < 0;

Amélioration éventuelle de |'estimation de la distance de s a v.;
Procedure Relaxation(u,v,w)
si d[v] > d[u] + w(u, v) alors
dlv] < d[u] + w(u, v);
L m[v] < u;
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Quelques propriétés fondamentales

Propriété (Inégalité triangulaire)

Pour tout arc (u,v) € A, on a §(s,v) < (s, u) + w(u, v).

Propriété (Propriété du majorant)

On a toujours d[v] > &(s, v) pour tous les sommets v € S, et une
fois que d[v| a atteint la valeur é(s, v), elle ne change plus.

Propriété (Propriété aucun-chemin)

S'il n'y a pas de chemin de s a v, alors d[v] = (s, v) = +o0.

Propriété (Propriété de convergence)

Si s ~ u — v est un plus court chemin dans G pour un certain
u,v € S et sid[u] = (s, u) a un certain instant antérieur au
relachement de I'arc (u, v), alors d[v] = d(s, v) en permanence
aprés le relachement.
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Quelques propriétés fondamentales

Propriété (Propriété de relachement de chemin)

Sip={v,v1,...,Vk) est un pcc de s = vy a vy et si les arcs de p
sont relachés dans I'ordre (v, vi), (v1,v2),...(vk—1, k), alors
d[vk] = (s, vk). Cette propriété est vraie indépendamment de
toutes autres étapes de relschement susceptibles de se produire,
méme si elles s’entremélent avec des relachements d’arcs de p.

Propriété (Propriété de sous-graphe prédécesseur)

Une fois que d[v] = d(s, v) pour tout v € S, le sous-graphe
prédécesseur est une arborescence de ppc de racine s.
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Belmann-Ford-Moore

Procedure Bellman-Ford(G,w,s)
Initialisation-PCC(G, s);

pour chaque /i <— 1 3 |S| — 1 faire
pour chaque (u,v) € A faire
L Relaxation(u, v, w);

pour chaque (u,v) € A faire
si d[v] > d[u] + w(u, v) alors
L retourner faux;

retourner vrai;
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Complexité

© L'initialisation est en 6(|S|).
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Complexité

© L'initialisation est en 6(|S|).
@ La boucle principale s'exécute O(|S]) sur A
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Complexité

© L'initialisation est en 6(|S|).
@ La boucle principale s'exécute O(|S]) sur A
© La boucle finale s'exécute en O(|A|)
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Complexité

© L'initialisation est en 6(|S|).
@ La boucle principale s'exécute O(|S]) sur A
© La boucle finale s'exécute en O(|A|)

L'algorithme est en O(|S]|A]).
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Correction

Si le graphe n’a pas de circuit absorbant.

© Soit p = (v, v1,..., V), Ol vy = s et vx = v, un plus court
chemin élémentaire de s 3 v.
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Correction

Si le graphe n’a pas de circuit absorbant.

© Soit p = (v, v1,..., V), Ol vy = s et vx = v, un plus court
chemin élémentaire de s 3 v.

Q paauplus S| —1 arcs.
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Correction

Si le graphe n’a pas de circuit absorbant.

© Soit p = (v, v1,..., V), Ol vy = s et vx = v, un plus court
chemin élémentaire de s 3 v.

Q paauplus S| —1 arcs.

© A chaque itération i de la boucle, I'arc (vj_1, v;) est relaxé
donc d[v] = (s, v).
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Correction

Si le graphe n’a pas de circuit absorbant.

© Soit p = (v, v1,..., V), Ol vy = s et vx = v, un plus court
chemin élémentaire de s a v.

Q paauplus S| —1 arcs.

© A chaque itération i de la boucle, I'arc (vj_1, v;) est relaxé
donc d[v] = (s, v).

© I'algorithme retourne vrai par inégalité triangulaire.
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Correction (2)

Si le graphe contient un circuit absorbant (v, vq, ..., vk)
accessible depuis vy = v = s et retourne vrai.

Q Pourtout i=1,...,k, on ad[v] < d[vi-1] + w(vi—1, v;)
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Correction (2)

Si le graphe contient un circuit absorbant (v, vq, ..., vk)
accessible depuis vy = v = s et retourne vrai.

Q Pourtout i=1,...,k, on ad[v] < d[vi-1] + w(vi—1, v;)

© Sommons toutes ces inégalités. On a :

Zd[vl]<zd[vl 1]+Z WL Vi— 17V/
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Correction (2)

Si le graphe contient un circuit absorbant (v, vq, ..., vk)
accessible depuis vy = v = s et retourne vrai.

Q Pourtout i=1,...,k, on ad[v] < d[vi-1] + w(vi—1, v;)

© Sommons toutes ces inégalités. On a :

Zd[vl]<zd[vl 1]+Z WL Vi— 17V/

© mais c'est un circuit donc

k k
Z d[V;_l] = Z d[v;]

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Correction (2)

Si le graphe contient un circuit absorbant (v, vq, ..., vk)
accessible depuis vy = v = s et retourne vrai.

Q Pourtout i=1,...,k, on ad[v] < d[vi-1] + w(vi—1, v;)

© Sommons toutes ces inégalités. On a :

Zd[vl]<zd[vl 1]+Z WL Vi— 17V/

© mais c'est un circuit donc
k k
Z d[V;_l] = Z d[v;]
i=1 i=1
Q@ donc K, w(vi_1,v;) > 0. Impossible.
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Cas de graphes avec des poids tous positifs ou nuls.

@ Maintient un ensemble V' de sommets pour lesquels
I'estimation d[-] est correcte (égale a d(s,-))
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Cas de graphes avec des poids tous positifs ou nuls.

@ Maintient un ensemble V' de sommets pour lesquels
I'estimation d[-] est correcte (égale a d(s,-))

@ Sélectionne un sommet u de S — V dont I'estimation d[u] est
la plus faible.
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Cas de graphes avec des poids tous positifs ou nuls.

@ Maintient un ensemble V' de sommets pour lesquels
I'estimation d[-] est correcte (égale a d(s,-))

@ Sélectionne un sommet u de S — V dont I'estimation d[u] est
la plus faible.

© L'insere dans V

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Cas de graphes avec des poids tous positifs ou nuls.

@ Maintient un ensemble V' de sommets pour lesquels
I'estimation d[-] est correcte (égale a d(s,-))

@ Sélectionne un sommet u de S — V dont I'estimation d[u] est
la plus faible.

© L'insere dans V

© Relache tous les arcs qui quittent u
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Dijkstra(G, w, s);
Initialisation-PCC(G, s);
V « g;
QS
tant que Q # @ faire
u + Extrait-Minimum(Q);
pour chaque sommet v € Adj[u] faire
L Relaxation(u, v, w);

V « VUu{u};
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Dijkstra : correction

Lorsqu'un sommet u est inséré dans V/, d[u] = d(s, u). Par
I'absurde.

© Soit u le premier sommet inséré dans V tel que d[u] # d(s, u).
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Dijkstra : correction

Lorsqu'un sommet u est inséré dans V/, d[u] = d(s, u). Par
I'absurde.

© Soit u le premier sommet inséré dans V tel que d[u] # d(s, u).
@ u # s donc V non vide.
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Dijkstra : correction

Lorsqu'un sommet u est inséré dans V/, d[u] = d(s, u). Par
I'absurde.

© Soit u le premier sommet inséré dans V tel que d[u] # d(s, u).
@ u # s donc V non vide.

© il y a un chemin de s a u (sinon d[u] = co = {[s, u])
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Dijkstra : correction

Lorsqu'un sommet u est inséré dans V/, d[u] = d(s, u). Par
I'absurde.

© Soit u le premier sommet inséré dans V tel que d[u] # d(s, u).
@ u # s donc V non vide.
© il y a un chemin de s a u (sinon d[u] = co = {[s, u])

© donc un plus court chemin de s 3 u.
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Dijkstra : correction

Lorsqu'un sommet u est inséré dans V/, d[u] = d(s, u). Par
I'absurde.
© Soit u le premier sommet inséré dans V tel que d[u] # d(s, u).
@ u # s donc V non vide.
© il y a un chemin de s a u (sinon d[u] = co = {[s, u])
© donc un plus court chemin de s 3 u.

@ Soit y le premier sommet de ce pcc qui n'est pas dans V et x
son prédécesseur dans V.
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Mise a jour des sommets de V
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Q d[x] =d(s,x)
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Q dix] =4(s,x)
Q d[y] = (s, y) (plus court chemin et relaxation).
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Q dix] =4(s,x)
Q d[y] = (s, y) (plus court chemin et relaxation).
© Poids positifs : d[y] = (s, y) < (s, u) < d[u]
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Q d[x] =d(s,x)

Q d[y] = (s, y) (plus court chemin et relaxation).
© Poids positifs : d[y] = (s, y) < (s, u) < d[u]
@ v de poids minimum donc d[u] < d[y]
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Q d[x] =d(s,x)

Q d[y] = (s, y) (plus court chemin et relaxation).
© Poids positifs : d[y] = (s, y) < (s, u) < d[u]
@ v de poids minimum donc d[u] < d[y]

© donc d[y] = d(s,y) = (s, u) = d[u]
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Q d[x] =d(s,x)

Q d[y] = (s, y) (plus court chemin et relaxation).
© Poids positifs : d[y] = (s, y) < (s, u) < d[u]
@ v de poids minimum donc d[u] < d[y]

© donc d[y] = d(s,y) = (s, u) = d[u]

Impossible puisque d[u] # d(s, u).

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Un exemple

X y
5 2 7

Arbre des plus courts chemins, en italique les d(s, u).

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Un exemple

Arbre des plus courts chemins, dans les sommets (s, u).
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Complexité

On utilise une file de priorité.

o |S| appels a Extrait-Minimum
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Complexité

On utilise une file de priorité.
o |S| appels a Extrait-Minimum

@ Chaque Adj[-] exploré
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Complexité

On utilise une file de priorité.
o |S| appels a Extrait-Minimum
@ Chaque Adj[-] exploré
@ En O(|S|? + |A]) (file = tableau non tri¢)
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Complexité

On utilise une file de priorité.
o |S| appels a Extrait-Minimum
@ Chaque Adj[-] exploré
@ En O(|S|? + |A]) (file = tableau non tri¢)
e En O(|S| + |A]-log(]S])) (Tas),
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Complexité

On utilise une file de priorité.
o |S| appels a Extrait-Minimum
@ Chaque Adj[-] exploré
@ En O(|S|? + |A]) (file = tableau non tri¢)
e En O(|S| + |A]-log(]S])) (Tas),
@ en O(|S|.log(|S]) + |A]) (Tas de Fibonacci).
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Bellman-Kalaba

Adapté aux graphes orientés sans circuit (DAG). Poids de signes
quelconques.

@ Pas de circuit, donc tri topologique possible depuis s.
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Bellman-Kalaba

Adapté aux graphes orientés sans circuit (DAG). Poids de signes
quelconques.

@ Pas de circuit, donc tri topologique possible depuis s.

@ Un chemin de s a u respecte |'ordre du tri.
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Bellman-Kalaba

Adapté aux graphes orientés sans circuit (DAG). Poids de signes
quelconques.

@ Pas de circuit, donc tri topologique possible depuis s.
@ Un chemin de s a u respecte |'ordre du tri.

© |l suffit de connaitre la longueur d'un PCC de s aux
prédécesseurs de u (inductivement).
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GOSC-PlusCourt(G, w, s);
Tri-Topologique(G);
Initialisation-PCC(G, s);
pour chaque sommet u de G pris dans I'ordre du tri topologique
faire
pour chaque sommet v € Adj[u] faire
L L Relaxation(u, v, w);

En 0(|S| + |A]).

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Un GOSC, un arbre des plus courts chemins.
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Ordonnancement simple

Pour rénover une maison, il est prévu de

@ refaire |'installation électrique (3 jours)

@ réaménager (5 jours) la salle de bains

@ de carreler (2 jours) la salle de bains

@ de refaire le parquet de la salle de séjour (6 jours)
@ de repeindre les chambres (3 jours).

La peinture et le carrelage ne pourront étre faits qu'apres la
réfection de I'installation électrique.
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La méthodes Potentiel/Tache (et PERT)

peinture

electricite
Graphe potentiel /taches et chemin critique
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Les dates importantes

@ date de début au plus tét de chaque tache : longueur d'un
plus long chemin de la source d a chacun des sommets

@ chemins critiques : chemins les plus longs de d a f.

@ date de début au plus tard : durée globale moins la longueur
d'un plus long chemin de f a la tache.

@ marge totale d'une tache : différence entre sa date de début
au plus tét et sa date de début au plus tard
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Taches | début au début au marge
plus tot  plus tard totale

parquet 0 1 1
réam. SdB 0 0 0
carr. SdB 5 5 0
electricité 0 1 1

peinture 3 4 1

parquet
E= =
ream. SdB carr. SdB
=
electricite peinture

= — E=
0 1 2 3 4 5 6 7
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Exemples d’utilisation de ces algorithmes

@ Bellman-Kalaba : Chaine de Markov cachées et Viterbi.

@ Bellman-Kalaba : Alignement de séquences d’ADN et
Needleman et Wunsch.

© Prim/Kruskal et MST : k-clustering.
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Couplages

On doit affecter un certain nombre de cours 3 un certain nombre
d’'enseignants.

@ Chaque enseignant est qualifié dans certaines disciplines.

@ On désire attribuer un cours a chaque enseignant de tel fagon
qu'un méme enseignement ne soit pas affecté a deux
professeurs différents, et vice-versa.

@ S’il n'est pas possible de satisfaire tous les enseignants, on
veut satisfaire le maximum d'entre eux.
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Graphe biparti

Définition (Graphe biparti)

Un graphe non orienté G = (S, A) est biparti si S = S1 U Sy,
S1 NS, =0, s'il n'existe pas d’aréte entre les sommets de Sy et s'il
n'existe pas d'aréte entre les sommets de S,.

O

O

Thomas Schiex, Simon de Givry
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Couplage

Définition

Etant donné un graphe non orienté G = (S, A), un couplage sur G
est formé d’'un ensemble d’arétes C tel qu'aucune paire d’arétes de
C ne partage un sommet commun.

La taille du couplage est le nombre d’arétes de C.

Le couplage est parfait si tous les sommets du graphe sont
couverts par le couplage.

Objectif : trouver un couplage de taille maximum (< L@J)

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

el O c1
c2

c3
c4

c5
cb

®

& & R B

Un graphe biparti
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Exemple

c2

c3
c4

& R & B

cb

eb cb

Un graphe biparti et un couplage maximum (parfait)
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Terminologie

Soit C C A un couplage de G.

@ un sommet s € S est saturé si c'est I'extrémité d'une aréte de
C. Sinon, insaturé.

@ Une chaine dans laquelle une aréte sur deux est dans C et les
autres dans A — C est dite alternée.

@ Une chaine alternée est dite améliorante si elle relie deux
sommets insaturés a ses extrémités (longueur impaire).
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Théoreme de Berge

Théoreme

Un couplage C est maximum si et seulement s'il n'existe pas de
chaine alternée améliorante relativement a C.
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Chaine améliorante : suffisant

A partir d'un couplage C et d'une chaine améliorante Cy :
on améliore le couplage (de 1) par “ou exclusif” @ (suppression
dans C des arétes C N Cx et ajout des arétes Ca\(C N Ca)).

c2

c5
c6

& & R BB
R

Thomas Schiex, Simon de Givry
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2 c2
c4
e5
c6
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Chaine améliorante : nécessaire

Soit C et D, 2 couplages de G, |C| < |D| et G' =(S,C @ D).

C et D sont deux couplages : chaque sommet de S est |'extrémité
d'au plus une aréte de C et d'au plus une aréte de D.

Une composante connexe de G’ est une chaine simple (évent. un
cycle) dont une aréte sur deux est dans C et les autres dans D.

Comme |C| < |D|, C & D contient plus d'arétes de D que de C.
Les cycles : autant d'arétes de C que de D = G’ a une chaine qui
n'est pas un cycle, avec plus d'arétes de D que de C : c'est une
chaine améliorante.

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Algorithme des chaines améliorantes (algorithme

d’Hopcroft-Karp)

On peut chercher les chaines améliorantes en parcourant le graphe
biparti en alternant le parcours d'arétes hors et dans C a partir des
sommets insaturés de Sj.

= Construction du graphe des chaines améliorantes par un
parcours en largeur

Au plusily a L‘—gu chaines améliorantes.

Complexité (majorant) de I'algorithme en O(|S|.|A|)
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Algorithme d’Hopcroft-Karp

Entrée : Un graphe biparti G = (51 U 5, A)
Sortie : Un couplage maximal C
/* initialisation */
anciennetaille = -1;
C=0;
/* traitement */
Tant que anciennetaille #| C | faire
anciennetaille = | C |;
orienter le graphe (S; vers S, excepté pour C, ordre inverse) ;
Pour tout v € 5; tel que u ¢ C faire
Si d v € 5; connecté a u par un chemin tel que v ¢ C alors
chemin = chemin améliorant de u vers v;
C = C & chemin;

Retourner C
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Algorithme d’Hopcroft-Karp
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Algorithme d’Hopcroft-Karp

C={(AD) (CF) (BD)  }
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Algorithme d’Hopcroft-Karp

C={  (CF)(BD) (AE)}
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Algorithme d’Hopcroft-Karp
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Exemple
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Finalement...

A chaque itération, la taille du plus court chemin augmente de 1.

A I'itération /|S|, il y a au plus /|S| chemins améliorants de
taille supérieure a /|S|.

Algorithme de Hopcroft et Karp : complexité en O(+/|S|.|A|)

Extensions possibles : couplages pondérés, graphes quelconques
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Exercice : probleme du Sudoku

9 8 / 4|2

9 6

6|8 4 9
5/8 3 4
63 7

35 2|8

6 37 9
2 / 5 6

imon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Solution : probleme du Sudoku

Probleme Sudoku NP-complet.
Modélisation par 27 graphes bipartis.

Test si aucune solution n'existe :
taille d'un couplage maximum < |X]|

Suppression des valeurs n’appartenant a aucune solution :

retrait des sommets x;,a et test d'existence d’'un couplage couvrant
X — Xj.

= complexité¢ O(|A|?)

Possibilité d’améliorer la complexité en O(|A|) (Régin, 1994).
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Théoreme de Hall

Théoreme

Un graphe biparti G = (51 U Sz, A) admet un couplage parfait si et
seulement si pour tout sous-ensemble X de Sy (de S,
respectivement), le nombre de sommets de S, (de S,
respectivement) adjacents a un sommet de X est supérieur ou égal
a la cardinalité de X.
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Autre probleme : transport

Une entreprise a une usine de grues au sommet s et un entrepdt au
sommet t.

Le transport des grues qu’elle fabrique nécessitent I'utilisation de
convois exceptionnels. Un ensemble de routes existent entre les
sommets s et t chaque route permettant un certain nombre de
transports exceptionnels par mois.

L'entreprise aimerait ajuster sa production mensuelle de facon a
produire exactement le maximum d’'objets qu'elle peut transporter
dans son entrep6t chaque mois.
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La notion de réseau

Un réseau ou graphe de transport est :
@ un graphe orienté G = (S, A) pondéré par c(u, v) appelée
capacité de I'arc (u, v), toujours positive ou nulle.

@ deux sommets particuliers : s et t (respectivement source et

puits).
@ Pour toute paire de sommets (u, v), si (u,v) ¢ A, on étend
c(u,v) =0.

Par commodité, on suppose que chaque sommet se trouve sur un
certain chemin reliant la source au puits.
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Ce que I'on cherche

Un flot net sur ce graphe est une pondération f des arcs du graphe
qui :

@ Respect des capacités : f(u,v) < c(u,v)

@ Symétrie : pour tout u,v € S, f(u,v) = —f(v,u)

o Conservation des flots : pour tous les sommets

ueS—{s,t},> ,csf(u,v) =0 (tout ce qui rentre dans un
sommet en sort).

Valeur d'un flot f, notée |f| =3 s f(s,v)

Analogie avec un flot de matériau (liquide, électricité,
communication). capacité = débit maximal.

Objectif : trouver un flot de valeur maximum.
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Définition

Capacité résiduelle : ¢r(u,v) = c(u,v) — f(u, v)
(toujours positive ou nulle, par définition).

Réseau résiduel : G = (S, Ar) avec
Ar ={(u,v) € S x S: ¢r(u,v) >0}

7
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Exemple : flot, réseau résiduel, chemin améliorant
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Méthode de Ford-Fulkerson

Procedure FordFulkerson(G,s,t)
pour chaque arc (u,v) € A faire

flu,v] < 0;
L flv,u] < 0;
tant que 3 un chemin p de s vers t dans le réseau résiduel
faire

¢p < min{cr(u,v) : (u,v) € p};

pour chaque arc (u,v) de p faire

flu,v] « flu,v] + cp;
L flv,u] < —flu,v];
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Théoreme de Ford-Fulkerson

Théoreme

Soit G un réseau de source s et de puits t.
Un flot f est maximum si et seulement s'il n'existe pas de chemin

améliorant dans le réseau résiduel Gr.

La valeur du flot maximum est égale a une coupe de capacité
minimum dans G.
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Notation ensembliste et propriétés sur les flots

Définition

Notation de sommation implicite :

FIU,V) =D f(u,v)

uel veV

Conservation des flots : Vu € S\ {s, t}, f(u,S) =0.
Valeur du flot |f| = f(s,S) = f(S, t).
Propriété
@ pour tout UC S, on a f(U,U) =0.
@ pour tout U,V C S, onaf(U,V)=—f(V,U).
o pour Uy V. W CSetUNV =g, alors
f(lUuVv,W)=~fUW)+f(V,W)
F(W, UU V) = F(W, U) + F(W, V)

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Coupe d’un réseau

Une coupe (E, T) d’'un réseau de transport G = (S, A) est une
partition de S en E et T =S — E telleques € Eette T.

Capacité de la coupe : ¢(E, T) = 3>, ,)eaucEveT €(U, V)

v
Théoreme

Pour toute coupe (E, T) et tout flot f,

fl <c(E, T)

Preuve par récurrence : f(E, T) = |f|. Si |E| =1, c'est immédiat.
Par récurrence, soit e un élément pris dans T \ {s, t} et mis dans
E.Onaf(EUe, T—e)=f(E,T)—f(E,e)+f(e,T)=
f(E,T)+f(e,S)=f(E, T). Par définition, f(E, T) < c(E, T).
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Coupe d’un réseau
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Preuve du Théoreme de Ford-Fulkerson

Théoreme

f* = A chemin améliorant dans G = 3 c(E, T) = |*|

Preuve :

Hypotheése f flot maximum. Si G¢ contient un chemin améliorant
alors on peut améliorer le flot f ce qui contredit I'hypothese.
Hypothése Gr ne contient pas de chemin améliorant.

Soit (E, T) une coupe telle que

E={veS : Jchemins~veG}etT=S5S—E.

V(u,v) € EXT, f(u,v) = c(u,v) (sinon une capacité
résiduelle non nulle existe entre u et v et v € E).

= |f|=f(E,T)=c(E,T).

Or |f| < c(E’, T') quelque soit la coupe (théoreme précédent),
donc f est forcément maximum.
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FF peut étre lent

Complexité de I'algorithme en O(|f*|.|A|) ou f* est la valeur du
flot maximum et ce pour des capacités entiéres (théoréeme de
I'intégralité de |f]).

Un réseau difficile pour Ford-Fulkerson : réseau initial et réseaux
résiduels successifs

Edmonds-Karp : O(|S|.|A?) (FF avec recherche en largeur du plus
court chemin améliorant).

Goldberg et Tarjan : O(|S|.|A|. Iog(%))
http://www.boost.org/libs/graph/
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Preuve de complexité d’Edmonds-Karp

Théoreme

Vv € S — {s, t}, la distance de plus court chemin d¢(s, v) dans Gf
augmente de facon monotone aprés chaque augmentation de flot.

Preuve par I'absurde : 3v € S\ {s, t} tel qu’une augmentation de flot de
f a f' provoque d¢: (s, v) < d¢(s, v).

On suppose que d¢/(s, v) < d¢/(s,u) pour tout u € S\ {s, t} tel que
d¢/(s,u) < d¢(s, u) (fe. v le plus proche de s). Sa contraposée donne :
de(s,u) < e (s,v) = 0r(s,u) < dp (s, u).

Soit p’ = s ~» u — v, un plus court chemin de s 3 v dans G¢/. On a
(u,v) € A et dp/(s,u) = ¢/ (s,v) — 1.

Par la contraposée, on a d¢(s, u) < d¢ (s, v).

Cas (u,v) € Ar. Alors d¢(s, v) < 0¢(s, u) + 1 (inégalité triangulaire).
Donc d¢(s,v) < ¢ (s,u) +1 < d¢(s, v). Contradiction.

Cas (u, v) & Ar. Il faut un plus court chemin p dans Gr ayant augmenté
f(v,u). o¢(s,v) = 0¢(s,u) = 1 < dp(s,u) =1 < bp(s,v) — 2 < dp (s, v).
Contradiction.
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Preuve de complexité d’Edmonds-Karp

Théoreme

L'algorithme d'Edmonds-Karp effectue un nombre total
d’augmentations en O(|S|.|A]).

Definition : arc (u, v) critique sur un chemin améliorant p de Gf si
cr(p) = cr(u, v).

= tout arc critique disparait apres avoir augmenté le flot

— il existe au moins un arc critique par chemin améliorant

Preuve : chacun des 2.|A| arcs peut devenir critique au plus |S|/2 —1 fois.
Soit (u, v) € A. Lorsque (u, v) devient critique, on a

d¢(s,v) = 6¢(s,u) + 1 car (u, v) appartient a un plus court chemin.
Ensuite (u, v) réapparaitra ssi (v,u) € p’, chemin améliorant de G¢/.

On a d¢/(s,u) = 0p(s,v) +1 > 0¢(s,v) + 1 > d¢(s, u) + 2 (cf. théoreme
précédent).

Donc la distance entre u et la source augmente au moins de 2 entre deux
moments critiques et ne peut pas dépasser |S| — 2. Ainsi (u, v) ne devient
critique au plus |S|/2 — 1 fois.
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Cas d’un probleme a sources et puits multiples
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Cas d’un probleme a capacités sur les sommets
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Cas d’un probleme avec demandes et capacités

[b.c] —_—
u

graphe initial graphe modifié
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Méthode de Ford-Fulkerson avec demandes et

capacités

Si la demande d(u, v) est non nulle et une unité de flot passe dans
(u, v), alors diminuer d(u,v) et c(u,v) de 1 dans le réseau
résiduel.
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Exercice : probleme du centre aéré

Un centre aéré propose un ensemble d’activités encadrées par des
moniteurs agréés. Réaliser le planning des moniteurs pour satisfaire
les contraintes d'encadrement énoncées ci-dessous.

Moniteur | E | P | S

Activité | min | max Alice X | X

Escalade 2 2 Bob X
Piscine 2 3 Charles X | X

Sieste 1 1 Daphné | X | X | X

Eve X | X
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Solution : probleme du centre aéré

Moniteur | E | P | S

Activité | min | max Alice X | X

Escalade 2 2 Bob X
Piscine 2 3 Charles X | X

Sieste 1 1 Daphné | X | X | X

Eve X | X
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Exercice : probleme de fermeture de bénéfice

maximal

Un certain nombre de taches j € J avec un bénéfice associé b(j)
sont définies. Le bénéfice peut étre négatif (une perte).

Les taches sont soumises a des contraintes de fermeture : le choix
d'une tache j; peut impliquer le choix d'une tache j,. On représente
cette relation dite de fermeture (ou implication) par un graphe
dont les sommets sont les taches, et ou il existe un arc (j1,/2) si et
seulement si le le choix de j; implique le choix de j>. L'objectif est
de trouver un ensemble de taches cohérentes (respectant les
contraintes) et de bénéfices maximal. Plus formellement :

Déterminer un sous ensemble U C J tel que (1) aucun arc ne sorte

de U (cohérence) et (2) > b(j) soit maximum.

Exercice : modéliser ce probléme par un graphe de transport tel
qu'un flot maximum (ou une coupe minimum) dans ce graphe
donne une solution optimale du probléme.
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Solution : fermeture de bénéfice maximal

Réseau dont les sommets sont les taches plus source s et puits t.
@ Cas b(j) > 0, ajouter I'arc (s, ) de capacité b(j)
@ Cas b(j) < 0, ajouter 'arc (j, t) de capacité —b(j)
@ Casji = Jp, ajouter 'arc (j1, j») avec une capacité infinie
Soit (E, T), coupe de capacité finie, donc cohérente.

Soit Hf ={je H:b(t)>0}et H- ={j € H: b(t) <0} VHCJ
c(E,T) = > csi)+ >, clit) (1)

JjeTH JjEE—

= > b()—= > b)) (2)
JjeTH JjEE—

= Y b()— > b()— > b(j) (3)
JEJ* JEE+ JEE—

= Y b()— D b)) (4)
jeJt jEE

Minimiser la coupe = maximiser le bénéfice de £ (3, ,; b(j) constant)
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Lien entre couplage maximum dans un graphe

biparti et flot maximum

(2) (b)

Complexité de Ford-Fulkerson sur un graphe biparti en O(|S|.|Al|)
car f* < ‘—2'
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Flot maximum de cout minimum

Réseau G = (S, A) pondéré pour chaque arc (u,v) € A par :
@ une capacité c(u, v)
@ un colt de transport unitaire w(u, v)

Un flot brut (perte de la symétrie si w(u, v) # w(v,u)) sur ce
graphe est une pondération g des arcs du graphe qui :
@ Respect des capacités : g(u,v) < c(u,v)
o Conservation des flots :
Vues$ — {S? t}7 Z(u,v)EA g(”’ V) = Z(V,U)EA g(V, U)
Coilt total d'un flot g, noté K = 3", ycaw(u,v).g(u,v)

Objectif : parmi les flots de valeur maximum, trouver celui de coiit
minimum
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Graphe des capacités résiduelles

Définition

Soit un réseau G = (S, A) de capacité c et de coiit w et un flot
brut g sur G.
Le graphe des capacités résiduelles avec coiits Gz = (S, Ag) tel
que :
o (u,v) € A tel que g(u,v) < c(u,v) = (u,v)" € Ag avec
cg(u,v) = c(u,v) — g(u,v) et wg(u,v) = w(u,v)
(appelé arc avant)
o (u,v) € Atel que g(u,v) >0 = (v,u)” € Ay avec
cg(v,u) =g(u,v) et wg(v,u) = —w(u,v)
(appelé arc inverse)

Chemin améliorant p de s a t dans G :

augmenter le flot de cg(p) = min(, \yep cg(u, v) sur chaque arc
avant de p et diminuer de ¢4(p) sur chaque arc inverse.

= colit du flot augmente de wg(p) = cz(p)x longueur du

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Circuit de coit strictement négatif

Théoreme

Un flot brut g de valeur |g| est de coiit minimum parmi tous les
flots de valeur |g| ssi il n'existe pas un circuit négatif dans Gg.

Preuve par la contraposée (= ) : S'il existe un circuit négatif ¢ dans
Gg, modifier le flot g selon ce circuit en augmentant g de 1 le long des
arcs avant du circuit et en le diminuant de 1 pour les arcs inverses.
= valeur du flot inchangée et coiit diminué de wg(c).

Deux approches possibles :

© Partir d'un flot d'une valeur désirée et le rendre minimum en
supprimant progressivement les circuits négatifs par
augmentation locale du flot dans les circuits.

@ Construire une série de flots de valeurs croissantes, mais tous
de colit minimum pour leur valeur (sans circuit négatif).
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Algorithme de Busacker et Gowen

Procedure BusackerGowen(G,s,t,c,w)
F <0
W <« 0;
pour chaque arc (u, v) € A faire
L glu,v] < 0;
tant que 3 un chemin p de codt minimum z de s a t dans G,
faire
¢p < min{cg(u,v) : (u,v) € p};
F < F+ cp;
W+ W+cp.z;
pour chaque arc avant (u,v)* de p faire
| &l v] « glu.v] + 6
pour chaque arc inverse (u,v)~ de p faire
| glv.ul « glv.o] o

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Exercice

Thomas Schi

Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Preuve de correction de Busacker et Gowen

Théoreme

A chacune des itérations, le flot courant est de coiit minimum
parmi tous ceux de valeur F.

Preuve par récurrence sur la valeur du flot : Vrai pour un flot nul.

Soit un flot g de colit minimum et un chemin améliorant 7 de coiit
minimum conduisant a un flot g’ sous-optimal.

Donc il existe un circuit négatif p dans G,/ (et pas dans G,) passant par
(1,)) tel que (j, i) € .

(a) graphe d’écart Gg (b) graphe d’écart Gg'

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Suite de la preuve de Busacker et Gowen

Soit 7’ = {(u,v) € w: (v,u) € p} et p' ={(v,u) €p: (u,v) €T}.
Alors § = (m — ') U (p — p’) forme un chemin de s a t et une union de
circuits (cas |7’| pair) dans G, et Gg.

Ces circuits sont forcément de colits positifs (dans Gg).

On a w(n') = —w(p’) par construction de G, donc

w(0) = w(r) + w(p).

Puisque w(p) < 0 alors w(f) < w(m).

Donc il existe un chemin de cofiit inférieur a m dans G,. Contradiction !
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Complexité de I'algorithme de Busacker et Gowen

Soit B = max(,,)ea c(u, v) la capacité maximale du réseau.

Alors la capacité de toute coupe est au plus de n = B.|S]|
= au plus n itérations si ¢, = 1 pour tous les plus courts
chemins trouvés.

Calculer un chemin de colit minimal en présence de colits négatifs
(mais pas de circuit négatif) dans le graphe résiduel : algorithme
de Bellman-Ford-Moore en O(|S].|A])

Donc complexité de Busacker et Gowen : O(|S|?.|A|.B)
(pseudo-polynomial)

Goldberg et Tarjan : O(|S|2.|AJ]3. log,(|S]))
Orlin : O(JA]. log(|S])-(|A] + |S|- log |S]))
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Exercice : probleme de transport par cargo

Une petite entreprise de transport utilise un bateau qui est capable
de transporter r unités d'un bien donné. Le bateau suit une longue
route avec plusieurs arréts entre le début et la fin de son voyage. A
chacun de ces ports, il est possible de décharger et de recharger
des unités.

Chaque port i a une quantité b;; a transporter vers le port j > i
(les ports sont numérotés dans I'ordre de leur visite). Soit f;; le
revenu obtenu en transportant un container de / a j.

Le but de I'entreprise est de décider combien de containers il faut
charger a chaque port de fagcon a maximiser son revenu et sans
dépasser la capacité du bateau.

Modéliser ce probleme sous forme d'un réseau de transport avec
colits.
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Solution
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Lien entre probleme d’affectation, couplage parfait
pondéré et flot maximum de coit minimum

Définition

Soit un graphe biparti G = (51 U S, A) pondéré pour chaque aréte
(u,v) € A par un coiit w(u,v) et tel que |S1| = |S2| = n. Le
probleme d'affectation consiste a trouver un couplage parfait C de
codt minimum w(C) =2, ,yec w(u, v).

w(u,v) m

(2) (b)

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Probleme du voyageur de commerce

Un représentant de commerce ou VRP souhaite faire une tournée
en visitant n villes, chacune exactement une fois, et en terminant
sa tournée dans la ville de départ.

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Probleme du voyageur de commerce symétrique

Définition

|

Soit G = (S, A) un graphe non-orienté simple et complet pondéré
par une distance c(u, v)

Ona|S|=net|A =201

Cycle hamiltonien : cycle élémentaire de G qui contient chaque
sommet de S.

Objectif : Trouver un cycle hamiltonien ou tour de longueur
minimum.

Le probleme du voyageur de commerce est NP-difficile.

Remarque : tester I'existence d'un cycle hamiltonien dans un
graphe quelconque est NP-complet

Remarque : tester |'existence d'un cycle eulerien (cycle simple de G
qui contient chaque aréte de A) est polyndmial (sommets tous de
degré pair)
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Algorithme de séparation et évaluation

Fonction Branch-and-Bound(VRP : (G,c))
Construire un tour H approché;
U < c¢(H) /* majorant initial */;
Q«+ {G};
tant que Q # @ faire
G; + Extrait(Q);
/* Résout une relaxation du sous-probleme G; */;
L; = optimum d’une relaxation de G;j;
si L; < U alors
si la solution relaxée est un tour alors
L U <« L; /* optimum de G; */;
sinon
/* Regle de branchement (partition de problemes
plus contraints en restreignant les arétes possibles
de A;) */;
Q « QU{G,‘I,...,G,'q};
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Relaxation : probleme d’affectation

Propriété

Soit (G = (S, A), c) un probléme VRP de longueur minimum V'*.

Le probleme d’affectation pour le graphe biparti S =S et S5, = S
pondéré par ¢ (c(u,u) = +00) a une solution optimale composée
uniquement de cycles. Son optimum est donc toujours inférieur ou
égal a V*. C'est une (bonne) relaxation du VRP.

[l'y a n! solutions au probleme d'affectation et (n — 1)! sont des
tours.

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Relaxation d’Held-Karp

Propriété

Le probléme d’arbre couvrant de longueur minimum plus une aréte
supplémentaire de longueur minimum est une (mauvaise)
relaxation du VRP.

Définition

Soit (G = (S,A),c) un VRP et u € S. Le probléme d'arbre
couvrant de longueur minimum sur S\ {u} plus deux arétes de
longueur minimum entre u et S \ {u} est appelé 1—arbre. C'est
aussi une relaxation du VRP.

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Relaxation d’Held-Karp

Idée :ajout pénalité A\, sur chaque sommet en fonction de son degré

Propriété

Le probléme de maximiser selon les paramétres A\ un 1—arbre T de
longueur minimum 3, et c(u,v) + Ay + Ay est une (bonne,
meilleure que le probléme d'affectation) relaxation du VRP.

Procedure Subgradient-Optimization( G, c,U)

A0, a+2; k<0

répéter

Trouve un 1—arbre T de longueur modifiée (A) minimum ;
pour chaque u € S faire

L Au Ay + a'(degre(u) - 2)‘2‘/62&;;5!(—1)1))—2)2 ;

k< k+1;
if kK modulo Periode =0 then o <+ o — ¢;
| jusqu’a (k < kmax) ou (T est un tour) ou (c(T) > U);

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Relaxation d’Held-Karp

1—arbre initial (a) et 1—arbre amélioré (b) :

(a) L=21 w=25x=0a=2) (b) L=24=V* (x=(,0,2 -1,-1,1,0, —1))
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Algorithme d’approximation

Objectif : construire un tour approché.

Fonction Approximation-Tour-VRP(G,c)

Choix d'une racine r € S;

Construire un arbre couvrant de longueur minimum T avec
MST-Prim(G, c, r);

L + Tri-Topologique(T,r), liste des sommets visités lors d'un
parcours préfixe (en profondeur d'abord) de T;

retourner cycle hamiltonien visitant les sommets dans 'ordre L

Complexité en O(n?)

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Algorithme d’approximation

(d) (e)

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Algorithme d’approximation

Un algorithme d'approximation est un algorithme qui retourne une
solution presque optimale a un probléme donné.

Un algorithme d'approximation a une borne p(n) si pour tout
probléme de taille n, la solution produite a une valeur V' éloignée
d’un facteur p(n) de celle V* d’une solution optimale :

max(v*, V)<p( n)

Théoreme

L'algorithme Approximation-Tour-VRP est un algorithme
d’approximation ayant une borne égale a 2 pour un probléme
vérifiant I'inégalité triangulaire (c(u,v) < c(u, w) + c(w, v)).

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Preuve de la borne

Soit H* une solution optimale et H celle retournée par I'algorithme.
Preuve : on veut prouver que c(H) < 2.c(H*).

En supprimant une aréte de H*, on obtient un arbre couvrant.
Donc ¢(T) < c¢(H*) pour tout arbre couvrant minimum T.

Soit un parcours complet de T : un chemin W visitant deux fois chaque
aréte de T (cf. chemin de la Figure (c) précédente).
On a c¢(W) =2.¢(T). Donc ¢(W) < 2.c(H*).

Il est possible d'extraire un cycle hamiltonien de W en supprimant les
sommets déja visités dans I'ordre W et sans augmenter la longueur totale
grace a l'inégalité triangulaire. On obtient le cycle H retourné par
I'algorithme. On en déduit c(H) < ¢(W) < 2.c(H*).

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Algorithme d’approximation de Christofides

Idée : construire un graphe de degrés tous pairs, extraire un cycle
eulerien, puis a 'aide de I'inégalité triangulaire en extraire un cycle
hamiltonien.

Fonction Christofides( G, c)

Choix d'une racine r € S;

Construire un arbre couvrant de longueur minimum

T = (S5,A") avec MST-Prim(G, c, r);

Construire un couplage parfait M de longueur minimum pour
les m sommets de degré impair de T (m pair);

Extraire un cycle eulerien E du graphe G’ = (S, A’ U M)
(degrés tous pairs);

retourner cycle hamiltonien visitant les sommets (la premiére
fois) dans I'ordre E

Complexité en O(n?)
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Algorithme d’approximation de Christofides

Heuristique de Christofides (1976)
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Preuve de la borne

L'algorithme Christofides a une borne p(n) =
Onac(T) <c(H*)

Nlw

Inégalité triangulaire c(M) + c(M’) < c(H*) = minc(M),c(M’) < Lc(H*)

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Algorithme d’approximation du plus proche voisin
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Algorithme d’approximation de la plus petite
distance
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Algorithme d’approximation de Clarke-Wright

Choix hub h et sélection paire (u,v) maximisant c(u, h)+ c(h, v) — c(u, v)

Heuristique « meilleure fusion »

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Recherche locale 2-opt

Quelle modification locale peut-on faire pour améliorer ce tour ?

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Recherche locale 2-opt

Idée : échanger les sommets de deux arétes du tour et répéter
I'opération tant que cela améliore le tour.

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes


http://www.inra.fr/bia/T/schiex/
http://www.inra.fr/bia/T/degivry/

Qualité des algorithmes d’approximation

Distances moyennes a la borne inférieure fournie par Held-Karp
@ Plus proche voisin : 26%
@ Plus petite distance : 17%
@ Clarke-Wright : 11,3%

Christofides : 9, 7%

2-opt : 4,9%

3-opt : 3,1%

LKH (k-opt bridé) : 2%

(distances euclidiennes aléatoires pour n=1000 villes)

e ¢ ¢
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Exercice : cartographie génétique

On dispose de balises M (marqueurs
génétiques) sur les chromosomes

, . , , . (b4 ) lty o
d'un organisme donné. On établit un % e P e——
lh_l '\Olf!‘l

protoco.le fexperlrlne,nfcal mesurant la o= D

recombinaison génétique sur les des- Gaal'] @m—)

cendants de deux grands-parents ho- chromuannﬁﬁg Tomologues

mozygotes (les balises de la mere [ 7 (D —

ont la valeur 0 et celles du pere C-J‘ M
[ - &

la valeur.O ou 1). S.achant que o e heilsem—

la recombinaison génétique est un « croisement » des chromatides

. . et « échange » de segment

événement rare, proposer une for-

X . i (e (3 [ D
mulation du probléme de localisa- Coh T ——
tion des balises sur les chromosomes [ ) )
comme un VRP. Comment trouver () Q-

M C M tel qu'il n'existe pas de chromatides recombinées

carte aussi vraisemblable ?

Thomas Schiex
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Solution : cartographie génétique

Soit n le nombre d’'enfants mesurés et n; j, le nombre de
recombinaisons observées entre deux marqueurs M; et M; (cas
M; =0,M; =1 ou cas M; =1, M; = 0).

Matrice de distance : §(M;, M;) = n; j (critere de parcimonie).

Seuillage de la matrice (n/2) et recherche des composantes
connexes.

Pour chaque composante C, définition d'un VRP
(G=(C",C"x (C),0) avec C' = CU{M;s} et M¢ un marqueur
fictif tel que (Mg, M) =6(M,M¢) =0 VM € C.

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

Thomas Schiex, Simon de Givry Graphes, Algorithmes
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Solution : cartographie génétique
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Solution : cartographie génétique

Matrice de log-vraisemblance normalisée 2-point avec un seuil & 9 sur le chromosome 2 du chien (|M| = 427).
Chafne rouge : plus long plus court chemin (|M’| = 26). 3

Chafne verte : carte robuste L* — L > 1 (|M’| = 54).
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Partionnement de graphe et maximisation de la

modularité

Objectif : regrouper les sommets d'un graphe en modules
homogenes et bien séparés.

Définition

(Newman, 2002)

Soit un graphe non-orienté G = (S, A).

Trouver une partition de S en modules qui maximise le nombre
d'arétes internes moins le nombre attendu d'arétes sous

I'hypothése d’un tirage aléatoire des arétes ayant la méme
distribution des degrés que dans G.
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Maximisation de la modularité

Définition

(Newman, 2004)

Soit un graphe non-orienté G = (S, A).

Maximiser Q =", [am — em]

avec am, le nombre d’arétes de A dans le module m
et e, le nombre attendu.

Q = 0 : graphe aléatoire.
Q =1 : graphe ayant une structure en fortes communautés.

Le probleme de maximisation de la modularité est NP-difficle.
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Modularité : karaté club de Zachary @ = 0.42
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Modularité : Les Misérables de Victor Hugo Q = 0.56
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Reformulation en partionnement de cliques

Définition

Soit un graphe non-orienté G = (S, A) pondéré par

d .d
w(u,v) = ﬁ(eu,v — W)

avec ey, =1si(u,v) € Aete,, =0 sinon.
On introduit des variables Booléennes x,, = 1 si les sommets u et

v sont dans le méme module et x,, = 0 sinon.

Maximiser Q =3, cs w(u, v).Xy,
Tel que Xy v + Xyw — Xy = 1 Yu,v,w € S
et x,,, € {0,1} Yu,ve S

Résolution via la programmation linéaire en nombres entiers.
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