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Résumé

Plusieurs approches récentes pour résoudre les
modéles graphiques (réseaux Bayésiens avec con-
traintes) exploitent simultanément une décomposition
du graphe et le maintien d'une propriété de cohérence
locale. La décomposition de graphe exploite la struc-
ture du probleme, offrant des bornes sur la complexité
spatiale et temporelle, tandis que la propagation des
contraintes dures conduit en pratique a des améliora-
tions en terme de mémoire et de temps a l'intérieur de
ces bornes de complexité théorique.

Parallelement, I'extension des propriétés de co-
hérence locale au cas des réseaux de contraintes
pondérées a permis d'importants gains d’efficacité
pour les méthodes fondées sur le principe de sépara-
tion et évaluation. En fait, ces cohérences locales sou-
ples établissent de maniére incrémentale des mino-
rants permettant de couper dans I'arbre de recherche
et de guider les heuristiques.

Dans cet article, nous considérons la combinaison
d'une méthode exploitant la décomposition arbores-
cente avec le maintien d'une propriété de cohérence
locale souple pour résoudre des problemes de satis-
faction de contraintes pondérées. Linteraction com-
plexe entre ces deux mécanismes améene a consid-
érer différentes approches ayant différentes propriétés
théoriques. |l apparait que la combinaison la plus
prometteuse sacrifie un peu les bornes théoriques
pour une meilleure efficacité en pratique.

Introduction

dures en utilisant les techniques de renforcement de co-
hérence locale. Cela inclut en particulier les algorithmes
tels que Recursive Conditioning (RC) [6], Backtrack
bounded by Tree Decomposition (BTD) [28], AND-OR
Tree and Graph Search [22, 21], tous en relation avec
Pseudo-Tree Search [13].

Implicitement ou non, tous ces algorithmes exploitent
les propriétés des décompositions arborescentes [2] qui
capturent des informations d'indépendance structurelle,
dans le but d’obtenir des bornes de complexité en temps
et en espace pour ces algorithmes. La combinaison avec
la propagation des informations dures augmente les capac-
ités d'élagage dans I'arbre de recherche, conduisant a de
meilleures bornes de complexité en pratique en temps et
en espace a l'intérieur des bornes de complexité originales.
Notons cependant que dans le contexte d’une recherche ar-
borescente, ces bornes sont obtenues au prix d’'une restric-
tion sur I'ordre d’affectation des variables (voir [1] sur ce
sujet).

Dans ce papier, nous nous intéressons plus particuliere-
ment aux problémes d’optimisation exprimés dans le cadre
des réseaux de contraintes valuées ou pondérées [25]. Les
réseaux de contraintes pondérées offrent un cadre trés
général pour modéliser de nombreuses applications dans
des domaines variés tels quallbcation de ressourcg8],
la vente aux encherg23] et labio-informatique[26, 8.

Dans une premiére partie, nous montrons que, avec un
affaiblissement limité des bornes de complexité théorique
existantes, une combinaison particuliéere de décomposi-
tion arborescente et de recherche par séparation et éval-
uation peut étre définie. Dans une seconde partie, nous

Le traitement des modéles graphiques est un probléme irexploitons I'extension des cohérences locales au cas des
portant en Intelligence Artificielle. Ces derniéres annéesgéseaux de contraintes pondérées [24]. Cette extension a
pour résoudre les problémes de satisfaction, d’optimisatiqrermis d’améliorer I'efficacité des recherches par sépara-
et de comptage, plusieurs algorithmes ont été proposés diain et évaluation en utilisant des propriétés de cohérences
exploitent simultanément une décomposition arboresceni@cales de plus en plus fortes [4, 20, 19, 11]. Elles per-
du graphe du probléme et la propagation d'informationsettent de maintenir incrémentalement un minorant de



I'optimum du sous probléme courant et aussi de contribuer
a des ordres de choix de variables et de valeurs mieux
informés. Introduites dans une approche exploitant une
décomposition arborescente, elles devraient permettre une c4
amélioration de la complexité pratique en temps et en es-
pace et aussi une exploration arborescente mieux guidée.

Prises ensemble, ces deux parties impliquent un traite-
ment complexe des pondérations, conduisant a différentes
alternatives possibles, ayant chacune différentes propriétés
théoriques et différente efficacité en pratique.

0
‘@5‘ 7@\‘?’?5@'7“@

\ TN/
Nidectg

2 Cadre et notations

N

Un CSP binaire pondéré (WCSP) est un trigl&t D, W).
X = {1,...,n} est un ensemble de variables. Chaque
variablei € X a un domaine finD; € D de valeurs qui o
peuvent lui étre affecté. La taille du plus grand domaine
est notéed. W est un ensemble de contraintes souples, _
appelées aussi fonctions de colts. Une contrainte binaire
soupleW;; € W est une fonctiodV;; : D; x D; — [0, k]

ou k est un codt entier maximum donné correspondant a
une affectation complétement interdite exprimant ainsi UNigure 1: Le graphe de contraintes de linstance SCEN-
contrainte dure. Si elles n'existent pas, nous ajoutons dagg prétraitée par I'élimination des variables de degré in-
W des fonctions de colts unaires pour toutes les variabl§Sieur ou égal a deux) du probléme RLFAP recouvert par
telles quelV; : D; — [0, k] et aussi une contrainte d'arité sent clysters, ainsi que I'arbre de décomposition associé,
nulle W qui correspond a un colt constant que doit paygtnraciné au clustez1l. Le sous-probléme?s est mis en
n’importe quelle affectation. Toutes ces fonctions de Comévidence, avec un séparateiyr= {57, 72}. La contrainte

additionnelles retournent comme valeur initiale zéro, laisyy__ ., dansSs ne fait pas partie d&;. Notons également
. . pe . hY . z b o "
sant ainsi la sémantique du probléme inchangée. le séparateuss = {69} de Ps.

Le probleme est alors de trouver une affectation
complete de I'ensemble des variables de colt mini-
. : n 7 H A 2
MUM ' ming, 4y, an)efl, D:AWe + >ioq Wila;) +  (variables dont le retrait déconnecte les sous-problémes)
ZWHGW Wi;(ai,a;)}, ce qui correspond a un problemecelles obtenues en faisant l'intersection des deux clusters.

doptimisation NP-dur. Ceci est illustré par la Figure 1 ou le graphe d’un prob-
( XL(jE)glgigteu:zzrs?nr]e}tralgherscr?: l\J/ZC\:Z:aEISet eﬁﬁ: arétéme d’allocation de fréquences est recouvert par des clus-
’ P d &rs définissant une décomposition arborescente. Cette fig-

((:Z(;rjn) 22ﬁ{ozh:?buoiecs%g?éngeebézawr? hi gs/t dLe!?iﬁige-ar uF]e montre qu'il existe bien en dehors des problémes pure-
X . ) grap ) P ent aléatoires des problémes réels fortement structurés
arbre noté¢(C,T"). L'ensemble des noeuds de I'arbre est

. N N dont la décomposition arborescente s’avére exploitable.
notéC = {C4,...,C,,} ouC, correspond & un ensemble P P

de variables@, ¢ X) appelé regroupement ou clust@t Ceci est pa_rticuli\érement vrai_ (?ans I_e cas des pr_obl_émes

est I’ensemblg des arétes reliant les clusters et formént dr? conception ou la modylante ?St |mport.a'nte ansi que

arbre (un graphe acyclique connecté). L'ensemble des cl ans de nombreux problfemgs ou la localité (spatiale ou

. . ) : % mporelle) des données implique de telles structures.

tersC doit couvrir toutes les variables f, .- Ce = X)

et toutes les contrainte¥((, j) € E,3C. € Cs.t.i,j € La largeur d'arbre d’'une décomposition arborescente

C.). De plus, si une variablgapparait dans deux clustersdonnée(C, T) est égale anaxc, cc{|C.|} — 1, notéew

C. etCy, alorsi doit aussi apparaitre dans tous les clusterpar la suite. La largeur d’arbre* d’'un grapheG est la

Cy sur 'unique chemin allant d€. aC, dans(C, T). largeur d’arbre minimum parmi toutes les décompositions
L'intérét pratique de cette définition s’appuie sur le faitarborescentes d@ (aussi appeléérgeur induitede G).

gue tous les problémes acycliques peuvent étre résolus a&iaune racine’,. € C' est choisie, le nombre maximum de

de bonnes bornes de complexité théorique. Ainsi, une deariables apparaissant dans un chemin commencant par

composition arborescente découpe un probleme en sowst appelé la hauteur d’arbre de la décomposition. Trouver

problémes (clusters) organisés sous forme d'un graphe aayre décomposition ayant une largeur d’arbre minimum ou

cligue, avec pour variables reliant deux clusters adjacentme hauteur d’arbre minimum est un probléme NP-dur.



3 Exploitation d’une décomposition ar- contrepartie est que la mémoire nécessaire peut étre expo-
borescente nentielle dans la taille du plus grand séparateur.

Pour un WCSP donné, nous considérons une décompo§i—1
tion arborescent@C, T') enraciné arbitrairement au cluster
Cy. Nous notondrather(C..) (resp. SongC.)) le parent De facon traditionnelle, la recherche par séparation et
(resp. I'ensemble des fils) d&. dansT'. Le seéparateur de évaluation en profondeur d’abord est un algorithme de
C. estI'ensembles, = C,. N Father(C.). Lensemble des recherche arborescente qui exploite deux bornes. Dans le
variables propres d€'. est noteV, = C. \ S.. Remar- cas des WCSP, oui I'on cherche une solution de co(t mini-
quons que les ensemblEsdefinissent une partition d€.  mum, la meilleure solution trouvée jusqu’alors procure un
Pour chaque variablec X, nous dénotons pai] I'index  majorant de I'optimum. Durant la recherche, & un noeud
du cluster tel que € V;). donné de l'arbre de recherche, un mécanisme dédié per-

La propriété essentielle d’'une décomposition arboresnet de calculer un minorant du colt de n'importe quelle
cente est que l'affectation d&. sépare le probleme ini- affectation compléte sous ce noeud courant. Typiqguement,
tial en deux sous-problémes qui peuvent alors étre réskrsque la recherche commence, le majorant est soit égal
lus indépendamment. Le premier sous-probléme, Bpté au colt maximunk soit au colt de la meilleure solution
est défini par toutes les variables @g et toutes celles de trouvée par exemple par une recherche locale.
ses clusters descendants ddhet par toutes les fonctions  Dans le cas d’une combinaison directe d’'une décompo-
de colts impliquant au moins une variable propre de cestion arborescente avec une recherche par séparation et
clusters. Les contraintes restantes, ainsi que les variabkgaluation, telle qu’effectuée dans BTD appliqué aux prob-
sur lesquelles elles portent, définissent le sous-problen@mes d’optimisation [14], dés qu’un séparatéurest af-
restant. fecté, le probléeme correspondaft/A. est résolu comme

Cette propriété a été exploitée dans de nombreux aln sous-probléme indépendant du reste du probléme. Cela
gorithmes. Combinée au principe de recherche par ss8ignifie que son majorant initial est égata
paration et évaluation, cette propriété peut étre exploitée Ainsi, des algorithmes existants tels que BTD ou AND-
en restreignant I'ordre de choix des variables. Supposoi®@R Search n’imposent pas un majorant initial lorsqu’ils
que toutes les variables d’un clust€y soient affectées résolvent un sous-probléme. Bien que cela garantisse ef-
avant toutes celles restant dans ses clusters fils et pasongectivement que I'optimum deP./A. sera correctement
comme étant |'affectation courante. Alors, pour tout clusealculé, cela ne permet pas de disposer d’une coupe ini-
ter Cy € SongC,), et pour I'affectation courantdl; du tiale efficace. De plus, ce codt optimal, une fois combiné
séparateusSy, le sous-problemé’; sous l'affectationd;  avec le colt des clusters déja totalement affectés et avec des
(noté Py /Ay) peut étre résolu indépendamment du resteninorants existants des clusters restants non explorés peut
du probleme. Si la memoire le permet, de(t optimal trés bien dépasser le co(t de la meilleure solution trouvé
de Py /Ay peut étre mémorisé, ce qui signifie que le sousjusqu’alors, résultant en un effort d’optimisation inutile.
probléeme ne sera jamais résolu une seconde fois pour laDans ce cas, il peut étre plus efficace de commencer la
méme affectation ds. résolution deP, /A, avec un majorant initial non trivial

Si d est la taille maximum des domaindsJa hauteur obtenu en prenant la différence entre le majorant associé
d'arbre de la décomposition et la largeur d'arbre, cette au cluster pér‘PFather(ce et un minorant dGPFather(ce)
idée appliquée récursivement sans mémorisation garanseuf P,. Cependant, cefa peut avoir un effet de bord né-
gu’un clusterC, ne sera jamais visité plus de fois qli@ la  faste : aprés la résolution d’'un sous-probléme, si une solu-
puissance du nombre de variables dans le chemin allant tien avec un co(t strictement inférieur au majorant initial
la racine aC, (ses variables propres exclues). Cela donnest trouvé, alors cette solution est optimale et peut étre mé-
une garantie sur le nombre de noeuds visités qui est dominéorisée en tant que telle. Mais si aucune solution n’est
par O(d"). Cela concerne Pseudo-Tree Search et ANDouvée, nous avons alors seulement produit un minorant
OR Tree Search, qui ont été appliqués a la résolution dee I'optimum deP,./A.. Par la suite, nous mémorisons
WCSP dans [18, 22]. le minorant et le fait qu'il soit optimal dangBp, /4, et

Avec mémorisation, un clustét. ne sera jamais revisité Opt p, /4, respectivement, initialement misiaet faux
plus que le nombre d'affectations possibles de son sépara-Si la recherche revient plus tard sur le sous-probléme
teur S.. Connaissant le nombre de variables dénscela P./A., et méme si un minorant a déja été calculé, il peut
signifie que le nombre de noeuds est dominépal’*1), étre nécessaire de résoudre a nouveau le sous-probléme.
w + 1 étant la taille du plus grand cluster. Ceci donneCependant, puisque le minorant mémorisé sera nécessaire-
des algorithmes tels que RC avec mémorisation compléteent amélioré a chaque exploration Bg/A., le nombre
BTD et AND-OR Graph Search, qui peuvent étre considele résolutions successives est bornékpgat plus précisé-
érés comme des algorithmes d’apprentissage structurel. breent par I'optimum deP. /A..).

Exploitation de majorants améliorés



L'algorithme résultant a la méme complexité spatialeuelle valeuw telle quelV,;(a) + Wy est égal & peut étre
que BTD et le nombre de noeuds visités est borné pa&liminée.
O(k.d”*') ot w est la largeur d’arbre de la décomposi- A partir de cette description, on peut déja voir que méme
tion employée. Remarquons que parce que I'algorithmsi les opérations atomiques réaliséees lors du renforcement
exploite toujours une décomposition arborescente, le nord:une propriété de cohérence locale préservent le colt des
bre de noeuds est aussi dominé @dd") ot h est la hau-  affectations complétes, elles peuvent déplacer des colts
teur d’arbre de la décomposition (ainsi cela reste meillewntre clusters, invalidant alors les informations précédem-
que la recherche par séparation et évaluation standard ®ent mémorisées.

o(d™)).
N Projections et extensions binaires Déplacer des
4 Cohérence locale et décomposition colts entre fonctions de colts;; et W;(a) peut modifier
arborescente la distribution des colts (et par la les optima mémorisés)

des sous-problemes. Cela n’intervient que lorsggeet

Indépendamment des approches exploitant une décof¥;; sont associés a des sous-problémes différents, tels que
position arborescente, l'efficacité de la résolution depar exempldV,; € Cy etWry 69 € C5 dans la Figure 1,
WCSP a été largement améliorée ces derniéres annéssen particulier lorsque le premier cluster le plus proche
par I'exploitation d’extensions des cohérences locales auwe la racine qui contient Cf;;, est un ascendant dg;).
fonctions de colts [24]. Plusieurs cohérences locales dans ce cas, la distribution des coltsfg et de tous les
plus en plus fortes ont été définies depuis lors (cohérenseus-problémes ascendants jusgifia(mais ne I'incluant
souple de noeud et d'arc [24, 16, 20], cohérence d'amgas) est diminuée ou augmentée (en fonction du signe de
directionnelle compléte (DAC/FDAC) [5, 19, 4] et co- a).
hérence d’'arc existentielle (EDAC) [11]), amenant & des Nous mémorisons ces modifications de codts dans une
algorithmes de plus en plus efficaces. structure de données spécifiduecktrackableAWe (a). |l

Comme dans le cas classique, appliquer un renforcg-a un compteur pour chaque valeur de chaque variable
ment de cohérence locale sur un probléme initial produit etlans chaque séparateur (la méme variable pouvant appa-
temps polynomial un problem&quivalent ¢-a-d. définis- raitre dans plusieurs séparateurs). La complexité spatiale
sant la méme distribution de colts pour toutes les affedle cette structure est €nmnd).
tations completes, avec des domaines potentiellement plusinitialement, AW est mis & zéro. Lorsqu’une opéra-
petits. Cela peut aussi augmenter la valeur du minoragibn atomique est effectuée telle que décrite précédem-
Wy et des colts unaireld;(a) associés aux valeurs desment, tous les compteus ¢ (a) pour tous les sépara-
domaines. W deéfinit un minorant fort qui peut étre ex- teurs S, de Sj; jusqu'a Sy; (exclus) sont mis & jour :
ploite par les algorithmes de séparation et évaluation, tatkie (a) := AW¢ (a) + a.
dis que la mise a jour dé§;(a) peut servir ainformer des  Durant la recherche, lorsqu'un séparatéurest affecté
heuristiques de choix de variables et de valeurs. par une affectationi., nous pouvons obtenir le codt total

Dans notre cas, il estimportant de noter que le renforceyui a été déplacé hors du sous-problém¢A. en som-
ment de ces cohérences locales est fait par I'applicatiqgfant tous lesAT¢ (a) pour toutes les valeur§i, a) de
répétée d'opérations atomiques appeléesequivalence ['affectation du séparateud.. Cette somme sera utilisée
preserving transformationgl]. Si nous considérons deux pour corriger les minorants mémorisés. Elle est appelée
fonctions de coltdV;; et W;, une valeura € D; et un WPC/AC par la suite.
‘c:jgu::ﬁéqnuoeui g)L]OV‘;YfJ(ZSb?Igitﬁ t?)tﬂfli(ae) % §°”§g§'2§_ Par exemple, dans la Figure 1, nous avai§ p, /4, =

e LOULVq;a, g PEsS L AW?2,(a) + AW2,(b) avecAs = {(57,a), (72,b)}.

culs arithmétiques simples montrent que la distribution des
co(ts reste inchangée tandis que les colts peuvent avoir
bougés du niveau binaire au niveau unaire:sk 0 (ceci  Projection unaire Le renforcement de cohérence lo-
est appelé une Projection) ou du niveau unaire au niveau Igiale utilise un mécanisme similaire pour déplacer les colts
naire sia < 0 (ceci est appelé une Extension). Lors de ceges fonctions de colts unairés; vers le minorant du
opérations atomiques, n'importe quel codt au dessus de problémelV,. Dans le but d'éviter des problémes simi-
le colt maximum autorisé, peut étre considéré comme ifaires concernant la distribution des codts, nous répartis-
fini et ainsi ne pas étre affecté par la soustraction. Si auc@®nsiVy dans des fonctions de colts local€s associées
coQt négatif n’apparatt, et si tous les codts au dessus deaux clusters. Lorsqu’un codt unaire; est déplacé vers le
sont mis ak, alors le probléme résultant est toujours umiveau d’arité zéro, il est déplacer dam’éj]. Pour un sous-
probleme WCSP valide et équivalent au probléme initial. probléme donné’,, son minorant associé est obtenu en ad-

Le méme mécanisme peut étre appliqué au niveau unaidé@ionnant toutes les informations Iocallé/% pour tous les
pour déplacer des colts &i§; versWW. Enfin, n'importe  clustersC; dansP.. Cela définit un minorant local noté



W; Pour le probleme complet, ce minorant local est égal € D, d'une variablej € V5 U V7 est également éliminée
au minorant globalV. SiTWy + W, (v) > cub.

Pour tout sous-probléme stri¢t, e € {2,...,m} e Remarque sur Implémentation du filtrage :durant
toute affectationA., nous avons a disposition deux mi-peyploration du clusterC,, dés qu'un séparatelfi; de
norants, I'un produit par le mécanisme de memorlsatm@f € SongC.) est affecté, le minorant du sous-probléme
des minorants (B - A et l'autre produit L s .

, o UBrp./a. ,WPS/AG) __ P Py /Ay obtenu par propagatlom(’(;) est comparé a celui
par I'application de la cohérence Iocalﬁ/é,). Dans la obtenu par mémorisationZ@p, .1, — AW, a,). S
. o . JA; JA;)-
Su't?’ nous utilisons le maximum de ces q§ux qu,e%’e second minorant est strictement supérieur au premier,
noté lb(P./A.). Nous généralisons la définition Préce- | il est optimal Qptp, /4, vaut vrai), alors le sous-
3 N’ - = Fraf !
:tenr:ﬁrﬁ r:)'rrtzpor;zlﬁeue;;ggtsat?(;gbleﬂ?’eflee i(l)hran’tgl} probléme P;/A; est temporairement déconnecté de la
(P Ap o qu lr;) P IA Ui rend propagation (pas de filtrage des valeurs a lintérieur) et
(PefA) = W5 + 3 ¢ eSonsc,) DLy /Ay), quip son minorant est ajouté au minorant courtinf, dans le

en compte la cohérence locale et,. des que les Sépal’at% d’éliminer des valeurs d€. ou des autres clusters
sont complétement affectés, les minorants mémoriseés cgiiy ye C. en appliquant simplement la condition locale

respondants. . ' W; + Wi(a) > cub.

Par exemple, dans la Figure 1, soit =
{(57,a),(72,b),(69,¢)}, alors Ib(Ps/A) = W3 +
Ib(Ps/Ag) = W5 +maX{Wﬁg7 LBpq)a, _WPG/Aﬁ} — Filtrage a l'aide de coupes locales et globales A
W5 + max{W$ + ngaLBPG/AG — AWS(c)} avec l'intérieur d'un sous-problémtigne valeur peut étre élim-
Ag = {(69,¢)}. inée pour des raisons localeslgl, + W;(a) > cub mais

aussi, comme dans la méthode traditionnelle de séparation

) o ] et évaluation, pour des raisons globale$Vsj + W;(a) >
Filtrage a l'aide de coupes locales Le derniermé- ;. parce quaucune de ces deux conditions ninclut
canisme utilise dans I'application d’une cohérence localgytre, elles peuvent étre toutes les deux utiles. Cepen-
est I'élimination de valeurs ou filtrage. ,|C_:I, toute val_eurdant, la condition globale peut couper I'exploration d’un
a € D, telle queWy + W;(a) est supérieur au majo- cjysterC, de telle sorte que premiérement nous perdons la
rant qloba!guq (I,e codt de la meilleure §olutlon connue) garantie que si une solution est trouvée, elle est optimale,
peut étre eliminée. Pour un sous-problefMenous rem-  yais aussi la garantie qu’un meilleur minorant puisse étre
placons cette condition globale par une condition localgroqyit en cas d’absence de solution. Méme s'il est possi-
Wy + Wila) > cub ot Wy etcub sont les minorants pje grinférer un minorant valide en collectant les codts aux
et majorants du sous-problenfie en cours de résolution. feyjjlles de I'arbre d’exploration du sous-probléme courant,
Une meilleure regle de filtrage peut étre obtenue en prenagt nombre de résolutions successives d’'un méme Sous-
en compte les informations provenant de la cohérence '%‘robléme n'est plus borné paret la seule borne de com-
cale et des minorants mémorises d'une fagon similairgiexité sur le nombre total de noeuds visités res@ft).
au calcul delb(F./A) mais en faisant attention a ne pas| orsque la mémorisation des minorants est employée, cette
utiliser LBp, /4, Si Py inclut la valeura a éliminer (pour  ganproche est alors dominée en théorie (en temps et en es-
ne pas compter deux fois le méme ctiit(a) danng et pace) parles approches précédentes. Puisque le résultat des
dansLBp,,4,). Nous appliquons cette regle uniguemengexpérimentations (non reporté ici, voir [9]) n'a pas montré
sur les variables du sous-probléme courant de performances intéressantes, cette approche utilisant la

En faisant cela, nous assurons que toute valeur élindlouble coupgcondition locale et globale) n'est considéréee
inée dans un sous-problénie est aussi interdite dans tous que dans le cas ou il 'y a pas de mémorisation de mino-
les sous-problémes; inclus dansP.. Ainsi I'ensemble rants (Pseudo-Tree Search).
des valeurs éliminées pour un sous-probléReest en- Ci-contre, nous présentons le pseudo-code de
core valide dans tous les sous-problérfesels queCy €  l'algorithme Lc-BTDT qui exploite une décomposi-
SongC.), et toutes les propagations de colts effectuédmn arborescente et maintient une propriété de cohérence
durant I'exploration deC. sont encore valides lors de locale donnée par le paramétre. Cet algorithme utilise
I'exploration desC'; € SongC.). La preuve vient du fait notre amélioration des majorants initiaux (ligne 1), le
gue la différence entre les majorants et minorants courarfiirage des valeurs fondé sur les coupes locales et de fagon
décrofit de facon monotone le long d’un chemin allant de laptionnelle une mémorisation des minorants (lignes 2 et 3).
racine a une feuille de I'arbre de décomposition. L'appel initial estLc-BTD(@,C1,V4,k). Cela suppose un

Par exemple, dans la Figure 1, shit le sous-probléme probléme déja rendu Lc-cohérent. L'algorithme retourne
courant etd = {(57,a), (72,b), (69, c)} I'affectation par- I'optimum du probléme. La fonctiopop(S) retourne un
tielle courante. Toute valeur € D; d’une variablei € V5 €lément de5 et retire cet élément dg.
est éliminée sib(Ps/A) + W;(u) > cub. Toute valeur Lc-BTD™ ala complexité spatiale au pire cas habituelle



Function Lc-BTD™ (A,Ce,V cub) : integer DAC [22]. Dans ce cas, les coupes locales et glob-

if (V' =0)then ales sont utilisées pour éliminer des valeurs. Pour la co-
Si= SongCe) ; ) . ) hérence locale Lc, nous avons testé la cohérence de noeuds
[* Résouds tous les clusters fils dont I'optimum est mconm{NC-BTD+) et la cohérence d'arc directionnelle compléte

*/ -
while (S # 0 andib(P, /A) < cub) do (FDAC-BTD+).

C :=pop(S) /* Choix d'un cluster fils */ Tous les algorithmes sont implémentés dans 'Ie .Ian.gage
if (not(Optp,,4,)) then C et sont disponibles dans un logiciel d’optimisation
cub’ := cub — Ib(P./A) + 1b(Ps/Ay) ; en open source appelé oDLBAR (http://-
clb’ :=Lc-BTDH (4, Cy, Vy, cub’) ; carlit.toulouse.inra.fr/cgi-bin/
LBp;ja; i=clb' +AWp,/a, ; awki.cgi/SoftCSP ) qui accepte des fonctions de colts
Optpy/a, = (clb’ < cub’); binaires ou d’arité supérieure définies en extension par

un ensemble de n-uplets avec leur co(it associé. Les

return 1b(P./A); expérimentations ont été réalisées sur un XepghGHz

else _ _ ) avec4 GB.
i :=pop(V) I* Choix d’une variable non affectée */
I* Enumération des valeurs du domaineide ; Instances générées aléatoirement  Les classiques

while (d # @ andlb(P./A) < cub) do
a :=pop(d) /*Choix non-déterministe de valeur}/
Affectea ai et applique Lc suP. /A.;
if (Ib(Pe/AU{(i,a)}) < cub) then

problémes aléatoires non structurés ne présentent pas
d’intérét pour des approches exploitant une décomposition
arborescente, car pour ces problemes la largeur d'arbre est

cub = min(cub,Lc-BTDH(A U {(i,a)}, Ce, V, souvent_ procrle fju nombre tota[de variables. Nous avons
cub)); construit un générateur de problemes Max-CSP (chaque vi-
olation d’'une contrainte a un co(t de 1) aléatoires structurés

L return cub; par un arbre binaire de cliques. Les paramétres du modéle

sont(w, s, h',d,t) ol w + 1 est la taille des cliques; la
taille des séparateur®’ la hauteur de I'arbre de cliques,

des méthodes exploitant une décomposition arboresceni@ taille des domaines etla dureté des contraintes (pour-
c’est a dire exponentielle dans la taille du plus grand s&€ntage de n-uplets interdits). Le qombre total de variables
parateur. Parce qu'il utilise un majorant initial amélioréest €gal an = s + (w + 1 — 8).(.2h — 1). Notre méth-
présenté précédemment, le nombre de noeuds explorés @4¢ produisaqt une déCOFDPOSItIOH arborescente |d,ent|qu\e
borné paiO(k.d*+1). Grace a la coupe du principe de sé-a l'arbre de cliques, aboutit a une largeur d’arbre égale a
paration et évaluation, il est possible que seule une petite €t une hauteur d'arbre égaléha= h'(w + 1 — s) + .
fraction de I'espace théorique soit utilisé. Notre implémenNOUS avons généres et résolus des arbres de cliques avec
tation utilise donc une structure de donnée creuse (table ¢ = 9,7’ = 3,d = 5) pour différentes tailles de sépara-

hachage) pour mémoriser les informations des minorantdeurss € {2,5,7} et différentes duretés des contraintes
t € [30,90]% (uniqguement des instances sur-contraintes).

Les résultats reportés sont des moyenne$@imstances.
5 Résultats expérimentaux Tous les algorithmes (excepté VE) utilisent I'heuristique

dynamique de choix de variable®maine/degrdlocale-
Dans cette section, nous effectuons une comparaison ement a I'intérieur des clusters pour les méthodes exploitant
pirique de I'algorithmeLc-BTD™ avec I'algorithme BTD une décomposition arborescente). L’heuristique de choix
standard maintenant une propriété de cohérence locale devaleurs consiste a sélectionner la valeur ayant le colt un-
type Forward Checking (FC-BTD) [14], I'algorithme de aireW; le plus grand en premier. L'ordre des variables pour
recherche arborescente par séparation et évaluation en ppAC est I'ordre lexicographique. Lordre d’élimination
fondeur d'abord (MFDAC) [19], et enfin Variable Elim- de variables utilisé par VE et pour construire les décom-
ination (VE) [12], un algorithme de programmation dy-positions arborescentes est produit par I'heuristique Maxi-
namique ayant une complexité spatiale et temporelle anum Cardinality Search (MCS) [27] qui a une complexité
O(d“*1), sur des instances binaires (fonctions de coltnéaire enO(n + | E|), ou E est 'ensemble des arétes du
d'arité au plus deux) de problémes aléatoires et de prolgraphe de contraintes binaires. La racine de la décompo-
[émes issus du monde réel. sition est choisie de facon a minimiser la hauteur d’arbre.

Plusieurs version de notre algorithme peuvent étre cot-es temps CPU relevés ne prennent pas en compte le temps

sidérées : sans mémorisation (lignes 2 et 3 suppriméegpur calculer une décomposition arborescente (temps tou-
nous obtenons une variante de Pseudo-Tree Search, nérs inférieur a 10 ms sur toutes nos instances). Le temps
FDAC-PTS, amélioré par un maintien de cohérence loest limité a 5 minutes par instance (les instances non ré-
cale. Cet algorithme est similaire a I'algorithme AOMF-solues dans le temps imparti comptent pour un temps de
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Figure 2: Ratio de temps CPU entre FDAC-BTD+ et les autres méthodes (échelle logarithmique pour I'axe des y) €
nombre de minorants mémorisés (échelle linéaire pour I'axe des y dont la valeur maximum correspond a la borne théoriq
maximum) pour trouver et prouver I'optimalité de problémes aléatoires sous forme d’arbres binaires de cliques. Taille
des séparateurségale a 2, 5 et 7 (figures de haut en bas). Les algorithmes sont triés par efficacité croissante du pire (e
haut) au meilleur (en bas) a la dureté des contraintes90%. n, d, ¢, w eth sont le nombre de variables, la taille des
domaines, la connectivité du graphe des contraintes, la largeur d'arbre et la hauteur d’arbre respectivement.



RLFAP SuUB, SUB; SCEN-06 ment l'instance SCEN-06 et ses sous-instances ;S&tB
optimum 2669 3230 3389 SUB, (SUB, C SUB, C SCEN-06). Par rapport aux
nd,w,h | 14,44,13,14 | 22,44,19,21 | 100,44, 19,67 réglages précédents, nous utilisons le colt de la meilleure

ggtgﬁ_ﬁf tﬂggs #I(;B temps #;B temps | #.B solution connue (optimal) comme majorant global initial.
. i i i Un prétraitement de I'arbre de décomposition produit par

NC-BTD+ | 490 0 - 0 - - NSO s
FDAC-BTD+ 14 0 929 0 10.309 | 326 MCS (dont le temps de calcul est aussi inférieur a 10 ms
FDAC-PTS| 14 | n/a | 851 | n/a . n/a pour SCEN-06) est effectué pour fusionner les paires de
MFEDAC 14 nja | 984 | n/a ) n/a clusters adjacents ayant une taille de séparateur supérieure

strictement &. L'heuristique dynamique de choix de vari-
Table 1: Temps CPU en secondes (le symbole“-" signiables es@-sided Jeroslow-likelécrite dans [7]. Le clus-
fie que la limite des 10 heures de calcul a été atteinte) &r racine est celui qui maximise le produit des tailles de
mémoire en nombre de minorants mémorisés (#LB) poufomaines de ses variables. De cette maniére, les clusters
prouver l'optimalité d'instances RLFAP. racines de SCEN-06 et SYBont identiques (20 variables)

et contiennent la partie difficile du probleme. La limite sur

le temps de calcul est de 10 heures. Les mémes statistiques
résolution de 5 minutes). La figure 2 donne le ratio dgur le temps en secondes et la mémoire en nombre de mi-

temps CPU entre FDAC-BTD+ et les autres methodes eforants mémorisés (#LB) sont indiquées dans le Tableau
I'occupation mémoire en nombre de minorants mémoriség

pour les méthodes avec mémorisation (sans compter les

répetitions pour un méme sous-probleme). A nouveau, FDAC-BTD+ s’avére étre la méthode la

Pour des cohérences locales faibles telles que FC et GUs robuste Légerement dominée par FDAC-PTS sur
(qui produisent le méme minorant), notre majorant initia ‘instance SUB, il est le seul algorithme capable de

amélioré permet de réduire I'occupation mémoire au pri rouver l'optimalité de linstance compléte SCEN-06 en

de temps de calcul plus importants. Avec des cohérenc ins de 10 heures (au total 3 heures de calcul). La

!ocales plu_s fortes te_lles que FDAC, FDAC-BTD+ est tou'mémorisation, méme si elle est assez réduifs Mino-
jours parmi les algorithmes les plus performants et peut a

fants mémorisés pour un borne théorique d’environ un mil-

célérer la recherche de deux ordres de magnitude par rfW)'n(M), ces minorants sont utilisés 5.5M de fois durant

porta FC-BTD dans le cas d'une large taille de separateufs o cherche qui visite 16M de noeuds), c'est la seule dif-

1 : .
(3 des variables sont dans le cluster racine pous 7) férence (excepté aussi la politique de filtrage) par rapport

et d’'une forte dureté des contraintes (voir [17] pour ung lalgorithme FDAC-PTS qui n'a pas résolu le probléme
comparaison empirique entre Forward Checking et des cQans la limite des 10 heures de calcul (symbole “-*) mais
hérenqes Ioca!es exploitant les con?raintes futures). . PO‘L:{rterminé en environ deux jours de calcul. Variable Elimi-
deg . pe_t|te ou moyenneAde sepqrgteurs, la MeMOfstion m'a pu résoudre aucune instance a cause de la limite
sation des minorants semble étre un élément crucial PoYf, lespace mémoire deGB.

I'efficacité des méthodes, FDAC-PTS étant méme dominé
par FC-BTD et NC-BTD+ dans ce cas. MFDAC est in-
capable de résoudre des instances avec un grand nombr&0mparé aux travaux existants, dans [14], FC-BTD sans
de variables dans le cas de séparateurs de petite taille. ER@jorant global initial a résolu I'instance SYBn 122.933

fin, VE ayant une complexité indépendante de la dureté dé§condes (34 heures). AOMFDAC utilisant un ordre sta-
contraintes, il nécessite un temps et une taille de mémoikélue de choix de variables a résolu la méme instance en
constant (bornés pat’+! = 510 = 9,8 10°). Parmi toutes 47.115 secondes (13 heures)[22]. Ces deux résultats ex-
les instances résolues, le nombre maximum de résolutioR§imentaux ont été obtenus sur un Pentiun2|\¥ GHz
successives d’'un méme sous-probleMe@A, n'a jamais Mais ont utilisé un arbre de décomposition différent du
dépassé 1 pour FDAC-BTD+ etl7 pour NC-BTD+, bien hotre. Premierement résolu avec une approche fondée

loin de la borne théorique définie par le cotit optimal le plu§Ur un partitionnement du probléme (SUBtant la plus
grand, ici égal 202. grande sous-composante) [10], I'instance compléte SCEN-

06 a été aussi résolue par un algorithme dédié de program-

mation dynamique en 27.102 secondes (7,5 heures) sur
Instances issues d’un probléme du monde réel une station de travail DEC 2100 A500MP [15] (fréquence
Le probléme Radio Link Frequency Assignment Problende processeur supérieure a 200 Mhz, d’ou un temps con-
(RLFAP) [3] consiste a affecter des fréquences a un erverti d’environ% = 2.258 secondes). Cependant
semble de liens radio de telle fagcon que les liens puissenbtre approche est davantage générique, nous n’utilisons
fonctionner ensemble sans interférence notable. Certaingas de prétraitement spécifique aux probleme d’allocations
instances RLFAP peuvent étre naturellement traduites ele fréquence et la mémoire consommeée est plus réduite
CSP binaires pondérés. Nous étudions plus particulieré326 comparé a environ un million [15]).



6 Conclusion [8] S. de Givry, I. Palhiere, Z. Vitezica, and T. Schiex.
Mendelian error detection in complex pedigree using
Dans ce papier, nous avons proposé une recherche ar- weighted constraint satisfaction techniqueslGhP-
borescente de type séparation et évaluation en profondeur (5 workshop on Constraint Based Methods for Bioin-
d’abord qui exploite une décomposition arborescente et  formatics Sitges, Spain, 2005.
une propriété de cohérence locale. Parmi les approches po-
tentielles exploitant une décomposition arborescente, noufd] S. de Givry, T. Schiex, and G. Verfaillie. Combin-
avons trouvé que l'approche la plus prometteuse et aussi ing tree decomposition and local consistency in max-
la plus robuste consiste a combiner des majorants initi-  csps. INCP-2005 workshop on Preferences and Soft
aux améliorés, une cohérence locale forte, des minorants Constraints Sitges,Spain, 2005.
mémorisésorrigéset un filtrage des valeurs utilisant une . - ) .
coupe locale. L'algorithme résultant sacrifie un peu le§L0] S. de Givry, G. Verfaillie, and T. Schiex. Bounding
bornes de complexité théorique pour une meilleure efficac-  the Optimum of Constraint Optimization Problems.
ité en pratique (en temps et en espace), ce qui a été mon- N Proc. of CP-97 pages 405-419, Schloss Hagen-
tré sur des instances aléatoires et des instances issues du P€rg, Austria, October 29 - November 1 1997.
monde réel.

Nous avons présenté notre algorithme dans le cadre o{&é[]
CSP pondérés binaires. Notre approche est aussi applica-
ble a des contraintes souples non binaires, ouvrant la porte
a d'autres domaines tels que Max-SAT et MPE dans les
Réseaux Bayésiens. [12]
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