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TD 4

Les exercices marqués d’une étoile ne sont pas prioritaires.

Exercice 1.  Soit (X,,) une suite de variables aléatoires telle que pour tout n > 1, X,, suit
la loi uniforme sur {k/n, 1 < k < n}. Montrer que la suite (X,,) converge en loi vers la loi
uniforme sur [0, 1].

Avec la définition de la convergence en loi : soit f continue bornée. On a
. 1 n
[ fdp, =" fl/m)
’ k=1

— zn: /k:(kﬂ)/ﬂ f(k/n)dx —— / f(x

= /n n—00

par la convergence des sommes de Riemann (on peut mettre f(k/n) — f(z) + f(x) et utiliser continue
donc uniformément continue sur le compact [0, 1].)

Avec les fonctions caractéristiques. On a
1 n
Elexp(itX,)] = — xp(itk
exp(itX,)] = & 3 explitk/n)

= 717 Z (exp(it/n))k
k=1

1 exp(nit/n) —
n exp(it/n) —1

Le numérateur converge vers exp(it) — 1. Le dénominateur est équivalent a it/n, donc multiplié par n
il converge vers it. On a donc
exp(it) — 1

n—00 it

Elexp(itX,,)]

qui est bien la fonction caractéristique de la loi uniforme sur [0, 1].

Avec la fonction de répartition :si 0 <t <1, Fx, (t) = 3}, Liskm) = Dy Lin>w) = [tn]/n
qui converge vers t lorsque n tend vers 'infini.

Exercice 2. Soit A > 0. On considere pour tout entier n une variable aléatoire T}, de
loi géométrique de parametre p, = A/n. Montrer que T,,/n converge en loi vers une variable
aléatoire de loi exponentielle de parametre .

On rappelle que la fonction caractéristique de la loi géométrique de parametre p est ®(t) = #I;g)m

La fonction caractéristique de T),/n est donc

2 exp(it/n)
1—(1—2)exp(it/n)

On fait un développement limité des exponentielles a I’ordre 1 pour obtenir

(I)n(t) -

A(1+it/n+o(1/n)) A1 +it/n+o(1/n))

(I)n<t) - 1_ (1 B %)(1 + it/n—i— ()(1/71)) B A — it + 0(1)
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qui tend vers A/(A — it) qui est bien la fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre .

Exercice 3.*  Soit (U,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme
sur [0, 1]. Soit A et B deux boréliens de R disjoints et de mesure de Lebesgue respective finie
et strictement positive. On définit les deux suites de variables aléatoires discretes par

an Z]IA(nUk), Z ﬂUk

k=1

1. Montrer que la suite (X,,) converge en loi vers une loi de Poisson dont on précisera le
parametre.

Calculons la fonction caractéristique de X,,. On a
n
Elexp(itX,)] = Elexp (it Y 1a(nUy))]
k=1
n

= E[]] exp (it1a(nUy))]
k=1

On utilise I'indépendance des Uy.

Elexp(itX,)] H Elexp (it 4(nUyg))]
k=1

1 n
/ exp(itl 4 nu))du)
0
—/ exp It]lA(l')>d2>

n Jo

/ exp(it)dv + — ! dv) '
[0,n]NA n J[o,njnAe
A([0,m)NA)  A([0,n] N A x
n N n )
A([0,n] N A)

n

/N

—

/\/‘\
Z\H

= (exp(it)

= (1+ (exp(it) —1) )"
ou A est la mesure de Lebesgue sur R. Cette quantité converge quand n tend vers I’'infini vers
exp ((exp(it) — 1)A\(A)) qui est la fonction caractéristique de la loi de Poisson de parameétre A(A).

2. Montrer que le couple (X,,,Y,,) converge en loi vers un couple de variables aléatoires
indépendantes.

Comme (Y},) est construit de la méme fagon que (X,,), on a également la convergence en loi de
Y, vers la loi de Poisson de parametre A\(B). Calculons la fonction caractéristique du couple

(Xn: 5/71) On a

n n
Elexp(itX, +isY,)] = Elexp (it Y 1a(nUy) +is > 1(nUy))]
k=1 k=1
n

= E[H exp (it1 a(nUy) + islp(nUy))]
k=1

On utilise I'indépendance des Uy, et leur identité en loi.

Elexp(itX, + isY;)]
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n

=[] Elexp (itha(nUy) + islp(nUy))]
k=1

- (/01 exp(iﬂlA(nu))exp(is]lB(n“)>du)n

- (% ./on exp(itl 4(v)) exp(is]lB(/U))dv> ’

1

: 1 s
= (7 / exp(it) exp(islp(v))dv + — CXp(it]lB(’l}>)d1J>n
n Jjo,nnA n J{o,njnAc

On utilise maintenant que A et B sont disjoints
Elexp(itX,, + isYy)]
1 7r , 1/ , 1
= <f / exp(it)dv + — exp(is)dv + — /
[0,n]NA n.Ji

n. n Jjo,n)nB
A([0,n] N A)
n

dv)n
0,n]NANBe
A([0,n] N B) . A([0,n] N AN B°)

n n

A([0,n] N A) + (exp(is) — 1) A([0,n] N B)>n

+ exp(is)

)TL

= (exp(it)
= (1 + (exp(it) — 1)

Cette quantité converge quand n tend vers l'infini vers exp ((exp(it) — 1)A\(A4)) + (exp(is) —
1)A(B))) = exp ((exp(it) — 1)A(A)) exp ((exp(is) — 1)A(B)) qui est le produit des fonctions
caractéristique de la loi de Poisson de parametre A(A) et de celle de parameétre A\(B). D’ou la
convergence du couple vers un couple de lois de Poisson indépendantes, puisque la fonction
caractéristique est de forme produit.

Exercice 4.  Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme
sur Uintervalle [0, 1]. Soit Y,, = min{ Xy, -+, X, }.
1. Calculer la fonction de survie de Y,,. En déduire sa fonction de répartition.
P(Y, > t) = P(min{Xy,--- , X, } >t) =P(X; > t,--- , X, >t) =P(X1 > )" = (1 — )" pour
0 <t <1 en utilisant I'indépendance et 'identité en loi. La fonction de répartition est donc
P(Y,<t)=1-P(Y,>t)=1—(1—1%)" pour 0 <t <1
2. Montrer que nY,, converge en loi vers la loi exponentielle de parametre 1.

On utilise la caractérisation de la convergence en loi par les fonctions de répartition. On a
P(nY, <t) =PY, <t/n) =1-(1—1t/n)" qui converge vers 1 — exp(—t), la fonction de
répartition de la loi exponentielle de parametre 1.

Soit (V,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi binomiale de parametre respectifs
(n,p) avec 0 < p < 1, indépendante de la suite (X,,). Soit Z, = nYy,.
3. Calculer la fonction de répartition de Z,.

On a
P(Z, <t)=P(nYn, <t)=P(Yn, <t/n)=>71_oP(N, =k,Yy <t/n). On utilise I'indépen-
dance de (N,) et (X,,) pour avoir
P(Zn < 1) = Yo P(Ny = K)P(Yi < t/n) = Yy CpF(L = p)n*(1 = (1 — t/m)")
n e k/‘ n—=k
= 1= 0 Ch(p(1 —t/n))" (1 —p)*~*
=1—(p(1—t/n)+1-p)" =1—(1—tp/n)"
4. Montrer que Z,, converge en loi vers la loi exponentielle de parametre p.

La fonction de répartition de Z,, converge vers 1 — exp(—tp) qui est la fonction de répartition de
la loi exponentielle de parametre p.
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Exercice 5.*  Soit (X,,) et (Y;,) deux suites de variables aléatoires réelles définies sur le méme
espace et convergeant en loi respectivement vers les variables aléatoires X et Y.
1. On suppose que pour tout n, X,, est indépendant de Y,, et que X est indépendant de Y.
Montrer que X,, +Y,, converge en loi vers X + Y.

Par indépendance, on a ®x, 1y, = Px, Py, qui tend vers Px Py = Ox,y.

2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre
1/2. On pose, pour tout n > 1, X;, = X + 1/net Y, = (1 — X) — 1/n. Montrer que
les suites (X,,) et (Y;,) convergent en loi respectivement vers X et Y mais que le couple
(Xn,Y,) ne converge pas en loi vers (X,Y).

Les suites (X,,) et (Y},) convergent presque stirement vers X et 1 — X respectivement, d’ou la
convergence en loi en remarquant que Y et 1 — X ont la méme loi.

La suite X,, + Y, est constante égale a 1, donc elle converge en loi vers 1 qui n’est pas la loi de
X 4+Y. donc le couple ne converge pas en loi.

Exercice 6.*  Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et de méme loi de fonction de répartition F'. On définit pout tout
n Z 1 les variables In = minlgign{Xi} et Mn = maxlgign{Xi}.

1. Exprimer la fonction de répartition de I,, et M,, en fonction de F.

Par indépendance et identité en loi, on a P(I,, > t) =P(X; > ¢t,..., X,, > t) = (1 — F(t))". Donc
Fr,(t)=1-(1-F())".
P(M, < 1) =P(X1 <t,...,Xn <) = F(t)". Donc Fyr, () = F(t)".

2. Etudier la convergence simple des fonctions de répartition de I, et M,,.

Fr,(t)=1—(1—F(t))" tend vers 0 si F'(t) =0 et vers 1 si 0 < F(t) < 1.
Far, (t) = F(t)" tend vers 0si 0 < F(t) < 1 et vers 1 si F(t) = 1.

3. Soit t_ = inf{t; F'(t) > 0}. Que dire de la convergence en loi de I,, sit_ > —o0,sit_ = —00
?

Sit_ > —o0, alors FJ, converge vers 1|;_ . en tout point de continuité de cette fonction. C’est
la fonction de répartition de la masse de Dirac en t_, donc (I,,) converge en loi vers &;_.
Sit_ = —o0, alors Fy, converge vers 1 en tout point. Ce n’est pas une fonction de répartition,
donc il n’y a pas de convergence en loi de la suite (I,,).

4. Soit t; = inf{¢; F(t) = 1}. Que dire de la convergence en loi de M, si t; < 400, si
ly =400 7
Sity < +o0, alors Fiy, converge vers 1, o en tout point de continuité de cette fonction.
C’est la fonction de répartition de la masse de Dirac en ¢, donc (M,,) converge en loi vers dy, .
Si t4 = 400, alors Fyy, converge vers 0 en tout point. Ce n’est pas une fonction de répartition,
donc il n’y a pas de convergence en loi de la suite (M,,).

Exercice 7.  Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et de méme loi de fonction de répartition F'. On appelle mesure
empirique de (Xi,...,X,) la loi de probabilité (aléatoire)

1
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1. Calculer P, (] — o0, t]) pour tout ¢t € R.
PHG - OO,tD =n! ZZ:l 6Xk G - Oovﬂ) =n! ZZ:l ]l]foc,t](Xk)

2. Montrer que P, (] — 00, t]) converge lorsque n tend vers I'infini et donner sa limite.

Les variables aléatoires 1j_ 4 (X)) sont indépendantes, de méme loi et intégrables d’espérance
E[1)_oo,q(Xk)] = P(Xy < t) = F(t), a t fixé. La loi des grands nombres dit que P, (] — oo, 1]) =
n YR, ]l],ooﬂ(X 1) converge P-presque stirement quand n tend vers U'infini vers F'(t).

3. En déduire que P-presque stirement la suite (IP,,) converge en loi vers la loi de fonction de
répartition F'.

On a pour tout ¢, P(P,(] — co,t]) — F(t)) = 1. On veut

P(Vt € R point de continuité de F,P,(] — co0,t]) — F(t)) = 1. Pour conclure, il faut montrer
qu’on peut choisir 'ensemble de mesure pleine sur lequel on a la convergence indépendamment
de t. On a P(Vt € Q point de continuité de F,P,(] — oo,t]) — F(t)) = 1 car 'union d’ensembles
de mesure nulle reste de mesure nulle, et c’est suffisant pour avoir le résultat par continuité a
droite de F' et P, (] — oo, t]).

Exercice 8. Quel est le nombre minimum de lancers nécessaires avec une piece équilibrée
pour que la fréquence de “Pile” observées soit comprise entre 0.4 et 0.6 avec probabilité 0.95 7

Soit X, le résultat du n-eme lancer : X,, =1 si on a obtenu pile, 0 sinon. La fréquence observée de
pile est S, /n =1/n>7_; Xi. Les (X,,) sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de
Bernoulli de parametre p = 1/2 qui admet un moment d’ordre 2 et a pour variance 1/4. On peut donc
utiliser le théoréme central limite et utiliser ’approbation normale. Soit Y ~ N (0,1), on a

P(0.4 < S, /n <0.6) =P(|S,/n—1/2| <0.1)

P(y/n/Var(X)|S,/n —1/2| <0.1y/n/Var(X))

~P(|Y] < 0.2¢/n)
29(0.2y/n) — 1.

Donc 0.2y/n = 1.96 et n = (1.96/0.2)? = 96.04. 1l faut donc 97 lancers.

Exercice 9. Le jour d’une élection, on effectue un sondage a la sortie des urnes sur un
échantillon de 1000 personnes, 52% répondent avoir voté pour A et 48% avoir voté pour B.
1. Donner un intervalle de confiance & 95% de la proportion de votes en faveur de A

Soit p la probabilité de votes pour un candidat et X,, la fréquence observée des votes sur une
population de taille n. On a vu en cours que l'intervalle de confiance de niveau « est

[X7L_H—1<1—&2—(x> Xn,(ln—Xn,);Xn+H_1(142—04> Xn(ln—X,,,)]

Pour A, on obtient [0.52— 1.96,/0.52 x 0.48/1000; 0.52+ 1.96,/0.52 x 0.48,/1000] = [0.489, 0.551]

2. Donner un intervalle de confiance a 95% de la proportion de votes en faveur de B

Pour B, on obtient
[0.48 — 1.96,/0.52 x 0.48/1000; 0.48 + 1.96+/0.52 x 0.48/1000] = [0.449, 0.511]
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3. Le sondage permet-il d’annoncer la victoire de A avec 95% de certitude ?
Non car les intervalles de confiance se recoupent.

4. Quel est le nombre minimal de personnes a sonder pour pouvoir annoncer la victoire de A
avec 95% de certitude, en supposant toujours 52% de réponses favorables ?

On doit avoir des intervalles disjoints, donc

0.48 4+ 1.961/0.52 x 0.48/n < 0.52 — 1.961/0.52 x 0.48/n
< 2% 1.964/0.52 x 0.48/n < 0.52 — 0.48

0.52 x 0.48/n < (0.52 — 0.48) /(2 x 1.96)
& n > 0.52 x 0.48((2 x 1.96)/(0.52 — 0.48))?2
< n > 2397.1 Le nombre minimum est 2398.

Exercice 10.*  Quand une machine mettant des médicaments en sachets est bien réglée, le
poids d'un sachet suit une loi de moyenne m = 2.5¢ et d’écart-type ¢ = 0.1g. Lors d'un controle
de fabrication, le poids d'un lot de 100 sachets s’est élevé a 242g. Peut-on conclure, avec 95% de
certitude, a un déreglement de la machine 7

On fait une approximation normale pour la loi d’un lot de 100 sachets en utilisant le TCL. Soit X}, le
poids du k-éme sachet. Le poids total est Sjgg = 32520 i—1 k- Les X} sont indépendants et de méme loi
admettant un moment d’ordre 2, donc on peut utiliser le TCL. On obtient que (X100 — E[X1])1/100/02

suit approximativement une loi normale centrée réduite. Un intervalle de confiance & 95% pour la

X — 1. X
[ 100 96\/ 100+ 1 96\/10 1

= [2.42 — 0.0196;2.42 + 0.0196]
= [2.40;2.44]

moyenne est

m n’est pas dans cet intervalle, donc on peut affirmer avec 95% de certitude que la machine est déréglée.

Exercice 11.  En France métropolitaine en 2014 on a recensé 399284 naissances de garcons et
381883 naissances de filles. Ces chiffres sont-ils compatibles avec I'hypothese d’équi-probabilité
des naissances avec 95% de certitude ?

Soit X,, = 1 si la n-éme naissance est une fille, 0 si ¢’est un garcon. Les X,, sont indépendantes et
de méme loi de Bernoulli de parametre p. On peut utiliser 'approximation normale pour obtenir
un intervalle de confiance & 95% pour p. Soit n = 399284 + 381883 = 781167 et X,, = 381883 /n.
L’intervalle de confiance est

[XRH1(1+Q> 7”(1—Xn);yn+n,1<1+a> X,L(1X”)]

2 n 2 n

= [0.4889 — 1.96 % 0.00057; 0.4889 + 1.96 * 0.00057]
= [0.4883;0.4894)].

Cet intervalle ne contient pas 1/2, donc a 95% de certitude on peut rejeter ’hypothese d’équi-probabilité
des naissances.



