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Chapitre 2

Variables Aléatoires

Dans cette section, on introduit la notion de variable aléatoire. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé
et (E, E) un espace probabilisable.

2.1 Définition

Définition 2.1.1. Une variable aléatoire X sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E) est une
application mesurable de (Ω,F) dans (E, E) telle que

∀A ∈ E , X−1(A) ∈ F .

On note alors l’événement “X appartient à A” par

X−1(A) = {ω ∈ Ω;X(ω) ∈ A} = (X ∈ A).

Dans toute la suite de ce cours, on ne considèrera que les deux cas suivants
1. (E, E) = (R, B(R)), on parle alors de variable aléatoire réelle,
2. (E, E) = (Rd, B(Rd)), on parle alors de vecteur aléatoire.

D’autres cas sont cependant possibles, comme des variables aléatoires à valeurs dans des espaces
de fonctions (on parle alors de processus stochastique) ou même des variables aléatoires à valeurs
dans des ensembles de mesures (on parle alors de mesures aléatoires). Vous verrez des exemples
en M1 pour celles et ceux qui choisiront un cursus proba-stat.

Exemple 2.1.1. On lance deux fois une pièce. On modélise cette expérience par Ω = {P, F}2

muni de la tribu de ses parties et de la loi uniforme. On considère les applications X1 et X2
de Ω dans R définies par

— X1(ω1, ω2) = 1P (ω1) le nombre de P au premier lancer,
— X2(ω1, ω2) = 1P (ω2) le nombre de P au deuxième lancer.

Alors X1 et X2 sont des variables aléatoires réelles à valeurs dans {0, 1}.

Exemple 2.1.2. Soit Ω =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue λ.
On définit l’application X de Ω dans R par X(ω) = − log(ω). Cette application est continue
donc mesurable. Ainsi X est une variable aléatoire.

Proposition 2.1.1. Soit X sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E) et h une fonction mesurable de
(E, E) dans (G,G). Alors h(X) est une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (G,G).

Démonstration. Une composée de fonctions mesurables est mesurable.
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4 CHAPITRE 2. VARIABLES ALÉATOIRES

Exemple 2.1.3. On reprend l’exemple 2.1.1 du lancer de pièce. Soit les applications h1 et h2
de (E, E) = ({0, 1},P({0, 1})) dans (G,G) = ({0, 1}2,P({0, 1}2)), et h3 de (G,G) dans (G,G)
définies par

h1(x1) = (x1, 0),
h2(x2) = (0, x2),
h3(x, y) = x+ y.

Ces trois applications sont mesurables. Soit Y = (X1, X2) le vecteur nombre de P au premier
lancer, nombre de P au deuxième lancer. Comme Y = h3(h1(X1), h2(X2)), Y est une variable
aléatoire à valeurs dans (G,G).
Soit h4 de (G,G) = ({0, 1}2,P({0, 1}2) dans (H,H) = ({0, 1, 2},P({0, 1, 2}) définie par

h4(x, y) = x+ y.

Alors Z = X1 +X2 = h4(X1, X2) est une variable aléatoire réelle.

Plus généralement, le vecteur X = (X1, · · · , Xd) est un vecteur aléatoire si et seulement si chacune
de ses coordonnées est une variable aléatoire (les applications coordonnées sont mesurables).

Définition 2.1.2. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E). La loi de
X, notée PX est la mesure image de P par X

∀A ∈ E , PX(A) = P(X ∈ A) = P(X−1(A)) = P({ω ∈ Ω;X(ω) ∈ A}).

Proposition 2.1.2. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E). La loi
de X est une loi de probabilité sur (E, E).

Démonstration. Pour tout A ∈ E , par définition PX(A) = P(X ∈ A) ≥ 0 donc on a bien une
application de E dans R+. De plus, PX(E) = P(X ∈ E) = P(Ω) = 1 et si (An)n∈N est une suite
d’événements deux à deux disjoints de E , alors (X ∈ An)n∈N est une suite d’événements deux à
deux disjoints de F , donc

PX

( ⋃
n∈N

An

)
= P

(
X ∈

⋃
n∈N

An

)
= P

( ⋃
n∈N

(X ∈ An)
)

=
∑
n∈N

P(X ∈ An) =
∑
n∈N

PX(An),

on a bien la propriété de σ-additivité, donc PX est bien une probabilité sur (E, E).

En pratique, on confond souvent une variable aléatoire et sa loi. Si X = (X1, · · · , Xd) est
un vecteur aléatoire, on appelle également la loi de X la loi jointe du vecteur et les lois des
coordonnées Xi (ou de sous-vecteurs) les lois marginales.

Exemple 2.1.4. Dans l’exemple des pièces,X1 etX2 sont à valeurs dans (E, E) = ({0, 1},P({0, 1}).
On peut donc complètement décrire leur loi

A ∈ P({0, 1}) A = ∅ A = {0} A = {1} A = E

P(X1 ∈ A) P(∅) = 0 P({FP, FF}) = 1
2 P({PP, PF}) = 1

2 P(Ω) = 1

P(X2 ∈ A) P(∅) = 0 P({PF, FF}) = 1
2 P({PP, FP}) = 1

2 P(Ω) = 1

PX1 et PX2 sont donc toutes les deux la loi uniforme sur ({0, 1},P({0, 1}). Remarquons que
les lois de X1 et X2 sont égales mais X1 ̸= X2.
La variable aléatoire Y est à valeurs dans (G,G) = ({0, 1}2,P({0, 1}2)). On a
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A ⊂ E A = {(0, 0)} A = {(0, 1)} A = {(1, 0)} A = {(1, 1)}

P(Y = A) P({FF}) = 1
4 P({FP}) = 1

4 P({PF}) = 1
4 P({PP}) = 1

4

Il s’agit encore de la loi uniforme sur E.
Pour Z, elle est à valeurs dans (H,H) = ({0, 1, 2},P({0, 1, 2}))

A ⊂ E A = {0} A = {1} A = {2}

P(Z = A) P({FF}) = 1
4 P({PF, FP}) = 1

2 P({PP}) = 1
4

On a donc complètement décrit la loi de Z.

Exemple 2.1.5. Soit Ω =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue λ et
X la variable aléatoire X(ω) = − log(ω). Elle est à valeurs dans R+. Soit A un borélien de
R+, on a

P(X ∈ A) = P({ω ∈]0, 1]; − log(ω) ∈ A})
= λ{ω ∈]0, 1]; − log(ω) ∈ A}

=
∫
{ω∈]0,1];− log(ω)∈A}

dω

=
∫

A
e−udu,

en faisant le changement de variable u = − log(ω).

Définition 2.1.3. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E).
— On dit que la loi de X est discrète si c’est une combinaison linéaire finie ou dénombrable

de masses de Dirac. On dit alors que X est une variable aléatoire discrète.
— On dit que la loi de X est absolument continue si elle admet une densité par rapport à

la mesure de Lebesgue sur E. On dit alors que X est une variable aléatoire absolument
continue, ou une variable aléatoire à densité.

Exemple 2.1.6. Les variables aléatoires X1, X2, Y et Z de l’exemple de pile ou face sont
toutes des variables aléatoires discrètes. On peut en effet écrire leur loi comme

PX1 = PX2 = 1
2δ0 + 1

2δ1,

PY = 1
4δ(0,0) + 1

4δ(0,1) + 1
4δ(1,0) + 1

4δ(1,1),

PZ = 1
4δ0 + 1

2δ1 + 1
4δ2.

Exemple 2.1.7. Soit Ω =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue λ et
X la variable aléatoire X(ω) = − log(ω) de l’exemple 2.1.5. On a vu que

P(X ∈ A) =
∫

A
e−udu,

pour tout A borélien de R+. On en déduit que la loi de X a pour densité e−u1u≥0 par rapport
à la mesure de Lebesgue. X est donc une variable aléatoire absolument continue.
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Contre-Exemple 2.1.1. Toujours avec les notations de l’Exemple 2.1.5, on pose Y = min{X, 1} =

X ∧ 1. On note de plus {1 ∈ A} = {ω ∈ Ω; 1 ∈ A} =
{

Ω, si 1 ∈ A

∅, si 1 /∈ A
. Calculons la loi de Y .

On a

P(Y ∈ A) = P(X ∧ 1 ∈ A)

= P
({
X ∧ 1 = 1

}
∩
{
1 ∈ A

}
∪
{
X ∧ 1 = X

}
∩
{
X ∈ A

})
= P({X ≥ 1} ∩ {1 ∈ A}) + P({X ≤ 1} ∩ {X ∈ A})

car P(X = 1) = 0. On a donc

P(Y ∈ A) = 1A(1)
∫

[1,+∞[
e−udu+

∫
A∩[0,1[

e−udu

= 1A(1)e−1 +
∫

A∩[0,1[
e−udu.

On a en particulier
P(Y = 1) = P(X ≥ 1) = e−1 > 0.

La variable aléatoire Y a donc une partie densité sur ]0, 1[ et une partie discrète en 1. Ce n’est
ni une variable aléatoire absolument continue ni une variable aléatoire discrète.

2.2 Exemples de variables aléatoires, lois usuelles

On donne maintenant une liste des lois les plus courantes ainsi que quelques unes de leurs
propriétés de base.
Loi de Bernoulli B(p) Il s’agit de la loi correspondant à un tirage avec une issue favorable et une

issue défavorable, le paramètre p correspond à la probabilité de réussite (issue favorable),
X(Ω) = {0, 1},

P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1 − p.

0 2
0

0.5

1

0 2
0

0.5

1

0 2
0

0.5

1

Figure 2.1 – Schéma de Bernoulli de paramètre B(0.5), B(0.1) et B(0.7)

Loi Uniforme discrète U(E) sur un ensemble fini E de cardinal n, ∑i∈E δi/n. C’est le résultat
d’un tirage avec équi-probabilité, par exemple si n = 6 le lancer d’un dé non truqué. Si
A ⊂ E,

P(X ∈ A) = |A|
|E|

.
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Figure 2.2 – Loi uniforme U({0, 1, 2, 3}), U({2, 4, 6, 8}) et U({−1, 0, 1, · · · , 10})

Loi Binomiale B(n, p) X représente le nombre de tirages favorables lors de n tirages avec remise
dans une urne contenant une proportion p de boules favorables et 1−p de boules défavorables,
X(Ω) = {0, 1, · · · , n},

P(X = k) =
(
n

k

)
pk(1 − p)n−k.
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Figure 2.3 – Loi Binomiale de paramètre B(15, 0.1), B(15, 0.5) et B(15, 0.7)

La loi Binomiale B(1, p) est la loi de Bernoulli de paramètre p.
Loi Multinomiale M(n,m, p1, · · · , pm) X = (X1, · · · , Xm) suit la loi multinomiale si Xi est le

nombre de boules de la couleur i tirées lors de n tirages avec remise dans une urne avec
des boules de m couleurs et une proportion pi de boules de la couleur i

P(X = (n1, · · · , nm)) = n!
n1! · · ·nm!p

n1
1 · · · pnm

m ,

n1 + · · · + nm = n. Chaque Xi suit la loi binomiale B(n, pi).
Loi Hypergéométrique H(n,N1, N) X suit la loi hypergéométrique si c’est le nombre de boules

favorables tirée lors de n tirages sans remise dans une urne contenant N boules dont N1
favorables (et N2 = N −N1 défavorables),
X(Ω) = {0 ∨ (n−N2), · · · , n ∧N1},

P(X = k) =
(N1

k

)( N2
n−k

)(N
n

) .

Si N et N1 tendent vers l’infini avec p = N1/N on retrouve la loi binomiale (le sans remise)
ne joue plus sur une urne infinie).

Loi Géométrique G(p) C’est la loi du premier succès : on réalise une succession de tirages
(indépendants) à une issue défavorable et une issue favorable. C’est le rang du premier
succès, X(Ω) = N∗,

P(X = n) = (1 − p)n−1p.
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Figure 2.4 – Loi géométrique de paramètre G(0.1), G(0.3) et G(0.5)

Loi de Poisson P(λ) On l’utilise pour des événements discrets rares, X(Ω) = N,

P(X = n) = e−λλ
n

n! .

La loi binomiale de paramètres (n, pn) avec pn = λ/n converge vers la loi de Poisson de
paramètre λ (ce qui justifie la notion d’événement rare).
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Figure 2.5 – Loi de Poisson de paramètre P(0.5), P(4) et P(10)

Loi uniforme continue Soit E un sous-ensemble de R ou Rd de mesure de Lebesgue finie. La loi
uniforme continue sur E est la loi de densité 1E/λ(E) par rapport à la mesure de Lebesgue
sur R ou Rd. Si A est un borélien de E

P(X ∈ A) =
∫

A

1E(x)
λ(E) dx = λ(A)

λ(E) .
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Figure 2.6 – Loi uniforme U([0, 1]), U([2, 7]) et U([1, 2] ∪ [3, 4])

Loi exponentielle E(λ) C’est une loi positive qui modélise des durées de vie d’objets (ampoule,
composant électronique, . . .) ou des temps d’attente. C’est une loi de densité

λ exp(−λx)1x≥0.
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Figure 2.7 – Loi exponentielle de paramètre E(1), E(2) et E(0.3)

Loi normale ou Gaussienne N (m,σ) C’est la loi qui a pour densité

1
σ

√
2π

exp(−(x−m)2/2σ2).

Attention, selon les auteurs on paramétrise cette loi par moyenne/variance ou moyenne/écart
type. Elle est universelle en un sens qu’on verra à la fin du semestre (Théorème centrale
limite).
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Figure 2.8 – Loi normale de paramètre N (0, 1), N (0, 3) et B(5, 0.6)

Loi normale multi-dimensionnelle N (m,Σ) oùm est un vecteur de dimension d et Σ une matrice
carrée de taille d définie positive. Elle a pour densité sur Rd

1
det(Σ)1/2(2π)d/2 exp(−(x−m)tΣ−1(x−m)/2).

On manipulera cette loi surtout au semestre prochain (on parle de vecteurs gaussiens).

2.3 Indépendance de variables aléatoires
La notion d’indépendance peut-être définie également pour les variables aléatoires. Pour cela, on
a besoin de définir la tribu engendrée par une variable aléatoire.

Proposition 2.3.1. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E). Alors
FX = X−1(E) = {X−1(A);A ∈ E} est une sous-tribu de F sur Ω. On l’appelle la tribu
engendrée par la variable aléatoire X. On la note σ(X).

Démonstration. Montrons que c’est une tribu.
1. X−1(∅E) = (X ∈ ∅E) = ∅Ω donc ∅Ω ∈ FX .
2. Soit B ∈ FX . Par définition, il existe A ∈ E tel que B = X−1(A) = (X ∈ A). Alors
Bc = (X ∈ A)c = (X /∈ A) = (X ∈ Ac) = X−1(Ac), donc Bc ∈ FX car Ac ∈ E .
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3. Soit enfin une suite (Bn)n∈N d’événements de FX . Il existe une suite (An)n∈N d’événements
de E telle que Bn = (X ∈ An) pour tout n ∈ N. Alors ⋃n∈NBn = ⋃

n∈N(X ∈ An) = (X ∈⋃
n∈NAn). Comme ⋃n∈NAn est dans E qui est une tribu, alors ⋃n∈NBn est dans FX .

On a donc montré que FX est une tribu sur Ω.

Exemple 2.3.1. Reprenons l’exemple des deux lancers de pièce. On a

σ(X1) = {(X1 ∈ ∅), (X1 = 0), (X1 = 1), (X1 ∈ {0, 1})}
= {∅, {FP, FF}, {PP, PF},Ω},

σ(X2) = {(X2 ∈ ∅), (X2 = 0), (X2 = 1), (X2 ∈ {0, 1})}
= {∅, {PF, FF}, {PP, FP},Ω}.

Si une famille A engendre la tribu E , alors σ(X) = σ{X−1(A), A ∈ A}. Donc

σ(Y ) = σ{(Y = (0, 0)), (Y = (0, 1)), (Y = (1, 0)), (Y = (1, 1))}
= σ{{FF}, {FP}, {PF}, {FF}} = P(Ω)

σ(Z) = σ{(Z = 0), (Z = 1), (Z = 2)} = σ{{FF}, {PF, FP}, {PP}}
= {∅, {PP}, {FF}, {PP, FF}, {PF, FP}, {PP, PF, FP}, {PF, FP, FF},Ω}.

Remarquons que les quatre tribus FX1 , FX2 , FY et FZ sont différentes. On a vu que X1 et
X2 ont la même loi, mais elles n’engendrent pas la même tribu.

Définition 2.3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E1, E1)
et (E2, E2). On dit que X et Y sont indépendantes si les tribus σ(X) et σ(Y ) le sont. Une
famille quelconque (Xi)i∈I de variables aléatoires est indépendante si les tribus σ(Xi) le sont.

Même si X et Y ne prennent pas leurs valeurs dans les mêmes ensembles, les tribus σ(X) et
σ(Y ) sont des tribus sur Ω, on peut donc les comparer en terme d’indépendance.

Exemple 2.3.2. Reprenons l’exemple des deux lancers de pièce. On a vu

σ(X1) = {(X1 ∈ ∅), (X1 = 0), (X1 = 1), (X1 ∈ {0, 1})} = {∅, {FP, FF}, {PP, PF},Ω},
σ(X2) = {(X2 ∈ ∅), (X2 = 0), (X2 = 1), (X2 ∈ {0, 1})} = {∅, {PF, FF}, {PP, FP},Ω},
σ(Y ) = P(Ω),
σ(Z) = {∅, {PP}, {FF}, {PP, FF}, {PF, FP}, {PP, PF, FP}, {PF, FP, FF},Ω}.

X1 et X2 sont indépendantes, X1 et Y , X1 et Z, Y et Z ne sont pas indépendantes car
P({FP, FF} ∩ {PP}) = 0 ̸= P({FP, FF})P({PP}).

Proposition 2.3.2. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E), h une
fonction mesurable de (E, E) dans (G,G) et Y = h(X). Alors σ(Y ) ⊂ σ(X).

Démonstration. Soit A ∈ σ(Y ). Alors il existe un événement B ∈ G tel que A = Y −1(B) =
(h ◦X)−1(B) = X−1(h−1(B)). Comme h est mesurable, h−1(B) ∈ E donc A ∈ σ(X).

Exemple 2.3.3. Reprenons l’exemple des deux lancers de pièce. On a vu

σ(Y ) = P(Ω),
σ(Z) = {∅, {PP}, {FF}, {PP, FF}, {PF, FP}, {PP, PF, FP}, {PF, FP, FF},Ω}.
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Z = Y1 + Y2 et on a bien σ(Z) ⊂ σ(Y ).

Proposition 2.3.3. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Ω,F ,P) à valeurs
dans (E1, E1) et (E2, E2), et g et h deux fonctions mesurables de (E1, E1) dans (G1,G1) et de
(E2, E2) dans (G2,G2) respectivement. Alors g(X) et h(Y ) sont indépendantes.

Démonstration. On a vu que σ(g(X)) ⊂ σ(X) et σ(h(Y )) ⊂ σ(Y ). C’est donc une conséquence
directe de la définition d’indépendance des tribus.

Exemple 2.3.4. Soit X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2) deux vecteurs aléatoires indépendants.
Alors X1 est indépendant de Y , Y1 et Y2.

Proposition 2.3.4. Soit X et Y deux variables aléatoires sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E1, E1)
et (E2, E2), et C1, C2 des familles de parties de E1 et E2 respectivement qui engendrent E1 et
E2 respectivement et sont stables par intersection finie. Alors X et Y sont indépendantes si et
seulement si les familles d’événements X−1(C1) et Y −1(C2) sont indépendantes.

Démonstration. On a σ(X−1(C1)) = X−1(σ(C1)) = X−1(E1) et de même pour Y . De plus la
propriété de stabilité par intersection finie se transmet à X−1(C1) et Y −1(C2). C’est donc une
conséquence directe du résultat sur les tribus (Proposition ? ?) qui dit que si X−1(C1) et Y −1(C2)
sont deux familles d’événements de F stables par intersection finie, alors X−1(C1) et Y −1(C2)
sont indépendantes si et seulement si σ(X−1(C1)) et σ(Y −1(C2)) le sont.

Exemple 2.3.5. Pour des variables aléatoires X et Y à valeurs dans des ensembles dénombrables
E = (en, n ∈ N) et G = (gn, n ∈ N) munis de la tribu des parties, on sait que E engendre P(E)
et G engendre P(G). Ils sont stables par intersection finie donc X et Y sont indépendantes
si et seulement si pour tous n et m dans N les événements (X = en) et (Y = gm) sont
indépendants.
Pour des variables aléatoires réelles X et Y , comme les boréliens sont engendrés par exemple
par les intervalles de la forme [−∞, t] qui sont stables par intersection finie, X et Y sont
indépendantes si et seulement si pour tous s, t dans R les événements (X ≤ s) et (Y ≤ t) sont
indépendants.

Proposition 2.3.5. Soit X et Y deux variables aléatoires sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E1, E1)
et (E2, E2). Alors les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi
du couple (X,Y ) est égale à la loi produit des lois de X et Y

P(X,Y ) = PX ⊗ PY .

Démonstration. Par définition, X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tous A ∈ E1
et B ∈ E2 on a P({X ∈ A} ∩ {Y ∈ B}) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B). Or

P({X ∈ A} ∩ {Y ∈ B}) = P((X,Y ) ∈ A×B) = P(X,Y )(A×B),
P(X ∈ A)P(Y ∈ B) = PX(A)PY (B).

Donc X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tous A ∈ E1 et B ∈ E2 on a P(X,Y )(A×
B) = PX(A)PY (B).
Rappel 1. [Théorème de caractérisation des mesures sur un π-système] Soit µ1 et µ2 deux mesures
positives sur l’espace probabilisable (Ω,F) telles que µ1(A) = µ2(A) pour tout A ∈ C où C
est une famille de parties de Ω stable par intersection finie (i.e. un π-système) qui engendre
F . Si µ1(Ω) = µ2(Ω) < ∞, alors µ1 = µ2. En vertu du théorème d’unicité des mesures ceci est
équivalent à P(X,Y ) = PX ⊗ PY car les pavés engendrent tous les boréliens.
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2.4 Fonction de répartition pour les variables aléatoires réelles
Dans cette partie, on ne s’intéresse qu’aux variables aléatoires réelles. Soit (Ω,F ,P) un espace
probabilisé et X une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans

(
R,B(R)

)
.

Définition 2.4.1. On appelle fonction de répartition de X ou de la loi PX de X la fonction
FX de R dans [0, 1] définie par

FX(t) = PX(] − ∞, t]) = P(X ≤ t).

Exemple 2.4.1. La fonction de répartition de la masse de Dirac en x est F (t) = 1[x,+∞[(t).

Proposition 2.4.1. — Si X est une variable aléatoire discrète de loi
∑

i∈N piδxi sa fonction
de répartition est la fonction en escalier F (t) = ∑

i∈N pi1[xi,+∞[(t).
— Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité f , alors sa fonction

de répartition est F (t) =
∫ t
−∞ f(u)du. En particulier, la densité f est la dérivée de la

fonction de répartition F .

Démonstration. Si X est une variable aléatoire discrète de loi ∑i∈N piδxi , par définition, on a

F (t) = P(X ≤ t)

=
∫ t

−∞

∑
i∈N

pidδxi(u)

=
∑
i∈N

pi

∫ t

−∞
dδxi(u)

=
∑
i∈N

pi1[xi,+∞[(t),

où l’on a pu intervertir série et intégrale car tout est positif. Si X est une variable aléatoire
absolument continue de densité f , par définition, on a

F (t) = P(X ≤ t) =
∫ t

−∞
f(u)du,

ce qui entraine F ′ = f puisque l’égalité est valable pour tout réel t.

Exemple 2.4.2. Reprenons l’exemple 2.1.1 du lancer de 2 pièces. On a

FX1(t) = 1
21[0,+∞[(t) + 1

21[1,+∞[(t)
= 1

21[0,1[(t) + 1[1,+∞[(t).

Exemple 2.4.3. Pour l’exemple 2.1.5, on a

FX(t) =
∫ t

−∞
e−u1u≥0du

=
∫ t

0
e−udu

= 1 − e−t,

qu’on avait déjà calculé directement.
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Exemple 2.4.4. Revenons maintenant à l’exemple 2.1.1 où Y = X ∧ 1. On a vu que
P(Y ∈ A) = 1A(1)e−1 +

∫
A∩[0,1[ e

−udu, donc on a

FY (t) = 1]−∞,t](1)e−1 +
∫

]−∞,t]∩[0,1[
e−udu

= 1t≥1(t)e−1 + 1[0,1[(t)(1 − e−t) + 1t≥1(t)(1 − e−1))
= (1 − e−t)1[0,1[(t) + 1[1,+∞[(t),

qui n’est pas dérivable en 1, voir Figure 2.9.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

Figure 2.9 – Fonction de répartition de Y

Proposition 2.4.2. Une fonction de répartition F vérifie les propriétés suivantes
1. 0 ≤ F ≤ 1,
2. F est croissante, continue à droite avec une limite à gauche en tout point (càdlàg),
3. lim

t→−∞
F (t) = 0 et lim

t→+∞
F (t) = 1.

Démonstration. Le premier point vient de F (t) = P(X ≤ t) ∈ [0, 1].
La croissance découle de la croissance des probabilités : A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B). En effet si s ≤ t
alors ] − ∞, s] ⊂] − ∞, t] donc F (s) ≤ F (t).
Pour la continuité à droite, remarquons qu’on peut écrire l’intervalle ] − ∞, t] comme une
intersection décroissante

] − ∞, t] =
⋂

n≥1
] − ∞, t+ 1

n ],

d’où
F (t) = P(X ≤ t) = P(

⋂
n≥1

X ≤ t+ 1
n) = lim

n→∞
P(X ≤ t+ 1

n) = lim
n→∞

F (t+ 1
n).

Ensuite, par croissance de F , on a

lim
h→0+

F (t+ h) = lim
n→∞

F (t+ 1
n) = F (t).

La limite à gauche est une conséquence du fait que F est croissante et bornée par 1. Enfin pour
les limites en ±∞, on a

0 = P(∅) = lim
n→∞

P(X ≤ −n) = lim
n→∞

F (−n),

en utilisant la probabilité d’une limite décroissante et

1 = P(Ω) = lim
n→∞

P(X ≤ n) = lim
n→∞

F (n),
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en utilisant la probabilité d’une limite croissante. On conclut en utilisant encore la croissance
pour obtenir la limite de F (t).

On peut également montrer la réciproque : une fonction vérifiant ces trois points est la fonction de
répartition d’une variable aléatoire réelle. Pour cela, pour a < b on pose µ(]a, b]) = F (b)−F (a) et
on étend cette définition aux unions finies d’intervalles. C’est une fonction d’ensemble σ-additive
et elle est positive car F est croissante. Alors µ se prolonge de façon unique en une mesure sur(
R,B(R)

)
(cf cours de théorie de la mesure). De plus µ(R) = limt→+∞ F (t) − limt→−∞ F (t) = 1

donc µ est une probabilité.

Proposition 2.4.3. La fonction de répartition caractérise la loi : si X et Y sont deux variables
aléatoires sur (Ω,F ,P) à valeurs dans

(
R,B(R)

)
de fonction de répartition respective FX et

FY alors FX = FY si et seulement si PX = PY .

Démonstration. Si PX = PY , alors par définition FX = FY . Réciproquement, si FX = FY alors
PX et PY coïncident sur les intervalles de la forme ] − ∞, t]. Or ces intervalles engendrent la tribu
des boréliens,

Rappel 2. [Théorème de caractérisation des mesures sur un π-système] Soit µ1 et µ2 deux mesures
positives sur l’espace probabilisable (Ω,F) telles que µ1(A) = µ2(A) pour tout A ∈ C où C est
une famille de parties de Ω stable par intersection finie (i.e. un π-système) qui engendre F . Si
µ1(Ω) = µ2(Ω) < ∞, alors µ1 = µ2. on a donc PX = PY pour tous les boréliens.

Proposition 2.4.4. Une fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de
points de discontinuité.

Démonstration. Soit Dn l’ensemble des points de discontinuité avec un saut d’amplitude au
moins égale à 1

n
Dn = {t ∈ R;F (t) − lim

s→t−
F (s) ≥ 1

n}.

Comme 0 ≤ F ≤ 1, on a card(Dn) ≤ n. L’ensemble des points de discontinuité D = ⋃
n∈NDn est

donc dénombrable.

Définition 2.4.2. On appelle fonction de survie de X ou de la loi PX de X la fonction SX de
R dans [0, 1] définie par

SX(t) = 1 − FX(t) = PX(]t,+∞[) = P(X > t).

La fonction de survie caractérise également la loi et a des propriétés similaires à celles de la
fonction de répartition. Pour certaines applications (en démographie, médecine, . . .) ou pour
certaines lois, elle peut-être plus pratique à manipuler que la fonction de répartition.

Exemple 2.4.5. Soit X et Y des variables aléatoires réelles indépendantes de même fonction
de survie S. Alors la variable aléatoire Z = min{X,Y } a pour fonction de survie S2. En effet,
pour tout réel t on a P(Z > t) = P(X > t, Y > t) = P(X > t)P(Y > t) = S(t)S(t). Le calcul
est un peu plus compliqué avec la fonction de répartition car (Z ≤ t) ̸= (X ≤ t) ∩ (Y ≤ t).

Exemple 2.4.6. On dit que X suit une loi exponentielle de paramètre α si X ≥ 0 et pout tout
t ≥ 0 on a P(X > t) = e−αt. Cette loi est sans mémoire au sens suivant : pour tous 0 ≤ s, t

P(X > t+ s | X > s) = P(X > t).
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En effet, on peut calculer cette probabilité

P(X > t+ s | X > s) = P(X > t+ s,X > s)
P(X > s)

= P(X > t+ s)
P(X > s)

= e−α(t+s)

e−αs

= e−αt

= P(X > t).

De plus, ce résultat admet la réciproque suivante : si X est une variable aléatoire sans
mémoire, alors elle suit une loi exponentielle. La propriété d’absence de mémoire peut se
récrire de façon équivalente avec la fonction de survie comme

S(t+ s) = S(t)S(s),

et on sait que les seules fonctions multiplicatives (continues à gauche, ou décroissantes) sont
les exponentielles. On pose α = − logS(1) > 0 et on obtient S(t) = e−αt.

2.5 Espérance
On note |x| la valeur absolue de x si x ∈ R ou la norme de x si x ∈ Rd (pour une norme fixée,
comme toutes les normes sont équivalentes en dimension finie, ce choix n’a pas d’importance).
Soit X une variable aléatoire réelle ou un vecteur aléatoire.

Définition 2.5.1. Si X ∈ L1(Ω,F ,P), ie∫
Ω

|X(ω)|dP(ω) < +∞,

on dit que X est intégrable et alors
∫

ΩX(ω)dP(ω) s’appelle l’espérance de X, on la note E[X].
Si X est une variable aléatoire réelle, E[X] est un réel, si X est un vecteur aléatoire, E[X] est
un vecteur.

Exemple 2.5.1. Reprenons l’exemple des deux lancers de pièce. Comme X1, X2, Y et Z sont
à valeurs positives, on a

E[X1] =
∫

Ω
X1(ω)dP(ω)

= X1(PP )P(PP ) +X1(PF )P(PF ) +X1(FP )P(FP ) +X1(FF )P(FF )

= 1 × 1
4 + 1 × 1

4 + 0 × 1
4 + 0 × 1

4
= 1

2 .

On montre de la même façon que E[X2] = 1/2, E[Z] = E[X1] + E[X2] = 1 par linéarité de
l’intégrale. On a aussi, en choisissant la norme 1 par exemple

E[|Y |] =
∫

Ω
|X1(ω)| + |X2(ω)|dP(ω) ≤ E[X1] + E[X2] < +∞,
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d’où

E[Y ] =
∫

Ω
(X1(ω), X2(ω))dP(ω)

= (X1(PP ), X2(PP ))P(PP ) + (X1(PF ), X2(PF ))P(PF )
+ (X1(FP ), X2(FP ))P(FP ) + (X1(FF ), X2(FF ))P(FF )

= (1, 1) × 1
4 + (1, 0) × 1

4 + (0, 1) × 1
4 + (0, 0) × 1

4
= (1

2 ,
1
2)

= (E[X1],E[X2]),

le dernier résultat étant une conséquence directe des propriétés de l’intégrale.

Exemple 2.5.2. Reprenons l’exemple logarithmique. La variable aléatoire X est positive et

E[X] =
∫

Ω
X(ω)dP(ω)

=
∫ 1

0
− log(ω)dλ(ω)

= [−ω log(ω)]10 +
∫ 1

0

1
ω
ωdω

= 1,

par intégration par partie. Donc X est intégrable et son espérance vaut 1.

Proposition 2.5.1. L’espérance est linéaire : si X et Y sont des variables aléatoires intégrables,
alors pour tous a et b dans R la variable aléatoire Z = aX + bY est intégrable et E[Z] =
aE[X] + bE[Y ]. Un vecteur X = (X1, · · · , Xd) est intégrable si et seulement si chacune de ses
coordonnées est intégrable, et dans ce cas E[X] = (E[X1], · · · ,E[Xd]).

Démonstration. Ce sont des conséquences directes de la linéarité de l’intégrale et de la définition
de l’intégrale d’un vecteur.

Dans la plupart des exemples, on ne précise pas l’espace de probabilité (Ω,F ,P) et on ne peut
donc pas intégrer directement sur Ω. Le résultat suivant permet de faire les calculs dans ce cas,
et justifie le fait que l’on n’a pas besoin de préciser l’ensemble Ω.

Théorème 2.5.1 Théorème de transfert. Soit X ∈ L1(Ω,F ,P) à valeurs dans (E, E) et h une
fonction mesurable de E dans E. Alors h(X) ∈ L1(Ω,F ,P) si et seulement si h ∈ L1(E, E ,PX)
et dans ce cas on a

E[h(X)] =
∫

Ω
h ◦X(ω)dP(ω) =

∫
R
h(x)PX(dx)

Démonstration. Comme PX est la mesure image de P par X, c’est une conséquence directe du
théorème de transfert vu en théorie de la mesure.

Grâce à ce résultat, tous les calculs se font dans l’espace d’arrivée, c’est pour ça qu’on n’a pas
besoin de s’occuper de décrire l’ensemble Ω. Les calculs d’espérance se font dans R ou Rd comme
des intégrales contre la loi de X.
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Exemple 2.5.3. Pour une variable discrète, PX = ∑
piδxi on a (sous réserve d’existence)

E[X] =
∫
xPX(dx) =

∑
xipi.

Pour une variable aléatoire à densité f , PX = f.λ donc on a (sous réserve d’existence)

E[X] =
∫
xPX(dx) =

∫
xf(x)dx.

Exemple 2.5.4. Espérance des lois usuelles
Loi de Bernoulli B(p) : E[X] = p

Loi Uniforme discrète U({1, · · · , n}) : E[X] = (n+ 1)/2
Loi Binomiale B(n, p) : E[X] = np

Loi Multinomiale M(n,m, p1, · · · , pm) : E[X] = (np1, · · · , npm)
Loi Hypergéométrique H(n,N1, N) : E[X] = nN1/N

Loi Géométrique G(p) : E[X] = 1/p
Loi de Poisson P(λ) : E[X] = λ

Loi uniforme continue U([a, b]) : E[X] = (a+ b)/2
Loi exponentielle E(λ) : E[X] = 1/λ
Loi normale N (m,σ2) : E[X] = m

Loi normale multi-dimensionnelle N (m,Σ) : E[X] = m

Exemple 2.5.5. Si X est un vecteur aléatoire (ou une variable aléatoire réelle) et si A ∈ B(Rd)
ou A ∈ B(R), alors 1A est une fonction mesurable et

E[1A(X)] =
∫

Ω
1A(X(ω))dP(ω)

=
∫
1A(x)dPX(x)

= PX(A)
= P(X ∈ A).

En particulier, la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle peut s’écrire comme
FX(t) = P(X ∈] − ∞, t]) = E[1]−∞,t](X)].

Définition 2.5.2. Soit X une variable aléatoire intégrable (réelle ou vectorielle). On dit que X
est centrée si E[X] = 0.

Exemple 2.5.6. Soit X une variable aléatoire intégrable (réelle ou vectorielle), alors X −E[X]
est centrée.

Définition 2.5.3. Soit X une variable aléatoire réelle. Si Xp est intégrable (Xp ∈ L1(Ω,F ,P)
ou X ∈ Lp(Ω,F ,P)), on appelle E[Xp] le moment d’ordre p de X et E[(X − E[X])p] son
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moment centré d’ordre p. En particulier, le moment centré d’ordre 2 s’appelle la variance

Var(X) = E[(X − E[X])2],

et sa racine carrée l’écart-type

σX = (E[(X − E[X])2])1/2.

Une variable aléatoire réelle centrée de variance 1 est dite centrée réduite.

Proposition 2.5.2. Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable. Alors

Var(X) = E[X2] − (E[X])2.

Démonstration. En développant le carré, on obtient

Var(X) = E[(X − E[X])2]
= E[X2 + E[X]2 − 2XE[X]]
= E[X2] + E[X]2 − 2E[X]E[X]
= E[X2] − (E[X])2,

qui est bien la formule annoncée.

Exemple 2.5.7. Variance des lois usuelles
Loi de Bernoulli B(p) : Var(X) = p(1 − p)
Loi Uniforme discrète U({1, · · · , n}) : Var(X) = (n2 − 1)/12
Loi Binomiale B(n, p) : Var(X) = np(1 − p)
Loi Hypergéométrique H(n,N1, N) : Var(X) = nN1(N − n)(N −N1)/(N2(N − 1))
Loi Géométrique G(p) : Var(X) = (1 − p)/p2

Loi de Poisson P(λ) : Var(X) = λ

Loi uniforme continue U([a, b]) : Var(X) = (b− a)2/12
Loi exponentielle E(λ) : Var(X) = 1/λ2

Loi normale N (m,σ2) : Var(X) = σ2. En particulier, N (0, 1) s’appelle la loi normale centrée
réduite.

Proposition 2.5.3. La variance est une fonction quadratique : pour tout réel a on a Var(aX) =
a2 Var(X). De plus Var(X + a) = Var(X).

Démonstration. On a

Var(aX) = E[(aX − E[aX])2]
= a2E[(X − E[X])2],

De plus, on a

Var(X + a) = E[(X + a− E[X + a])2]
= E[(X − E[X])2],

qui est bien égal à Var(X).
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Exemple 2.5.8. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Alors σX +m a
pour espérance m et variance σ2. Si X est une variable aléatoire de loi normale N (m,σ2),
alors (X −m)/σ est centrée réduite.

Définition 2.5.4. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. On appelle
covariance de X et Y la quantité

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])].

Remarquons que la covariance dépend de loi du couple (X,Y ) et pas seulement des lois marginales
de X et Y . Cette quantité est bien définie par l’inégalité de Cauchy-Schwartz.

Proposition 2.5.4. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. Alors

Cov(X,Y ) = E[XY ] − E[X]E[Y ].

Démonstration. On a

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]
= E[XY −XE[Y ] − E[X]Y + E[X]E[Y ]]
= E[XY ] − E[X]E[Y ].

Proposition 2.5.5. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. Alors

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X,Y ).

Démonstration. On a

Var(X + Y ) = E[(X + Y − E[X + Y ])2]
= E[((X − E[X]) + (Y − E[Y ]))2]
= E[(X − E[X])2] + E[(Y − E[Y ])2] + 2E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]
= Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X,Y ),

qui est bien la formule annoncée.

Exemple 2.5.9. Soit le vecteur X = (X1, X2) de loi donnée par le tableau suivant

X1
−1 0 1

X2

−1 0 1/4 0
0 1/4 0 1/4
1 0 1/4 0

On a E[X1] = E[X2] = 0 et E[X1X2] = 0, donc Cov(X1, X2) = 0.

Définition 2.5.5. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. On dit que
X et Y sont non corrélées si Cov(X,Y ) = 0.

En particulier, si X et Y sont non corrélées alors Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).
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Exemple 2.5.10. X1 et X2 ci-dessus sont non-corrélées.

Définition 2.5.6. Soit X = (X1, · · · , Xd) un vecteur (colonne) aléatoire de Rd tel que |X|2 est
intégrable. La matrice de variance-covariance de X est

Var(X) = E[(X − E[X])(X − E[X])t].

C’est une matrice symétrique semi-définie positive de taille d× d dont la coordonnée (i, j) est
E[(Xi − E[Xi])(Xj − E[X]j)] = Cov(Xi, Xj) (= Var(Xi) si i = j).

Exemple 2.5.11. La matrice de variance-covariance de la loi normale multidimensionnelle
N (m,Σ) est Σ.

On a vu que la fonction de répartition caractérise la loi. L’espérance sur une famille bien choisie
de fonction caractérise également la loi.

Proposition 2.5.6. Soit X et Y deux variables aléatoires. Alors PX = PY si et seulement si

E[φ(X)] = E[φ(Y )],

pour toute fonction φ de la forme 1]−∞,t] si ce sont des variables réelles, 1]−∞,t1]×···×]−∞,td]
si ce sont des vecteurs aléatoires.

Démonstration. Comme FX(t) = E[1]−∞,t](X)], c’est équivalent à dire que X et Y ont la même
fonction de répartition, et on sait qu’elle caractérise la loi.

On peut généraliser directement cet énoncé à toute famille de fonctions mesurables qui contient
les 1]−∞,t] : les fonctions indicatrices d’intervalles, les fonctions indicatrices de boréliens, les
fonctions mesurables bornées. C’est une conséquence directe du théorème d’unicité des mesure.

Rappel 3. [Théorème de caractérisation des mesures sur un π-système] Soit µ1 et µ2 deux mesures
positives sur l’espace probabilisable (Ω,F) telles que µ1(A) = µ2(A) pour tout A ∈ C où C est
une famille de parties de Ω stable par intersection finie (i.e. un π-système) qui engendre F . Si
µ1(Ω) = µ2(Ω) < ∞, alors µ1 = µ2.
On peut également généraliser cet énoncé à toute famille de fonctions qui permet d’approcher
les 1]−∞,t] (via le théorème de convergence dominée ou le théorème de convergence monotone),
par exemple, les fonctions continues bornées, les fonctions C∞ bornées ou les fonctions C∞ à
support compact.

Exemple 2.5.12. SoitX une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Alors Y = σX+m
suit la loi N (m,σ2). Réciproquement, si Y est une variable aléatoire de loi normale N (m,σ2),
alors X = (Y −m)/σ suit la loi N (0, 1). En effet, pour toute fonction φ mesurable bornée
(par exemple), on obtient par le changement de variable y = σx+m

E[φ(σX +m)] = 1
(2π)1/2

∫ +∞

−∞
φ(σx+m) exp(−x2/2)dx

= 1
(2π)1/2

∫ +∞

−∞
φ(y) exp(−((y −m)/σ)2/2)dy

σ

= 1
σ(2π)1/2

∫ +∞

−∞
φ(y) exp(−(y −m)2/(2σ2))dy



2.6. FONCTION CARACTÉRISTIQUE 21

=
∫ +∞

−∞
φ(y)fY (y)dy

= E[φ(Y )],

où on reconnaît que Y suit la loi N (m,σ2) en identifiant sa densité fY . La réciproque est
complètement analogue. On peut ainsi très facilement identifier des lois (par leur densité)
construites à partir de lois connues.

Une autre conséquence de cette propriété est la caractérisation de l’indépendance par l’espérance.
Corollaire 2.5.1. Soit X et Y deux variables aléatoires. Alors X et Y sont indépendantes si
et seulement si

E[φ(X)ψ(Y )] = E[φ(X)]E[ψ(Y )],

pour toutes fonctions φ et ψ mesurables bornées.

Démonstration. On a vu que deux variables aléatoires sont indépendantes si et seulement si
le loi du couple (caractérisée par la première espérance) est égale au produit des probabilités
marginales (caractérisées par les dernières espérances).

Exemple 2.5.13. En particulier, si X et Y réelles sont indépendantes, alors E[XY ] = E[X]E[Y ]
donc X et Y sont non corrélées. La réciproque est fausse en général. Reprenons le couple
(X1, X2). On a vu que X1 et X2 sont non-corrélées. Montrons qu’elles ne sont pas indépendantes.
On choisit φ(x1) = 11(X1) et ψ(x2) = 11(x2). On a

E[φ(X1)ψ(X2)] = P((X1, X2) = (1, 1)) = 0,

et
E[φ(X1)] = P(X1 = 1) = 1/4, E[ψ(X2)] = P(X2 = 1) = 1/4.

On a E[φ(X1)ψ(X2)] ̸= E[φ(X1)]E[ψ(X2)], donc X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

2.6 Fonction caractéristique
Une famille intéressante de fonctions tests est la famille des exponentielles complexes à paramètre.

Définition 2.6.1. Soit X une variable (ou vecteur) aléatoire. On appelle fonction caractéris-
tique de X (ou de la loi de X) la fonction ΦX de R (ou Rd) dans C qui à u associe

ΦX(u) = E[ei⟨u,X⟩],

où ⟨u,X⟩ = uX dans le cas scalaire et ⟨u,X⟩ = ∑d
i=1 uiXi dans le cas vectoriel (c’est le

produit scalaire). C’est une fonction à valeurs complexes, de module majoré par 1 et telle que
ΦX(0) = 1.

La fonction caractéristique est en fait la transformée de Fourier de la loi.
Exemple 2.6.1. Fonction caractéristique pour les lois usuelles
Loi de Bernoulli B(p) : ΦX(u) = 1 − p+ peiu

Loi Uniforme discrète : ΦX(u) = 1
n

n∑
k=1

ekiu

Loi Binomiale B(n, p) : ΦX(u) = (1 − p+ peiu)n
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Loi Multinomiale M(n,m, p1, · · · , pm) : ΦX(u1, · · · , um) =
( m∑

i=1
pie

iui

)n

Loi Géométrique G(p) : ΦX(u) = peiu

1−(1−p)eiu

Loi de Poisson P(λ) : ΦX(u) = eλ(eiu−1)

Loi uniforme continue U([a, b]) : ΦX(u) = eiub−eiua

iu(b−a)

Loi exponentielle E(λ) : ΦX(u) = (1 − iu
λ)−1

Loi normale N (m,σ) : ΦX(u) = eimu−σ2u2/2

Loi normale multi-dimensionnelle N (m,Σ) : ΦX(u) = ei⟨u,m⟩−⟨u,Σu⟩/2

Pour pouvoir montrer que la fonction caractéristique caractérise la loi d’une variable aléatoire,
on a besoin de travailler un peu plus spécifiquement sur la fonction caractéristique des lois
gaussiennes.

Proposition 2.6.1. Soit Y une variable aléatoire de loi N (0, Id) et σ un réel strictement positif.
Alors la densité de σY peut s’écrire comme

f(x) = 1
(2π)d

∫
Rd
e−i⟨x,u⟩−σ2

2 ∥u∥
2
du

Démonstration. La fonction caractéristique de Y est

ΦY (u) = E[ei⟨u,Y ⟩] = e−
1
2∥u∥

2
.

On a donc pour toute fonction mesurable bornée h

E[h(σY )] =
∫
Rd
h(σy)e

−∥y∥2/2

(2π)
d
2
dy

= 1
(2π)d/2

∫
Rd
h(σy)ΦY (y)dy

= 1
σd(2π)d/2

∫
Rd
h(z)ΦY ( z

σ )dz.

en faisant le changement de variable z = σy. On en déduit que la densité de σY peut s’écrire
comme

f(z) = 1
σd(2π)d/2 ΦY (z/σ)

= 1
σd(2π)d/2

∫
Rd
ei⟨ z

σ
,v⟩ 1

(2π)d/2 e
−∥v∥2/2dv

= 1
(2π)d

∫
Rd
ei⟨z,u⟩e−∥u∥

2σ2/2du

en faisant le changement de variable u = v/σ. On fait enfin le changement de variable y = −u
pour obtenir

f(z) = 1
(2π)d

∫
Rd
e−i⟨z,y⟩e−∥y∥

2σ2/2dy

qui est bien la forme voulue.
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Proposition 2.6.2. Soit X1 et X2 deux variables aléatoires. Alors PX1 = PX2 si et seulement
si ΦX1 = ΦX2.

Démonstration. Si PX1 = PX2 alors par définition ΦX1 = ΦX2 .
Pour démontrer la réciproque de ce résultat, on va introduire une perturbation gaussienne et
faire tendre sa variance vers 0. Soit Y une variable aléatoire de loi N (0, Id) indépendante de
X, et caractérisons la loi de la variable aléatoire X + σY , pour σ > 0. Pour toute fonction test
continue bornée h, on a, en utilisant l’indépendance et la formule précédente pour la densité de
σY

E[h(X + σY )] =
∫
Rd×Rd

h(x+ z)dPX(x)dPσY (z)

=
∫
Rd×Rd

h(x+ z) 1
(2π)d

∫
Rd
e−i⟨z,u⟩−σ2

2 ∥u∥
2
dudzdPX(x)

On fait le changement de variable v = x+ z sur la variable z pour obtenir

E[h(X + σY )] =
∫
Rd×Rd

h(v) 1
(2π)d

∫
Rd
e−i⟨v−x,u⟩−σ2

2 ∥u∥
2
dudvdPX(x)

=
∫
Rd×Rd

h(v) 1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 ∥u∥

2( ∫
Rd
ei⟨x,u⟩dPX(x)

)
dudv

=
∫
Rd×Rd

h(v) 1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 ∥u∥

2
ΦX(u)dudv

=
∫
Rd
h(v)

( ∫
Rd

1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 ∥u∥

2
ΦX(u)du

)
dv.

On fait maintenant tendre σ vers 0. Comme h est continue et bornée, le théorème de convergence
dominée donne

E[h(X)] = E[ lim
σ→0

h(X + σY )]

= lim
σ→0

E[h(X + σY )]

= lim
σ→0

∫
Rd
h(v)

( ∫
Rd

1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 ∥u∥

2
ΦX(u)du

)
dv

qui ne dépend de X que par ΦX . Donc si ΦX1 = ΦX2 on a bien PX1 = PX2 .

Corollaire 2.6.1. Soit X et Y deux variables aléatoires. Alors elles sont indépendantes si et
seulement si Φ(X,Y ) = ΦXΦY

Φ(X,Y )(s, t) = ΦX(s)ΦY (t).

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que X et Y sont indépendantes si et
seulement si P(X,Y ) = PX ⊗ PY .

Proposition 2.6.3. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction caractéristique ΦX .
1. Si E[|X|n] < ∞, alors ΦX est n fois dérivable et pour k ≤ n

Φ(k)
X (t) = ik

∫
xkeitxdPX(x) = ikE[XkeitX ].

En particulier, Φ(k)
X (0) = ikE[Xk].
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2. Réciproquement, si n est pair et ΦX est n fois dérivable au voisinage de 0, alors X
admet des moments de tout ordre inférieur ou égal à n.

Démonstration. Sens 1. Par récurrence sur n
• Pour n = 0, Φ(0)

X (t) = ΦX(t) = E[(iX)0eitX ]
• Hypothèse de récurrence au rang n− 1 pour un n fixé
• Hérédité : on suppose que |X|n est intégrable et on va utiliser le théorème de dérivation sous
l’intégrale. Par hypothèse de récurrence, on a

Φ(n−1)
X (t) = in−1

∫
xn−1 exp(itx)dPX(x) = in−1E[Xn−1 exp(itX)].

Or supt | d
dt i

n−1Xn−1 exp(itX)| = supt | d
dt i

nXn exp(itX)| ≤ |X|n qui est bien intégrable. Donc on
peut dériver sous l’intégrale pour obtenir directement

Φ(n)
X (t) = in

∫
xn exp(itx)dPX(x) = inE[Xn exp(itX)].

Sens 2. On montre par récurrence sur k que E[X2k] < ∞ si 2k ≤ n. Pour k = 0, la propriété
est vraie. Supposons qu’elle est vraie pour k − 1 fixé. Par hypothèse, la limite

lim
h→0

1
h2 (Φ(2k−2)

X (h) + Φ(2k−2)
X (−h) − 2Φ(2k−2)

X (0))

existe et vaut Φ(2k)
X (0) (faire un DL à l’ordre 2 de Φ(2k−2)

X (h) et Φ(2k−2)
X (−h) et les additionner).

Comme, d’après le premier cas, pour tout réel h on a

Φ2k−2
X (h) = (−1)k−1

∫
x2k−2 exp(ihx)dPX(x),

on a
(−1)kΦ2k

X (0) = lim
h→0

∫
x2k−2 cos(hx) − 1

h2 dPX(x).

On utilise ensuite le lemme de Fatou

Rappel 4. [Lemme de Fatou] Soit (fn) une suite de fonctions mesurables positives et µ une
mesure. Alors ∫

lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fndµ.

et lim(1 − cos(hx))/h2 = x2/2 pour obtenir∫
x2kdPX(x) =

∫
lim
h→0

x2k−2 cos(hx) − 1
h2 dPX(x)

≤ lim
h→0

∫
x2k−2 cos(hx) − 1

h2 dPX(x) = (−1)kΦ2k
X (0) < ∞,

qui est le résultat attendu.

Si ΦX est analytique (développable en série entière), ce résultat montre que la loi de X est
caractérisée par ses moments.

Exemple 2.6.2. La fonction caractéristique Φ = (t) = e−t2/2 de la loi normale centrée réduite
est C∞ et développable en série entière sur R, donc la loi normale centrée réduite a des
moments à tout ordre et

Φ(t) =
∞∑

n=0

(−t2/2)n

n! =
∞∑

n=0

(it)2n

2nn! =
∞∑

n=0

Φ(n)(0)tn
n! .
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On en déduit que E[Xn] = 0 si n est impair et E[X2n] = −Φ(2n)(0) = (2n)!/(2nn!).
On a de même accès à tous les moments de la loi normale N (m,σ2). En effet, soit Y de loi
N (m,σ2). Alors X = (Y −m)/σ est de loi N (0, 1), autrement dit Y = σX +m a donc des
moments à tout ordre. De plus

E[Y n] = E[(σX +m)n] =
n∑

k=0

(
n

k

)
σkE[Xk]mn−k.

D’où

E[Y 2n] =
n∑

k=0

(
2n
2k

)
σ2km2n−2k (2k)!

(2kk!) =
n∑

k=0

(2n)!
(2n− 2k)!(2kk!)σ

2km2n−2k

E[Y 2n+1] =
n∑

k=0

(
2n+ 1

2k

)
σ2km2n+1−2k (2k)!

(2kk!) =
n∑

k=0

(2n+ 1)!
(2n+ 1 − 2k)!(2kk!)σ

2km2n+1−2k.

On a ainsi tous les moments.

Proposition 2.6.4. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors la loi de la
somme X + Y est donnée par le produit de convolution PX ∗ PY défini pour toute fonction φ
mesurable bornée par∫

R
φd(PX ∗ PY ) =

∫
R

( ∫
R
φ(x+ y)dPY (y)

)
dPX(x)

=
∫
R

( ∫
R
φ(x+ y)dPX(x)

)
dPY (y).

Démonstration. Soit U(x, y) = x + y. On a, par le théorème de transfert et les propriétés de
l’indépendance ∫

R
φdPX+Y =

∫
R2
φ(x+ y)dPX(x)dPY (y)

=
∫
R
φd(PX ∗ PY ),

qui est le résultat attendu.

Corollaire 2.6.2. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors la fonction
caractéristique de leur somme est le produit des fonctions caractéristiques de X et Y

ΦX+Y (t) = ΦX(t)ΦY (t).

Démonstration. Pour tout réel ou vecteur t on a

ΦX+Y (t) = E[ei⟨t,(X+Y )⟩]
= E[ei⟨t,X⟩ei⟨t,Y ⟩]
= E[ei⟨t,X⟩]E[ei⟨t,Y ⟩]
= ΦX(t)ΦY (t),

en utilisant l’indépendance de X et Y .
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Exemple 2.6.3. Soit X et Y indépendantes de loi de Poisson de paramètre respectif λ et µ.
Alors X + Y suit la loi de Poisson de paramètre λ+ µ. En effet, on a

ΦX+Y (t) = ΦX(t)ΦY (t)

= eλ(eit−1)eµ(eit−1)

= e(λ+µ)(eit−1),

et on reconnaît la fonction caractéristique de la loi de Poisson.

La fonction génératrice des moments ou transformée de Laplace est une variante de la fonction
génératrice qui a des propriétés analogues mais requiert des conditions d’intégralité. On l’utilise en
général pour des lois à support dans R+. Elle a les mêmes propriétés que la fonction caractéristique.

Définition 2.6.2. Soit X une variable (ou vecteur) aléatoire. On appelle transformée de
Laplace (ou fonction génératrice des moments) de X (ou de la loi de X) la fonction LX(s) =
E[e⟨s,X⟩] définie pour les valeurs de s pour lesquelles e⟨s,X⟩ est intégrable.



Chapitre 3

Loi des grands nombres

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires.

3.1 Loi du 0 − 1

Proposition 3.1.1 Inégalité de Markov. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable et
t > 0, alors

P(X ≥ t) ≤ E[X+]
t

≤ E[|X|]
t

.

Démonstration. On a 1[t,∞[(X) ≤ (X/t)1[t,∞[(X) ≤ X+/t ≤ |X|/t et on intègre par rapport à
P.

Exemple 3.1.1. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ. Alors
l’inégalité de Markov donne e−λt = P(X ≥ t) ≤ E[X]

t ≤ 1
λt .

Corollaire 3.1.1 Inégalité de Tchébychev. Si Xp est intégrable, p > 0 alors

P(|X| ≥ t) ≤ E[|X|p]
tp

.

Si X est de carré intégrable alors

P(|X − E[X]| ≥ t) ≤ Var(X)
t2

.

Démonstration. Utiliser l’inégalité de Markov pour |X|p car (X ≥ t) ⊂ (|X|p ≥ tp) pour t > 0.
Puis utiliser le cas particulier p = 2 et reconnaître Var(X) = E[(X − E[X])2].

Exemple 3.1.2. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi de
Bernoulli de paramètre p. On pose Sn = ∑n

k=1Xk. Sn suit la loi binomiale de paramètres
(n, p). Alors, pour tout ε > 0 on a

P(|Sn/n− p| ≥ ε) ≤ Var(Sn/n)
ε2 = p(1 − p)

nε2 .

Le ratio Sn/n correspond à la fréquence empirique des succès tandis que le paramètre p
correspond à la probabilité théorique d’apparition d’un succès. D’après l’inégalité précédente,
la probabilité que la fréquence empirique s’éloigne de la probabilité théorique tend vers 0.

27
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Remarquons que l’inégalité reste valable pour n’importe quelle loi de carré intégrable en
remplaçant p par son espérance et p(1 − p) par sa variance.

Définition 3.1.1. Soit (Fn)n∈N une famille indépendante de tribus sur (Ω,F ,P). Soit Fn la
tribu engendrée par (Fk, k ≥ n) et F∞ = ⋂

n∈N Fn. La tribu F∞ s’appelle tribu des événements
terminaux ou tribu terminale de la suite (Fn)n∈N.

Exemple 3.1.3. Par exemple, Fn = σ(Xn) pour une suite (Xn) de variables aléatoires indé-
pendantes. La tribu terminale correspond aux événement qu’on peut définir à partir de la
suite (Xn) mais qui ne dépendent pas des premiers termes (la limite par exemple).

La tribu terminale vérifie la loi du tout ou rien ou loi du 0 − 1.
Proposition 3.1.2 Loi du 0 − 1. Si F∞ est une tribu terminale, alors pour tout A ∈ F∞,
P(A) = 0 ou P(A) = 1.

Démonstration. Soit A ∈ F∞ fixé. On considère l’ensemble des événements indépendants de A

C = {B ∈ F ;P(A ∩B) = P(A)P(B)}.

On veut montrer que F∞ ⊂ C. Alors A est indépendant de lui-même donc sa probabilité est 0 ou
1.
Soit les tribus Fn = σ(Fk, k ≤ n). Les tribus Fn et Fn+1 sont indépendantes, donc tout élément
de Fn est indépendant de A pour tout n car F∞ ⊂ Fn+1. Ainsi, F∞ = ∪Fn ⊂ C. Or, Ω ∈ F∞,
F∞ est stable par complémentaire et union finie (car union croissante de tribus). Le théorème π-δ
implique σ(F∞) ⊂ C. De plus, pour tout k, on a Fk ⊂ Fk ⊂ F∞ ⊂ σ(F∞), donc Fn ⊂ σ(F∞)
pour tout n et F∞ ⊂ σ(F∞) ⊂ C, ce qui prouve le résultat.

Exemple 3.1.4. On dispose d’une infinité de pièces qu’on lance à tour de rôle. La n-ème pièce
a une probabilité pn de donner Pile. On suppose que les lancers sont indépendants. Soit An

l’événement “le lancer de la n-ème pièce a donné pile”. Alors l’événement

A =
⋂

n∈N

⋃
m≥n

Am = (An est réalisé pour une infinité de n) = lim supAn

est un événement terminal pour la suite de tribus Fn = σ(An), donc P(A) = 0 ou 1.
L’événement A s’appelle aussi “An a lieu infiniment souvent”, noté (An is). Ici il correspond
à “obtenir une infinité de pile” (d’où son nom). Dire que P(A) = 0 signifie que pour presque
tout ω ∈ Ω, il existe n(ω) fini tel que pour tout n ≥ n(ω), ω /∈ An, i.e. An n’a pas lieu. Le
résultat suivant permet de savoir si on est dans le cas P(A) = 0 ou P(A) = 1.

Théorème 3.1.1 Lemme de Borel Cantelli. Soit (An)n∈N une suite d’événements.
— Si

∑
P(An) < ∞ alors P(An is) = 0.

— Si les événements (An)n∈N sont indépendants et
∑

P(An) = ∞ alors P(An is) = 1.

Démonstration. 1. Pour tout n, on a

A =
⋂

n∈N

⋃
m≥n

Am = (An is) ⊂
⋃

m≥n

Am,

donc P(An is) = P(A) ≤
∑

m≥n P(Am) car intersection décroissante, et ce terme tend vers
0 avec n quand la série converge.
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2. Par indépendance

P(
N⋃

m=n

Am) = 1 − P(
N⋂

m=n

Ac
m)

= 1 −
N∏

m=n

(1 − P(Am)).

Comme 1 − x ≤ exp(−x) pour tout x ≥ 0, on a

P(
N⋃

m=n

Am) ≥ 1 −
N∏

m=n

exp(−P(Am)) = 1 − exp(−
N∑

m=n

P(Am)).

QuandN tend vers l’infini, la série dans le terme de droite tend vers l’infini donc P(⋃N
m=nAm)

tend vers 1, et on passe à la limite en n encore par intersection décroissante.

Exemple 3.1.5. On revient sur les pièces. Si ∑ pn < ∞ (par exemple, pn = 1/n2) alors
P(A) = 0 on aura ps un nombre fini de Pile ; si ∑ pn = ∞ (par exemple, pn = 1/n, pn = p > 0
fixé,. . .) alors P(A) = 1, on aura ps une infinité de Pile.

Exemple 3.1.6 Le singe dactylo. Un singe tape au hasard sur un clavier d’ordinateur pendant
un temps infini. Quelle est la probabilité que son texte contienne les oeuvres complètes de
Molière ?
La suite de lettres (et espaces, ponctuation...) tapées par le singe est une réalisation d’une
suite de variables aléatoires (Xn) indépendantes et de même loi (uniforme sur le clavier).
Soit (a1, · · · , aN ) la chaîne de caractères (finie) correspondent aux oeuvres complètes de
Molière. On pose Bk = (Xk = a1, · · · , Xk+N−1 = aN ) pout k ≥ 0 et An = B(n−1)N+1, n ≥ 1,
autrement dit A1 = B1, A2 = BN+1, A3 = B2N+1,. . . de sorte que les événements (An) sont
indépendants. Chaque événement An est de probabilité nb touches−N > 0 donc ∑P(An) = ∞.
Le lemme de Borel Cantelli dit que P(An is) = 1 donc non seulement le singe tapera tout
Molière, mais en plus il le fera une infinité de fois avec probabilité 1.

3.2 Convergence presque sure et en probabilité
Il existe différentes notions de convergence pour les suites de variables aléatoires. On va en
définir quelques unes et explorer leur liens. Dans toute la suite du chapitre les variables aléatoires
(Xn)n∈N∗ sont définies de (Ω,F ,P) dans R ou Rd.

Définition 3.2.1. On dit que la suite (Xn) converge presque sûrement (ps) vers la variable
aléatoire X, noté Xn

ps−→ X, si

P
(
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

)
= 1.

Autrement dit, il existe A ⊂ Ω de mesure pleine tel que pour tout ω ∈ A, pour tout ε > 0, il
existe n0(ω) tel que pour tout n ≥ n0, |Xn(ω) −X(ω)| ≤ ε.

Exemple 3.2.1. Soit Ω = [0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue.
Pour n ≥ 1, on pose

Xn(ω) = 1[0,1/n](ω).
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Alors la suite (Xn) converge ps vers 0 (même si Xn(0) = 1 pour tout n).

Définition 3.2.2. On dit que la suite (Xn) converge en probabilité vers la variable aléatoire
X, noté Xn

P−→ X, si pour tout ε > 0

lim
n→∞

P(|Xn −X| ≥ ε) = 0.

Autrement dit, pour tout ε, η > 0, il existe n0 tel que pour tout n ≥ n0, P(|Xn −X| ≥ ε) ≤ η.

Exemple 3.2.2. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi de
Bernoulli de paramètre p. On pose Sn = ∑n

k=1Xk qui suit donc une loi binomiale de paramètres
(n, p). Alors, pour tout ε > 0 on a, par l’inégalité de Tchébychev

P(|Sn/n− p| ≥ ε) ≤ Var(Sn/n)
ε2 = p(1 − p)

nε2 −−−−−→
n→+∞

0.

Donc la fréquence Sn/n des succès converge en probabilité vers la probabilité de succès p
lorsque n tend vers l’infini.

Proposition 3.2.1. Si la suite (Xn) converge presque sûrement vers la variable aléatoire X
alors la (Xn) converge en probabilité vers X.

Démonstration.

Contre-Exemple 3.2.1. La convergence ps entraîne la convergence en probabilité, mais la
réciproque est fausse en général. Soit Ω = [0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de
Lebesgue. On définit une suite de variables aléatoires (Xi)i≥1 par Xi(ω) = 1](k−1)/2n,k/2n](ω)
où n = n(i) = min{m; i + 1 ≤ 2m+1} et k = k(i) = i + 1 − 2n (la numérotation est en fait
reliée au développement en base 2 de i). En particulier, on a

— i = 1, n = 0, k = 1 donc X1(ω) = 1]0,1]
— i = 2, n = 1, k = 1 donc X2(ω) = 1]0,1/2]
— i = 3, n = 1, k = 2 donc X3(ω) = 1]1/2,1], et ainsi de suite.

Rappel 5. La lim inf d’une suite réelle est définie par

lim inf
n→∞

xn = lim
m→∞

inf
n≥m

xn.

C’est la plus petite limite d’une sous-suite convergente extraite de (xn). De plus, une suite
réelle est convergente si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence donc si et
seulement si lim inf = lim sup.
Alors pour tout ω ∈]0, 1], lim inf Xi(ω) = 0 et lim supXi(ω) = 1, donc la suite (Xn) ne
converge pas ps. Or pour tout 0 < ε < 1, P(|Xi| ≥ ε) = P(|Xi| = 1) = 2−n si i = 2n + k − 1
avec 1 ≤ k ≤ 2n. Donc la suite (Xi) converge en probabilité vers 0.

Proposition 3.2.2. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires convergeant ps vers X et h une
fonction continue sur R. Alors h(Xn) converge presque sûrement vers h(X). En particulier, si
(Xn) et (Yn) sont deux suites de variables aléatoires convergeant presque sûrement vers X et
Y respectivement, alors pour tous réels a et b la suite (aXn + bYn) converge presque sûrement
vers aX + bY et la suite (XnYn) converge presque sûrement vers XY .
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Démonstration. La convergence presque sûre correspond à la convergence simple des fonctions
de Ω dans R (à un sous-ensemble de mesure nulle près). Les propriétés de la convergence simple
sont donc également vraies pour la convergence presque sûre (en remarquant que l’union de deux
ensembles de probabilité nulle est de probabilité nulle).

Proposition 3.2.3. Soit (Xn) et (Yn) deux suites de variables aléatoires convergeant en proba-
bilité vers X et Y respectivement, alors

1. pour toute fonction continue h, on a h(Xn) converge en probabilité vers h(X),
2. tous réels a et b la suite (aXn + bYn) converge en probabilité vers aX + bY ,
3. (XnYn) converge en probabilité vers XY

Démonstration. Admis.

3.3 Convergence dans Lp

On rappelle la définition générale des espaces Lp vue en cours de théorie de la mesure.
Définition 3.3.1. Une variable aléatoire X est dans Lp(Ω,F ,P), p > 0, si E[|X|p] < ∞.
L’espace Lp(Ω,F ,P) muni de la norme

∥X∥p = (E[|X|p])1/p

est un espace complet.

On peut définir une notion de convergence associée à la norme Lp.
Définition 3.3.2. Soit 0 < p < ∞. On dit que (Xn) converge vers X dans Lp si pour tout n,
Xn ∈ Lp(Ω,F ,P), X ∈ Lp(Ω,F ,P) et lim ∥Xn −X∥p = 0.

Exemple 3.3.1. Soit Ω =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Soit
α > 0 et pour n ≥ 1

Xn(ω) = ω−α1]0,1/n](ω).

On a que Xn ∈ Lp dès que αp < 1 puisque

E[Xp
n] =

∫ 1/n

0
ω−αpdω = [ ω

1−αp

1 − αp
]1/n
0 = 1

1 − αp
nαp−1 −−−→

n→∞
0,

Donc la suite (Xn) converge vers 0 dans Lp dès que αp < 1.

Proposition 3.3.1. La convergence dans Lp implique la convergence en probabilité.

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’inégalité de Markov

P(|Xn −X| ≥ ε) = P(|Xn −X|p ≥ εp) ≤ E[|Xn −X|p]/εp = ∥Xn −X∥p
p/ε

p → 0,

ce qui prouve le résultat.

Contre-Exemple 3.3.1. La réciproque est fausse : en général, ni la convergence ps, ni la
convergence en probabilité n’entrainent la convergence dans Lp.
Soit Ω =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Soit α > 0 et pour
n ≥ 1

Xn(ω) = ω−α1]0,1/n](ω).
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Pour tout ε ∈]0, 1[, P(|Xn| ≥ ε) = 1/n. Donc la suite (Xn) converge en probabilité vers 0.
Mais Xn /∈ Lp dès que αp ≥ 1 puisque

E[Xp
n] =

∫ 1/n

0
ω−αpdω = +∞.

La suite n’étant pas dans Lp ne peut pas converger dans Lp.
Soit maintenant Ω = R muni de la tribu des boréliens. Pour tout n ≥ 1, soit Xn une variable
aléatoire de loi (1 − n−p)δ0 + n−pδn, ie

P(Xn = n) = n−p = 1 − P(Xn = 0).

Soit ε > 0. Pour tout n ≥ 1, P(|Xn| ≥ ε) = n−p, donc (Xn) converge en probabilité vers 0. De
plus, ∑P(|Xn| ≥ ε) < +∞ si p > 1, donc par le lemme de Borel-Cantelli P(|Xn| ≥ ε is) = 1,
autrement dit en passant au complémentaire ps pour tout ε > 0, il existe N tel que pour tout
n ≥ N , |Xn| < ε donc on a aussi la convergence ps vers 0. Mais E[Xp

n] = n−1n = 1. La suite
ne converge donc pas vers 0 dans Lp.

Pour passer de la convergence en probabilité à la convergence dans Lp, on introduit la notion
d’équi-intégrabilité, ou intégrabilité uniforme.

Définition 3.3.3. Une famille quelconque (Xi)i∈I de variables aléatoires intégrables est équi-
intégrable ou uniformément intégrable si

lim
c→+∞

sup
i∈I

∫
(|Xi|>c)

|Xi|dP = 0.

Proposition 3.3.2. La famille (Xi)i∈I de variables aléatoires intégrables est équi-intégrable si
et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées

1. pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout A ∈ F , P(A) ≤ η implique
∫

A |Xi|dP ≤ ε
pour tout i ∈ I,

2. supi∈I E[|Xi|] < ∞.

Démonstration. Supposons que la famille est équi-intégrable. Pour tout ε > 0, il existe c > 0 tel
que

sup
i∈I

∫
(|Xi|>c)

|Xi|dP ≤ ε/2.

Soit A ∈ F . Alors, pour tout i on a∫
A

|Xi|dP ≤
∫

A∩(|Xi|>c)
|Xi|dP +

∫
A∩(|Xi|≤c)

|Xi|dP ≤ ε/2 + cP(A).

On a donc le premier point pour η = ε/2c et le deuxième en prenant A = Ω.
Réciproquement, si on a les deux points, soit M = supi∈I E[|Xi|], ε et η donnés par le premier
point. On pose c0 = M/η. Alors pour tout c ≥ c0 et pour tout i, l’inégalité de Markov implique
P(|Xi| > c) ≤ M/c ≤ η. On applique donc le premier point à A = (|Xi| > c) pour chaque i et on
obtient supi∈I

∫
(|Xi|>c) |Xi|dP ≤ ε. D’où la limite.

Théorème 3.3.1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires intégrables et X une variable
aléatoire. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

1. Xn
P−→ X et la famille (Xn) est équi-intégrable,

2. X est intégrable et (Xn) converge vers X dans L1.



3.4. LOI DES GRANDS NOMBRES 33

Démonstration. 1 ⇒ 2 Comme Xn
P−→ X, on peut en extraire une sous-suite (Xnk

) qui converge
ps vers X.

Rappel 6. [Lemme de Fatou]
Soit (fn) une suite de fonctions mesurables positives et µ une mesure. Alors∫

lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fndµ.

Le lemme de Fatou et la propriété d’équi-intégrabilité donnent

E[|X|] = E[lim inf |Xnk
|] ≤ lim inf E[|Xnk

|] ≤ supE[|Xn|] < ∞.

Donc X est intégrable. De plus, pour tout ε > 0, on a

E[|Xn −X|] =
∫

(|Xn−X|<ε/3)
|Xn −X|dP +

∫
(|Xn−X|≥ε/3)

|Xn −X|dP

≤ ε/3 +
∫

(|Xn−X|≥ε/3)
|Xn|dP +

∫
(|Xn−X|≥ε/3)

|X|dP.

Comme X est intégrable, la famille (Xn, X) est encore équi-intégrable. On applique la proposition
précédente. Soit η > 0. Pour n assez grand, on a P(|Xn −X| ≥ ε/3) ≤ η car la suite converge en
probabilité. Donc pour tout n assez grand, les deux intégrales ci-dessus sont inférieures à ε/3.
On obtient E[|Xn −X|] ≤ ε pour n assez grand, d’où la convergence de (Xn) vers X dans L1.
Réciproque 2 ⇒ 1. Soit ε > 0 et n0 tel que pour tout n ≥ n0, ∥Xn −X∥1 ≤ ε/2. Comme X et
les Xn sont dans L1, la famille finie (X,Xn, n ≤ n0) est équi-intégrable. Donc il existe η tel que
si P(A) ≤ η alors ∫

A
|Xn|dP ≤ ε/2,

∫
A

|X|dP ≤ ε/2

pour n ≤ n0. Pour n > n0, on a par inégalité triangulaire∫
A

|Xn|dP ≤
∫

A
|X|dP + ∥Xn −X∥1 ≤ ε.

La suite (Xn) vérifie donc les deux points de la proposition (pour le deuxième, E[|Xn|] ≤
E[|Xn − X|] + E[|X|]), elle est uniformément intégrable. Et on a déjà vu que convergence L1

implique convergence en proba.

3.4 Loi des grands nombres
Dans toute la suite du chapitre les variables aléatoires (Xn)n∈N∗ et X sont définies de (Ω,F ,P)
dans R ou Rd. On suppose de plus que les variables Xn sont indépendantes et de même loi que X.
Pour tout n ≥ 1, on pose Sn = ∑n

k=1Xk. On s’intéresse maintenant aux propriétés asymptotiques
de la suite (Sn).

Théorème 3.4.1 Loi forte des grands nombres. Si E[|X|] < ∞, alors (Sn/n) converge ps et
dans L1 vers E[X] lorsque n tend vers l’infini.

Démonstration. Remarquons d’abord que la famille (Xn) est équi-intégrable. En effet, elle est
dans L1 et

lim
c→+∞

sup
n

E[1(|Xn|>c)|Xn|] = lim
c→+∞

sup
n

E[1(|X1|>c)|X1|] = lim
c→+∞

E[1(|X1|>c)|X1|] = 0
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puisque toutes les variables ont même loi. Donc pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout
A ∈ F et n ∈ N, on ait E[1A|Xn|] ≤ ε. On en déduit que

E[1A|Sn/n|] ≤ nE[1A|Xn|/n] = E[1A|Xn|] ≤ ε.

De plus, E[|Sn|/n] ≤ nE[|X1|]/n ≤ E[|X1|] est borné indépendamment de n. Donc la famille
Sn/n est également équi-intégrable. Ainsi, si on montre la convergence ps, on aura la convergence
en proba puis la convergence dans L1 par équi-intégrabilité.

Quitte à remplacer Xk par Xk − E[Xk], on peut considérer que les Xk sont centrées. Quitte
également à regarder la convergence coordonnée par coordonnée (ce qui est équivalent à la
convergence du vecteur pour la convergence ps) on suppose qu’on est en dimension 1.

1. La première étape de la preuve consiste à prouver le résultat sous l’hypothèse plus forte
E[|X|4] < ∞. Dans ce cas, pour tout n ≥ 1 et δ > 0, l’inégalité de Markov donne

P(|Sn| ≥ nδ) ≤ E[S4
n]

δ4n4 .

On décompose maintenant E[S4
n]. On a

S4
n =

( n∑
k=1

Xk

)4
=

n∑
i=1

Xi

n∑
j=1

Xj

n∑
k=1

Xk

n∑
ℓ=1

Xℓ

=
n∑

i=1
X4

i + 4
∑

1≤i ̸=j≤n

X3
i Xj + 3

∑
1≤i ̸=j≤n

X2
i X

2
j

+ 6
∑

1≤i,j,k distincts≤n

XiXjX
2
k +

∑
1≤i,j,k,ℓ distincts≤n

XiXjXkXℓ.

En utilisant la linéarité de l’espérance, et le fait que les Xi sont indépendants, centrés et
de même loi, on obtient

E[S4
n] =

n∑
i=1

E[X4
i ] + 4

∑
1≤i ̸=j≤n

E[X3
i ]E[Xj ] + 3

∑
1≤i ̸=j≤n

E[X2
i ]E[X2

j ]

+ 6
∑

1≤i,j,k distincts≤n

E[Xi]E[Xj ]E[X2
k ] +

∑
1≤i,j,k,ℓ distincts≤n

E[Xi]E[Xj ]E[Xk]E[Xℓ]

= nE[X4] + 0 + 3n(n− 1)E[X2]2 + 0 + 0.

On obtient donc
P(|Sn| ≥ nδ) ≤ nE[X4] + 3n(n− 1)E[X2]2

δ4n4 ,

qui est le terme générique d’une série convergente. Le lemme de Borel Cantelli donne donc
la convergence ps de (Sn/n) vers 0.

2. Deuxième étape : cas général. Soit ε > 0. Pour tout i ≥ 1, il existe des variables aléatoires
Yi étagées, centrées, indépendantes et de même loi telles que E[|Xi −Yi|] ≤ ε, par définition
de l’intégrale de Lebesgue. Soit Tn = ∑n

k=1 Yk. Alors on a

1
n

|Sn| ≤ 1
n

n∑
i=1

|Xi − Yi| + 1
n

|Tn|.
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Les variables Yi sont étagées donc bornées, elles vérifient donc le premier point. On a ainsi
Tn/n qui tend vers 0. Il suffit donc de regarder la moyenne des différences |Xi − Yi|. Soit
Zi = |Xi − Yi|. On sait que le variables (Zi) sont indépendantes, de même loi, intégrables,
positives et vérifient E[Zi] ≤ ε pour tout i. On veut examiner lim sup∑n

k=1 Zk/n. On utilise
un argument dit de bloc : on va découper selon les valeurs de n avec une partition en
puissances de 2 et minorer différemment sur chaque bloc. Soit k ≥ 0 et δ > 0. On a

P
(

max
2k<n≤2k+1

1
n

n∑
i=1

Zi ≥ 2E[Z1] + δ

)

≤ P(∃i ≤ 2k+1, Zi > 2k) + P( max
2k<n≤2k+1

1
n

n∑
i=1

Zi1[0,2k](Zi) ≥ 2E[Z1] + δ)

= Ak +Bk,

car soit tous les Zi sont inférieurs à 2k, soit il y en a au moins un qui est supérieur. D’une
part, en majorant l’union sur les i ≤ 2k+1 par la somme, on a

Ak = P(∃i ≤ 2k+1, Zi > 2k) ≤ 2k+1P(Z1 > 2k)
= 4 × 2k−1P(Z1 > 2k)

≤ 4
∫ 2k

2k−1
P(Z1 > t)dt.

D’autre part, en utilisant 2k < n ≤ 2k+1 et la positivité des Zi, on obtient

Bk ≤ P
( 2k+1∑

i=1
Zi1[0,2k](Zi) ≥ 2k+1E[Z1] + δ2k

)

≤ P
( 2k+1∑

i=1
Zi1[0,2k](Zi) ≥ 2k+1E[Z11[0,2k](Z1)] + δ2k

)

≤ P
( 2k+1∑

i=1
Zi1[0,2k](Zi) − E[Zi1[0,2k](Zi)] ≥ δ2k

)

≤ P
(∣∣ 2k+1∑

i=1
Zi1[0,2k](Zi) − E[Zi1[0,2k](Zi)]

∣∣ ≥ δ2k
)

puisque E[Z1] ≥ E[Z11[0,2k](Z1)]. On utilise maintenant l’inégalité de Tchébychev

Bk ≤ 1
δ222k

2k+1 Var[Z2
11[0,2k](Z1)]

≤ 1
δ22k

2E[Z2
11[0,2k](Z1)].

On a ainsi obtenu

P
(

max
2k<n≤2k+1

1
n

n∑
i=1

Zi ≥ 2E[Z1] + δ

)
≤ 4

∫ 2k

2k−1
P(Z1 > t)dt+ 1

δ22k
2E[Z21[0,2k](Z1)].

On somme maintenant ces inégalités sur k. D’une part

∑
k≥0

∫ 2k

2k−1
P(Z1 > t)dt ≤

∫ ∞
0

P(Z1 > t)dt = E[Z1],
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d’autre part

∑
k≥0

2−kE
[
Z2

11[0,2k](Z1)
]

= E
[
Z2

1
∑
k≥0

2−k1[0,2k](Z1)
]

= E
[∑

ℓ≥0
(Z2

1
∑
k≥0

2−k1[0,2k](Z1))1Z1∈]2ℓ,2ℓ+1]

+ (Z2
1
∑
k≥0

2−k1[0,2k](Z1))1Z1∈[0,1]

]
.

Pour le premier terme, on a∑
ℓ≥0

(Z2
1
∑
k≥0

2−k1[0,2k](Z1))1Z1∈]2ℓ,2ℓ+1] ≤
∑
ℓ≥0

1Z1∈]2ℓ,2ℓ+1](22ℓ+2 ∑
k≥ℓ+1

2−k1[0,2k](Z1))

≤
∑
ℓ≥0

1Z1∈]2ℓ,2ℓ+1](22ℓ+22−ℓ)

= 4
∑
ℓ≥0

1Z1∈]2ℓ,2ℓ+1](2ℓ)

≤ 4Z1
∑
ℓ≥0

1Z1∈]2ℓ,2ℓ+1]

Pour le deuxième terme

Z2
1
∑
k≥0

2−k1[0,2k](Z1))1Z1∈[0,1] = Z2
1 (
∑
k≥0

2−k)1Z1∈[0,1]

= 2Z2
11Z1∈[0,1]

≤ 2Z11Z1∈[0,1]

≤ 4Z11Z1∈[0,1].

Donc en recollant les deux termes∑
k≥0

2−kE[Z2
11[0,2k](Z1)] ≤ 4E[Z1].

Ainsi, on obtient

∑
k

P
(

max
2k<n≤2k+1

1
n

n∑
i=I

Zi ≥ 2E[Z1] + δ

)
≤ 4(1 + 2δ−2)E[Z].

La série converge, donc le lemme de Borel Cantelli donne presque sûrement pour k assez
grand

max
2k<n≤2k+1

1
n

n∑
i=I

Zi < 2E[Z] + δ,

et puisque δ est arbitraire, on en déduit la limite ps

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=I

Zi ≤ 2E[Z].
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Si on revient maintenant à notre démonstration, on a

lim sup
n→∞

1
n

|Sn| ≤ lim sup
n→∞

1
n

n∑
k=1

|Xi − Yi| + lim sup
n→∞

1
n

|Tn|

≤ 2E[|X − Y |] ≤ 2ε.

On a la conclusion voulue puisque ε est arbitraire.

Exemple 3.4.1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi de
Bernoulli de paramètre p. On pose Sn = ∑n

k=1Xk. On a déjà vu que Sn/n converge en
probabilité vers p, on a maintenant la convergence presque sure puisque les variables de
Bernouilli sont intégrables. Une façon de trouver une valeur approchée du paramètre p est
donc de calculer Sn/n pour n assez grand.

3.5 Application de la loi des grands nombres à l’estimation ponctuelle
Pour étudier un certain caractère d’une population donnée (taille des Français, poids des plaques
de chocolat d’une usine, intentions de vote), on fait l’hypothèse que ce caractère suit une certaine
loi de probabilité PX .

Définition 3.5.1. On appelle échantillon aléatoire de taille n de la loi PX une suite (X1, . . . , Xn)
de n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi PX . On appelle échan-
tillon une réalisation particulière d’un échantillon aléatoire : (x1, . . . , xn) = (X1(ω), . . . , Xn(ω)).

Le travail du statisticien ou de la statisticienne est de retrouver la loi PX ou certaines de ses
caractéristiques, à partir d’un ou plusieurs échantillons. En estimation paramétrique, étant donné
un paramètre inconnu θ (proportion, moyenne, variance, . . .) de la loi PX , on cherche à donner
une valeur numérique pour θ à partir d’un échantillon.

Définition 3.5.2. Un estimateur Tn du paramètre θ associé à un échantillon aléatoire (X1, . . . , Xn)
de taille n est une fonction du vecteur aléatoire (X1, . . . , Xn)

Tn = h(X1, . . . , Xn).

L’erreur d’estimation est la différence entre l’estimateur Tn et le paramètre à estimer θ. C’est
la variable aléatoire Tn −θ. L’erreur quadratique moyenne est le moment d’ordre 2 de l’erreur
d’estimation : E[(Tn − θ)2].

Proposition 3.5.1. Si Tn est de carré intégrable, l’erreur quadratique se décompose en un
terme de biais et un terme de variance :

E[(Tn − θ)2] = (E[Tn] − θ)2 + Var(Tn).

Démonstration. On a

E[(Tn − θ)2] = E[(Tn − E[Tn] + E[Tn] − θ)2]
= E[(Tn − E[Tn])2] + (E[Tn] − θ)2 + 2(E[Tn] − θ)E[Tn − E[Tn]]
= Var(Tn) + (E[Tn] − θ)2 + 0,

d’où le résultat.

Plus l’erreur quadratique sera faible, plus l’estimateur sera considéré comme satisfaisant.
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Définition 3.5.3. Un estimateur est dit centré ou sans biais si E[Tn] = θ. Un estimateur est
asymptotiquement sans biais si

lim
n→∞

E[Tn] = θ.

Un estimateur est dit convergent s’il converge en probabilité vers θ :

∀ε > 0, lim
n→+∞

P(|Tn − θ| ≥ ε) = 0.

Exemple 3.5.1. Soit (X1, . . . , Xn) un échantillon aléatoire de taille n. La moyenne empirique

Xn = X1 + · · · +Xn

n

est un estimateur sans biais de l’espérance car E[Xn] = E[X1]. C’est un estimateur convergent
d’après la loi des grands nombres.
La variance empirique

V n = 1
n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

est un estimateur biaisé de la variance car E[V n] = n
n−1 Var(X1). En effet, on a

E[V n] = 1
n

n∑
i=1

E[(Xi −Xn)2]

= 1
n

n∑
i=1

E[(Xi − E[Xi] + E[Xi] −Xn)2]

= 1
n

n∑
i=1

E[(Xi − E[Xi])2] + E[(E[Xi] −Xn)2] + 2E[(Xi − E[Xi])(E[Xi] −Xn)]

= Var(X1) + Var(Xn) − 2
n

n∑
i=1

Cov(Xi, Xn).

Or on a par indépendance

Var(Xn) = Var(X1 + · · · +Xn

n
) = n

n2 Var(X1),

et

Cov(Xi, Xn) = E[XiXn] − E[X1]2

= n− 1
n

E[X1]2 + 1
n
E[X2

1 ] − E[X1]2

= 1
n

Var(X1),

Donc finalement on a bien

E[V n] = Var(X1) + Var(Xn) − 2
n

n∑
i=1

Cov(Xi, Xn)

= Var(X1) + 1
n

Var(X1) − 2
n

Var(X1)
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= n

n− 1 Var(X1)

Cependant cet estimateur est asymptotiquement sans biais et convergent. On utilise plutôt sa
version sans biais

S2
n = 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

On va voir dans le chapitre suivant comment évaluer la précision de ces estimateurs.
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Chapitre 4

Théorème Central Limite

Attention, dans ce chapitre on ne suppose plus que les variables aléatoires sont définies sur la
même espace probabilisé. Les variables sont toujours à valeurs dans R ou Rd.

4.1 Convergence en loi
On commence par introduire un nouveau type de convergence, la convergence en loi.

Rappel 7. Une suite de lois de probabilités (µn)n définies sur un même espace (Ω,F) converge
— simplement vers la mesure µ si

µn(A) −−−−−→
n→+∞

µ(A), pour tout A dans F .

— étroitement vers la mesure µ si∫
hdµn −−−−−→

n→+∞

∫
hdµpour toute fonction h continue bornée.

— vaguement vers la mesure µ si∫
hdµn −−−−−→

n→+∞

∫
hdµpour toute fonction h continue à support compact.

Définition 4.1.1. Pour tout n ≥ 1, soit Xn une variable aléatoire définie sur l’espace probabilisé
(Ωn,Fn,Pn) à valeurs dans (R,B(R)) (ou (Rd,B(R)d)), et µ une loi de probabilité sur (R,B(R))
(ou (Rd,B(R)d)). On dit que la suite (Xn) converge en loi vers µ si la suite (PXn) des lois
de (Xn) converge étroitement vers la loi µ, c’est-à-dire que pour toute fonction ϕ continue
bornée sur R (ou Rd) on a

lim
n→∞

∫
ϕdPXn =

∫
ϕdµ.

On note Xn
L−→ µ.

Cette notion n’est pas relative aux variables aléatoires comme fonctions mais concerne uniquement
leur loi. Par abus de langage, on pourra dire aussi que (Xn) converge en loi vers la variable
aléatoire X pour toute variable aléatoire de loi µ. On notera alors Xn

L−→ X ou Xn
L−→ PX qui

correspond alors à limn→∞ E[ϕ(Xn)] = E[ϕ(X)] pour toute fonction ϕ continue bornée.

Exemple 4.1.1. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et Xn = (−1)nX.
Alors la loi de Xn est encore la loi N (0, 1) puisqu’elle est symétrique, donc la suite (Xn)

41
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converge en loi vers la loi N (0, 1).

Théorème 4.1.1 Théorème de Lévy. Pour tout n ≥ 1, soit Xn une variable aléatoire définie
sur l’espace probabilisé (Ωn,Fn,Pn) de fonction caractéristique ΦXn.

1. Si (Xn) converge en loi vers une loi µ, alors la suite des fonctions caractéristiques (ΦXn)
converge simplement vers la fonction caractéristique Φµ de µ.

2. Réciproquement, si la suite des fonctions caractéristiques (ΦXn) converge simplement
vers une fonction Φ qui est la fonction caractéristique d’une loi de probabilité µ, alors la
suite (Xn) converge en loi vers µ.

Démonstration. 1. La partie réelle et la partie imaginaire de x 7→ exp(i ⟨t, x⟩) sont x 7→
cos(⟨t, x⟩) et x 7→ sin(⟨t, x⟩) respectivement. Ces deux fonctions sont continues bornées,
donc si (Xn) converge en loi vers µ, on a pour t fixé

lim
n→∞

∫
cos(⟨t, x⟩)dPXn(x) =

∫
cos(⟨t, x⟩)dµ(x),

lim
n→∞

∫
sin(⟨t, x⟩)dPXn(x) =

∫
sin(⟨t, x⟩)dµ(x),

d’où la convergence simple des fonctions caractéristiques.
2. On fait la démonstration en 3 étapes détaillées dans les lemmes suivants.

Définition 4.1.2. Une suite (µn) de mesures est tendue si pour tout ε > 0 il existe un compact
K = [−a, a]d de Rd tel que

sup
n∈N

µn(Kc) ≤ ε.

Lemme 4.1.1. Soit (Pn) une suite de lois de probabilités et µ une mesure bornée. Si
∫
hdPn →∫

hdµ pour toute fonction h continue à support compact (convergence vague) et la suite (Pn)
est tendue, alors

∫
ϕdPn →

∫
ϕdµ pour toute fonction ϕ continue bornée (convergence étroite).

Démonstration. Soit ϕ une fonction continue bornée et ga la fonction réelle définie par

ga(t) =
{

0 si |t| ≥ a+ 1,
1 si |t| ≤ a,

et prolongée linéairement entre −(a+ 1) et −a et entre a et a+ 1, et soit ha la fonction de Rd

dans R qui a (t1, . . . , td) associe ga(t1) × · · · × ga(td), voir figure 4.1. On a∣∣∣ ∫ ϕdPn −
∫
ϕdµ

∣∣∣
≤

∣∣∣ ∫ ϕ− ϕ× hadPn

∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ ϕ× hadPn −
∫
ϕ× hadµ

∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ ϕ× ha − ϕdµ
∣∣∣

≤
∫

|ϕ|(1 − ha)dPn

∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ ϕ× hadPn −
∫
ϕ× hadµ

∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ |ϕ|(1 − ha)dµ
∣∣∣

≤ sup |ϕ|Pn(([−a, a]d)c) +
∣∣∣ ∫ ϕ× hadPn −

∫
ϕ× hadµ

∣∣∣+ sup |ϕ|µ(([−a, a]d)c).

Comme (Pn) est tendue, et µ est bornée donc tendue, pour tout ε > 0 il existe a tel que
sup |ϕ|Pn(([−a, a]d)c) + sup |ϕ|µ(([−a, a]d)c) ≤ ε/2. Comme la suite est vaguement convergente,
il existe N tel que pour tout n ≥ N on ait

∣∣∣ ∫ ϕ× hadPn −
∫
ϕ× hadµ

∣∣∣ ≤ ε/2. On a donc pour

tout n ≥ N ,
∣∣∣ ∫ ϕdPn −

∫
ϕdµ

∣∣∣ ≤ ε et la convergence voulue.
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Figure 4.1 – Fonction ga.

Il nous suffit donc de montrer que notre suite de probabilités converge vaguement et qu’elle est
tendue. Pour montrer la tension, on a d’abord besoin du lemme de Cramer.

Lemme 4.1.2 Lemme de Cramer. Soit µ une loi de probabilité sur R ou Rd. Alors il existe
une constante universelle C (qui ne dépend pas de µ) telle que pour tout réel a strictement
positif,

µ(([−a, a]d)c) ≤ C

∫
[0,1]d

(
1 − ℜ(Φµ(t/a))

)
dt,

où ℜ désigne la partie réelle.

Démonstration. Comme µ est une probabilité et 1 − ℜ(Φµ(t) ≥ 0, on peut utiliser le théorème
de Fubini Tonelli pour obtenir∫

[0,1]d

(
1 − ℜ

∫
Rd

exp(i ⟨t/a, x⟩ dµ(x)
)
dt

= ℜ
∫

[0,1]d

∫
Rd

(1 − exp(i ⟨t/a, x⟩))dµ(x)dt

= ℜ
∫
Rd

( ∫
[0,1]d

(1 − exp(i ⟨t/a, x⟩))dt
)
dµ(x).

L’intégrande est positive puisque la partie réelle de l’exponentielle est un cosinus donc inférieur
ou égale à 1. On peut donc minorer par l’intégrale sur Rd par la même intégrale sur un domaine
plus petit de la forme ([−a, a]d)c

∫
[0,1]d

(
1 − ℜ

∫
Rd

exp(i ⟨t/a, x⟩ dµ(x)
)
dt

≥ ℜ
∫

([−a,a]d)c

( ∫
[0,1]d

(1 − exp(i ⟨t/a, x⟩))dt
)
dµ(x)

= ℜ
∫

([−a,a]d)c

( ∫
[0,1]d

(1 − exp(it1x1/a+ · · · + itdxd/a))dt1 · · · dtd
)
dµ(x).

On peut maintenant calculer explicitement l’intégrale sur [0, 1]d par récurrence∫
[0,1]d

(
1 − ℜ

∫
Rd

exp(i ⟨t/a, x⟩ dµ(x)
)
dt

≥ ℜ
∫

([−a,a]d)c

∫
[0,1]d−1

[
t1 − a

ix1
exp(it1x1/a)

d∏
k=2

exp(itkxk/a)
]1
0dt2 · · · dtddµ(x)



44 CHAPITRE 4. THÉORÈME CENTRAL LIMITE

= ℜ
∫

([−a,a]d)c

∫
[0,1]d−1

(
1 − a

ix1
(exp(x1/a) − 1)

d∏
k=2

exp(itkxk/a)
)
dt2 · · · dtddµ(x)

= ℜ
∫

([−a,a]d)c

∫
[0,1]d−2

[
t2 − a

ix1
(exp(ix1/a) − 1) a

ix2
exp(it2x2/a)

d∏
k=3

exp(itkxk/a)
]1

0
dt3 · · · dtddµ(x)

= ℜ
∫

([−a,a]d)c

∫
[0,1]d−2

(
1 −

2∏
k=1

a

ixk
(exp(ixk/a) − 1)

d∏
k=3

exp(itkxk/a)
)
dt3 · · · dtddµ(x)

= . . .

= ℜ
∫

([−a,a]d)c

(
1 −

d∏
k=1

a

ixk
(exp(ixk/a) − 1)

)
dµ(x).

Au passage, (exp(ix) − 1)/ix est bien défini par continuité en 0 et vaut 1 en 0. On prend
maintenant une minoration grossière par la borne inférieure∫

[0,1]d

(
1 − ℜ

∫
Rd

exp(i ⟨t/a, x⟩ dµ(x)
)
dt

≥
∫

([−a,a]d)c
inf

x∈([−a,a]d)c
ℜ
(
1 −

d∏
k=1

a

ixk
(exp(ixk/a) − 1)

)
dµ(x)

= inf
x∈([−a,a]d)c

ℜ
(
1 −

d∏
k=1

a

ixk
(exp(ixk/a) − 1)

)
µ([−a, a]d)c)

= inf
y∈([−1,1]d)c

ℜ
(
1 −

d∏
k=1

(exp(iyk) − 1)/(iyk)
)
µ([−a, a]d)c),

en posant le changement de variable yk = xk/a. Il reste à montrer que la borne inférieure est
strictement positive. Or

∣∣∣ d∏
k=1

(exp(iyk) − 1)/(iyk)
∣∣∣ =

d∏
k=1

|(exp(iyk) − 1)/(iyk)|

=
d∏

k=1

(
cos yk − 1)2 + sin2 yk

)1/2
/|yk|

=
d∏

k=1
(2 − 2 cos yk)1/2/|yk|.

Or, en étudiant la fonction y 7→ 2 − 2 cos(y) − y2, on peut montrer que (2 − 2 cos y)/y2 ≤
2 − 2 cos 1 ≃ 0.9194 < 1 pour tout tout y ≥ 1 (de même pour y ≤ −1 par parité, voir Figure 4.2).
Donc on a ∣∣∣ d∏

k=1
(exp(iyk) − 1)/(iyk)

∣∣∣ ≤ (2 − 2 cos 1)d/2 = α < 1

pour y ∈ ([−1, 1]d)c d’où ℜ
(
1 −

∏d
k=1(exp(iyk) − 1)/(iyk)

)
≥ 1 − α > 0 pour y ∈ ([−1, 1]d)c. La

borne inférieure est donc strictement positive. Elle ne dépend ni de a ni de µ. On pose C égale à
son inverse et on a le résultat.

On peut maintenant prouver que si on a convergence des fonctions caractéristiques alors la suite
est tendue.
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Figure 4.2 – Fonction y 7→ (2 − 2 cos y)/y2 sur [−1, 1]c.

Lemme 4.1.3. Pour tout n ≥ 1, soit Xn une variable aléatoire définie sur l’espace probabilisé
(Ωn,Fn,Pn) de fonction caractéristique ΦXn. Si la suite des fonctions caractéristiques (ΦXn)
converge simplement vers une fonction Φ continue en 0, alors la suite de mesures de probabilités
(PXn) est tendue.

Notons que par convergence dominée, toute fonction caractéristiques est continue en 0.

Démonstration. Soit la famille de fonctions t 7→ 1 − ℜΦ(t/a) indexée par a > 0. Par passage à la
limite des ΦXn , on a |Φ| ≤ 1, donc 1 − ℜΦ(t/a) est majoré en module indépendamment de a
pour t ∈ [0, 1]d. De plus, par continuité de Φ en 0, on a 1 − ℜΦ(t/a) tend vers 1 − ℜΦ(0) = 0
lorsque a tend vers l’infini (car ΦXn(0) = 0 + convergence simple). On peut donc appliquer le
théorème de convergence dominée pour obtenir

lim
a→+∞

∫
[0,1]d

(
1 − ℜ(Φ(t/a))

)
dt = 0.

Soit ε > 0, il existe donc a1 tel que pour tout a ≥ a1 on ait
∫

[0,1]d
(
1 − ℜ(Φ(t/a))

)
dt ≤ ε/2. La

suite (ΦXn) est bornée par 1 en module et convergente, donc par le théorème de convergence
dominée, on a

lim
n→+∞

∫
[0,1]d

(
1 − ℜ(ΦXn(t/a))

)
dt =

∫
[0,1]d

(
1 − ℜ(Φ(t/a))

)
dt.

Donc pour tout a fixé, il existe N tel que pour tout n ≥ N∣∣∣ ∫
[0,1]d

(
1 − ℜ(ΦXn(t/a))

)
dt−

∫
[0,1]d

(
1 − ℜ(Φ(t/a))

)
dt
∣∣∣ ≤ ε/2.

Soit a > a1 et n ≥ N(a). Alors∫
[0,1]d

(
1 − ℜ(ΦXn(t/a))

)
dt ≤ ε/2 + ε/2.

Par le lemme de Cramer, on en déduit que PXn(([−a, a]d)c) ≤ Cε pour n ≥ N(a). Comme les
autres sont en nombre fini, on peut trouver a2 ≥ a1 tel que pour tout a ≥ a2, PXn(([−a, a]d)c) ≤
Cε pour tout n. Donc le sup sur n est inférieur à Cε et la suite est tendue.
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On recolle maintenant les morceaux pour démontrer la réciproque du théorème de Lévy.

Démonstration. du théorème de Lévy
Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé sur lequel on définit des variables aléatoires (Zn), Z et Y
telles que Zn a la même loi que Xn pour tout n, Y suit la loi N (0, Id), Z suit la loi µ, et Y est
indépendante de (Zn) et de Z. Soit σ un réel strictement positif. Pour toute fonction h continue
à support compact, on a

|En[h(Xn)] − E[h(Z)]|
= |E[h(Zn)] − E[h(Z)]|
= |E[h(Zn)] − E[h(Zn + σY )] + E[h(Zn + σY )] − E[h(Z + σY )] + E[h(Z + σY )] − E[h(Z)]|
≤ E[|h(Zn) − h(Zn + σY )|] + |E[h(Zn + σY )] − E[h(Z + σY )]| + E[|h(Z + σY )] − h(Z)|].

Comme h est continue à support compact, elle est en particulier bornée par ∥h∥ et uniformément
continue. Soit donc ε > 0 et δε tel que pour tous (x, y) tels que |x−y| ≤ δε on ait |h(x)−h(y)| ≤ ε.
On a alors

E[|h(Zn) − h(Zn + σY )|]
= E[|h(Zn) − h(Zn + σY )|1(|σY |≤δε)] + E[|h(Zn) − h(Zn + σY )|1(|σY |≤δε)]
≤ εP(|σY | ≤ δε) + 2∥h∥P(|σY | > δε)

≤ ε+ 2∥h∥E[(σY )2]
δ2

ε

≤ ε+ 2∥h∥σ
2d

δε
,

par l’inégalité de Markov et en utilisant que E[Y 2] = 1. De la même façon, on a

E[|h(Z + σY ) − h(Z)|] ≤ ε+ 2∥h∥σ
2d

δε
.

Finalement, on obtient

|En[h(Xn)] − E[h(Z)]|

≤ 2ε+ 4∥h∥σ
2d

δε
+ |E[h(Zn + σY )] − E[h(Z + σY )]|.

Dans la preuve de la Proposition 2.6.2 on a vu que

Rappel 8. Pour toute variable aléatoire X et toute fonction h continue bornée

E[h(X + σY )] =
∫
Rd
h(v)

( ∫
Rd

1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 |u|

2ΦX(u)du
)
dv.

Donc on a

E[h(Zn + σY )] =
∫
Rd
h(v)

( ∫
Rd

1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 |u|

2ΦZn(u)du
)
dv,

D’une part, on a ΦZn(u) qui converge simplement vers ΦZ(u) lorsque n tend vers l’infini. De
plus, ∣∣∣ 1

(2π)d
e−i⟨z,u⟩−σ2

2 |u|
2ΦZn(u)

∣∣∣ ≤ 1
(2π)d

e−
σ2
2 |u|

2
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qui est d’intégrale 1 contre la mesure de Lebesgue. Une première application du théorème
de convergence dominée donne la convergence simple de

∫
Rd

1
(2π)d e

−i⟨z,u⟩−σ2
2 |u|

2ΦZn(u)du vers∫
Rd

1
(2π)d e

−i⟨z,u⟩−σ2
2 |u|

2ΦZ(u)du. D’autre part∣∣∣h(v)
( ∫

Rd

1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 |u|

2ΦZn(u)du
)∣∣∣ ≤ |h(v)|

∫
Rd

1
(2π)d

e−
σ2
2 |u|

2
du = |h(v)|,

qui est à nouveau intégrable contre la mesure de Lebesgue puisque h est continue à support
compact. Une deuxième application du théorème de convergence dominée donne alors

lim
n→∞

E[h(Zn + σY )] =
∫
Rd
h(v)

( ∫
Rd

1
(2π)d

e−i⟨z,u⟩−σ2
2 |u|

2ΦZ(u)du
)
dv

= E[h(Z + σY )].

On obtient ainsi

lim sup
n→∞

|En[h(Xn)] − E[h(Z)]| ≤ 2ε+ 4∥h∥σ
2d

δε
+ lim

n→∞
|E[h(Zn + σY )] − E[h(Z + σY )]|

≤ 2ε+ 4∥h∥σ
2d

δε
,

qui est valable pour tout σ et pour tout ε. On fait ensuite tendre σ vers 0 pour obtenir

lim sup
n→∞

|En[h(Xn)] − E[h(Z)]| ≤ 2ε

et enfin on fait tendre ε vers 0 pour obtenir le résultat voulu lim supn→∞ |En[h(Xn)]−E[h(Z)]| = 0.
On a ainsi montré la convergence sur les fonctions continues à support compact et la tension,
donc on a bien la convergence en loi.

Exemple 4.1.2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi
de Bernoulli de paramètre p et Sn = ∑n

k=1Xk. On sait que Sn suit la loi binomiale (n, p) et
ΦSn(t) = (1 − p+ peit)n. Donc

Φ Sn−np√
n

(t) = E[eit Sn−np√
n ]

= E[eit Sn√
n ]e−it np√

n

= e
−it np√

n ΦSn( t√
n

)

= e
−it np√

n (1 − p+ pe
i t√

n )n

= e
−it np√

n exp(n log(1 − p+ pe
i t√

n ))

= e
−it np√

n exp(n(−p+ pe
i t√

n − (p+ pe
i t√

n )2

2 ) + o(1))

= e
−it np√

n exp(n(−p+ pe
i t√

n − p2

2 − p2

2 e
2i t√

n + p2e
i t√

n ) + o(1))

= e
−it np√

n exp(n(−p− p2

2 + (p− p2)ei t√
n − p2

2 e
2i t√

n + o(1))

= e
−it np√

n exp(n(−p− p2

2 + (p− p2)(1 + i
t√
n

+ (it)2

2n ) − p2

2 (1 + 2i t√
n

+ (2it)2

2n ) + o(1))

= e
−it np√

n exp(npi t√
n

− p(1 − p) t
2

2 + o(1))



48 CHAPITRE 4. THÉORÈME CENTRAL LIMITE

= exp(−(p− p2) t
2

2 + o(1)),

donc (Sn − np)/
√
n converge en loi vers N (0, p(1 − p)).

Exemple 4.1.3. Soit Xn et X des variables aléatoires à valeurs dans Rd. Alors Xn
L−→ X si

et seulement si pour tout u ∈ Rd, ⟨u,Xn⟩ L−→ ⟨u,X⟩. En particulier en prenant pour u un
vecteur de la base canonique, si Xn

L−→ X alors les coordonnées de Xn convergent en loi vers
les coordonnées de X.

Contre-Exemple 4.1.1. La convergence des coordonnées n’implique pas la convergence en loi
du vecteur (de même que la loi des coordonnées ne suffit pas à définir la loi du vecteur). Soit
X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et Xn = (−1)nX. On a vu que la loi de
Xn est encore la loi N (0, 1) puisqu’elle est symétrique, donc la suite (Xn) converge en loi vers
X, la suite constante X converge en loi vers X. Or (Xn, X) = ((−1)nX,X) = ((−1)n, 1)X
ne converge pas en loi vers (X,X). En effet, sinon, par l’exemple précédent on aurait pour
u = (1, 1), Xn − X = ((−1)n + 1)X qui converge en loi vers 2X. Or X2n + X = 2X mais
X2n+1 − X = 0 donc la suite ne converge pas. On constate aussi au passage (et pour les
mêmes raisons) que si deux suites convergent en loi, alors la suite somme ne converge pas
nécessairement.

4.2 Critères de convergence en loi
On donne maintenant des critères de convergence en loi dans les cas particuliers : dimension 1,
variables à densité et variables discrètes.

Proposition 4.2.1. Pour tout n ≥ 1, soit Xn une variable aléatoire définie sur l’espace
probabilisé (Ωn,Fn,Pn) et X une variable aléatoire définie sur (Ω,F ,P). Si ce sont des
variables aléatoires réelles, alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La suite (Xn) converge en loi vers X.
2. La suite des fonctions de répartition FXn converge simplement vers FX en tout point de

continuité de FX .
3. Il existe un espace probabilisé (Ω′,F ′,P′) sur lequel sont définies des variables aléatoires

X ′n et X ′ telles que pour tout n X ′n a la même loi que Xn, X ′ a la même loi que X et
X ′n

ps−→ X ′.

Démonstration. 1 ⇒ 2 Supposons que la suite converge en loi. Pout tout ε > 0, t ∈ R et x ∈ R,
on a (voir Figure 4.3)

1]−∞,t−ε](x) ≤ (t− x)+

ε
∧ 1 ≤ 1]−∞,t](x) ≤ (t+ ε− x)+

ε
∧ 1 ≤ 1]−∞,t+ε](x).

On a ainsi

F (t− ε) = E[1]−∞,t−ε](X)]

≤ E
[(t−X)+

ε
∧ 1
]

La fonction t 7→ (t−x)+

ε ∧ 1 est continue bornée, donc la convergence en loi donne

F (t− ε) ≤ E
[(t−X)+

ε
∧ 1
]



4.2. CRITÈRES DE CONVERGENCE EN LOI 49

Figure 4.3 – Encadrement de x 7→ 1]−∞,t](x).

= lim
n→∞

E
[(t−Xn)+

ε
∧ 1
]

≤ lim inf
n→∞

E[1]−∞,t](Xn)]
= lim inf

n→∞
FXn(t).

De même, on a

F (t+ ε) = F (t+ ε)
= E[1]−∞,t+ε](X)]

≥ E
[(t+ ε−X)+

ε
∧ 1]

= lim sup
n→∞

E
[(t+ ε−Xn)+

ε
∧ 1
]

≥ lim sup
n→∞

E[1]−∞,t](Xn)]

= lim sup
n→∞

FXn(t).

D’où la convergence des fonctions de répartition aux points de continuité de F puisque ε est
arbitraire.
2 ⇒ 3 On définit l’espace (Ω′,F ′,P′) par (]0, 1[,B(]0, 1[), λ) où λ est la mesure de Lebesgue. Soit
U de loi uniforme sur ]0, 1[ (on peut choisir la fonction identité sur Ω′). On pose X ′n = F←Xn

(U)
et X ′ = F←X (U). Alors X ′n a la même loi que Xn et X ′ a la même loi que X. Il suffit donc de
montrer que F←Xn

(u) converge vers F←X (u) pour un sous-ensemble de ]0, 1[ de mesure de Lebesgue
1.

Rappel 9.
F←(u) = inf{t;F (t) > u}.

Pour tout u ∈]0, 1[, si F←(u) ≤ t alors F (t) ≥ u. De plus, si F (t) > u, alors F←(u) ≤ t. Soit
u ∈]0, 1[ et t = F←X (u), donc FX(t) ≥ u. Soit ε > 0 et t+ε , t−ε des points de continuité de FX

tels que t−ε < t < t+ε et |t+ε − t−ε | ≤ ε (possible car il y a au plus un nombre dénombrable de
points de discontinuité). Comme t−ε < t, par définition de la fonction quantile, on a FX(t−ε ) ≤ u.
Par croissance d’une fonction de répartition, on a aussi FX(t+ε ) ≥ FX(t) ≥ u. Comme les
fonctions de répartition convergent pour les points de continuité de FX , pour tout η > 0 tel
que 0 < u − η < u + η < 1 on a FXn(t−ε ) < u + η et FXn(t+ε ) > u − η pour n assez grand.
Comme FXn(t−ε ) < u+ η, on a par définition de la fonction quantile F←Xn

(u+ η) ≥ t−ε ≥ t− ε.
Comme FXn(t+ε ) > u− η, de même t+ ε ≥ t+ε ≥ F←Xn

(u− η). Comme ε est arbitraire, on obtient
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lim inf F←Xn
(u+ η) ≥ t = F←X (u) et lim supF←Xn

(u− η) ≤ t = F←X (u). Les points de discontinuité
sont de mesure de Lebesgue nulle car dénombrables, on a donc bien la convergence ps.
3 ⇒ 1 Soit ϕ une fonction continue bornée. Comme elle est bornée, on peut utiliser le théorème
de convergence dominée. On a ∫

ϕ(Xn)dPn =
∫
ϕ(X ′n)dλ

→
∫
ϕ(X ′)dλ

=
∫
ϕ(X)dP.

d’où la convergence en loi.

Attention : on a changé d’espace et de variables aléatoires pour obtenir la convergence ps. La
convergence en loi n’implique pas la convergence ps des variables a aléatoires d’origine. Celle-ci
n’a même pas de sens si elles sont définies sur des espaces différents.

Proposition 4.2.2. Pour tout n ≥ 1, soit Xn une variable aléatoire définies sur (Ωn,Fn,Pn) et
X définie sur (Ω,F ,P). On suppose que toutes ces variables aléatoires sont à valeurs dans Z.
Alors (Xn) converge en loi vers X si et seulement si pour tout k ∈ Z, P(Xn = k) → P(X = k).

Démonstration. Comme on est en dimension 1, on peut utiliser la caractérisation de la convergence
en loi par les fonctions de répartition. Pour tout 0 < ε < 1 et k ∈ Z, k + ε est un point de
continuité de FX et FX(k + ε) = FX(k). On a donc

limP(Xn = k) = lim
n→∞

FXn(k) − FXn(k − 1)
= lim

n→∞
FXn(k + ε) − FXn(k − 1 + ε)

= FX(k + ε) − FX(k − 1 + ε)
= FX(k) − FX(k − 1)
= P(X = k),

d’où la convergence. Pour la réciproque, tout point de continuité de FX est de la forme k + ε
avec 0 < ε < 1. On a donc

lim
n→∞

FXn(k + ε) = lim
n→∞

∑
j≤k

P(Xn = j)

=
∑
j≤k

lim
n→∞

P(Xn = j)

=
∑
j≤k

P(X = j)

= FX(k)
= FX(k + ε)

On a pu intervertir limite et séries par convergence monotone.

Exemple 4.2.1. La loi Binomiale de paramètres (n, λ/n) converge en loi vers la loi de Poisson
de paramètre λ.
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4.3 Comparaison de la convergence en loi avec les autres conver-
gences

Cette comparaison n’est possible que si les variables aléatoires sont toutes définies sur le même
espace probabilisé (Ω,F ,P).

Proposition 4.3.1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires définies sur le même espace
probabilisé (Ω,F ,P) et X définie sur (Ω,F ,P). Si la suite (Xn) converge ps vers X alors elle
converge aussi en loi vers X.

Démonstration. Soit ϕ une fonction continue bornée. Pour tout ε > 0, on a∫
ϕdPXn = E[ϕ(Xn)] → E[ϕ(X)]

par convergence dominée.

Contre-Exemple 4.3.1. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et Xn =
(−1)nX. Alors la loi de Xn est encore la loi N (0, 1) puisqu’elle est symétrique, donc la suite
(Xn) converge en loi vers X, mais (Xn) ne converge pas ps vers X.

Proposition 4.3.2. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires définies sur le même espace
probabilisé (Ω,F ,P) et X définie sur (Ω,F ,P). Si la suite (Xn) converge en probabilité vers
X alors elle converge aussi en loi vers X.

Démonstration. Soit ϕ une fonction continue bornée. Pour tout ε > 0, on a∣∣∣ ∫ ϕdPXn −
∫
ϕdPX

∣∣∣ =
∣∣E[ϕ(Xn)] − E[ϕ(X)]

∣∣
=

∣∣E[(ϕ(Xn) − ϕ(X))(1|ϕ(Xn)−ϕ(X)|≤ε + 1|ϕ(Xn)−ϕ(X)|>ε)]
∣∣

≤ ε+ 2|ϕ|P(|ϕ(Xn) − ϕ(X)| > ε).

Comme Xn
P−→ X et que ϕ est continue, ϕ(Xn) P−→ ϕ(X) et le dernier terme de l’inégalité est plus

petit que 2ε pour n assez grand. Comme ε est arbitraire, on a bien la convergence en loi de (Xn)
vers X.

Contre-Exemple 4.3.2. La réciproque est fausse. Soit X une variable aléatoire de loi de
Bernoulli de paramètre 1/2. Pour tout n, on pose Xn = X. On a donc Xn

L−→ X. La variable
aléatoire Y = 1 − X suit encore une loi de Bernoulli de paramètre 1/2, donc on a aussi
Xn

L−→ Y . Or |Xn − Y | = |2X − 1| = 1 ps, donc pour tout 0 < ε < 1, P(|Xn − Y | > ε) = 1 et
la suite ne converge pas en proba vers Y .

On a une réciproque partielle dans le cas particulier où la limite n’est pas aléatoire.
Proposition 4.3.3. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires définies sur le même espace
probabilisé (Ω,F ,P). Si la suite (Xn) converge en loi vers une (P-ps) constante a, alors elle
converge aussi en probabilité vers a.

Démonstration. Soit Bf (a, ε) la boule fermé de centre a et de rayon ε. On a δa(∂Bf (a, ε)) = 0,
donc d’après le lemme limPXn(Bf (a, ε)) = δa(Bf (a, ε)) = 1, donc limP(|Xn − a| > ε) = 0, d’où
la convergence en proba.
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4.4 Théorème central limite

Théorème 4.4.1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires définies sur le même espace
probabilisé (Ω,F ,P), indépendantes, de même loi et de carré intégrable. Soit

Yn = 1√
n

n∑
k=1

(Xk − E[Xk]).

Alors la suite (Yn) converge en loi vers Var(X1)1/2Y où Y suit la loi normale N (0, Id). Dans
le cas particulier des variables réelles,

Y ′n = 1√
nVar(X1)

n∑
k=1

(Xk − E[Xk])

converge en loi vers N (0, 1).

Démonstration. Commençons par calculer la fonction caractéristique de Var(X1)1/2Y en utilisant
la symétrie de Var(X1)

ΦVar(X1)1/2Y (u) = E[ei⟨u,Var(X1)1/2Y ⟩] = E[ei⟨Var(X1)1/2u,Y ⟩]

= e−
1
2 ⟨Var(X1)1/2u,Var(X1)1/2u⟩ = e−

1
2 ⟨Var(X1)u,u⟩.

On utilise le théorème de Lévy et le développement limité à l’ordre 2 des fonctions caractéristiques
de loi de carré intégrable. Comme les Xn sont indépendantes et de même loi, la fonction
caractéristique de Yn est

ΦYn(t) =
n∏

k=1
ΦXk−E[Xk](t/

√
n) =

(
ΦX1−E[X1](t/

√
n)
)n =

(
Φ⟨X1−E[X1],t⟩(1/

√
n)
)n

La variable réelle centrée Z = ⟨X1 − E[X1], t⟩ a un moment d’ordre 2. On peut donc faire un
développement limité de sa fonction caractéristique. On a

ΦYn(t) =
(
ΦZ(1/

√
n)
)n

=
(
1 + i/

√
nE[Z] − 1/2nE[Z2] + o(1/n)

)n
=

(
1 − 1/2nE[Z2] + o(1/n)

)n
→ exp(−1/2E[Z2]).

Or E[Z2] = E[⟨X1 − E[X1], t⟩2] = ⟨t,Var(X1)t⟩. On reconnaît la fonction caractéristique de
Var(X1)1/2Y . D’où la convergence en loi par le théorème de Lévy.

Exemple 4.4.1. Ce résultat donne un ordre de grandeur de la vitesse de convergence de la loi
des grands nombres, même s’il s’agit ici d’une convergence plus faible puisque seulement en
loi. En effet, la loi de grands nombres dit que Sn/n converge vers E[X1] et on peut récrire Yn

comme

Yn = 1√
n

(
n∑

k=1
Xk) − n√

n
E[X1] = 1√

n
(Sn) −

√
nE[X1] =

√
n(Sn/n− E[X1]).

La vitesse de convergence est donc de l’ordre de
√
n, avec une constante proportionnelle à

l’écart-type.
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Exemple 4.4.2. On peut donc dire que Y ′n suit approximativement la loi N (0, 1) dans le cas
réel, ou bien que Sn/n suit approximativement la loi N (E[X1], 1/n). Comme la loi N (0, 1)
est tabulée, ce résultat permet de faire de nombreux calculs approximatifs.

4.5 Application du théorème central limite à l’estimation par inter-
valles

On se replace dans le cadre d’une estimation paramétrique. On cherche à estimer le paramètre θ
d’une loi µ sur R. Maintenant, on ne cherche plus à donner une valeur à θ, mais à donner une
fourchette qui contient θ avec une grande probabilité.

Définition 4.5.1. Un intervalle de confiance de probabilité de confiance α construit à partir de
l’échantillon aléatoire (X1, . . . , Xn) est un intervalle de la forme [f(X1, . . . , Xn); g(X1, . . . , Xn)]
tel que

P(f(X1, . . . , Xn) ≤ E[X1] ≤ g(X1, . . . , Xn)) = α.

Proposition 4.5.1. Pour un échantillon de taille élevée (n ≥ 30), un intervalle de confiance
de probabilité de confiance (asymptotique) α est[

Xn − F←N (0,1)

(1 + α

2
)√V (X1)

n
;Xn + F←N (0,1)

(1 + α

2
)√V (X1)

n

]
,

où F←N (0,1) est la fonction quantile de la loi N (0; 1). Si la variance V (X1) est inconnue et si
n ≥ 50, on remplace V (X1) par S2

n dans la formule.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le TCL pour obtenir que Xn − θ suit approximativement
la loi N (0,Var(X1)/n), et le lemme de Slutsky pour remplacer la variance par un estimateur
convergent.

Exemple 4.5.1. Un sondage Elabe pour Le Figaro réalisé du 28 au 31 mars 2019 auprès
d’un échantillon représentatif des résident·e·s parisien·ne·sde 999 personnes donnait les
intentions de votes suivantes pour le premier tour des élections municipales de 2020, pour un
des scénarios proposés

candidat·e intention de vote
Anne Hidalgo (PS, PCF, RDG) 25%
Cédric Villani (LREM, MODEM) 21%
Florence Berthout (LR) 14,5%
Danielle Simonnet (FI) 8,5%
Julien Bayou (EELV) 8,5%

Soit A un candidat et p la probabilité de déclarer vouloir voter pour A. Le nombre X
de candidats se déclarant pour A suit une loi binomial de paramètres (n, p) où n est le
nombre total d’individus interrogés. Comme une loi binomiale est une somme de variables
aléatoires indépendantes et de même loi de Bernoulli, le théorème central limite donne√
n/p(1 − p)(X/n − p) suit approximativement une loi normal centrée réduite, donc, pour
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Z ∼ N (0, 1),

P(|X/n− p| < β) = P(
√
n/p(1 − p)|X/n− p| <

√
n/p(1 − p)β)

≃ P(|Z| <
√
n/p(1 − p)β)

= P(Z <
√
n/p(1 − p)β) − P(Z < −

√
n/p(1 − p)β)

= 2Π(
√
n/p(1 − p)β) − 1

D’où P(|Xn − p| < β) = α ⇔ 2FN (0,1)(
√
n/p(1 − p)β) − 1 = α ⇔ β = F←N (0,1)((1 +

α)/2)
√
p(1 − p)/n. On a donc

P
(
p ∈

[
X/n− Π−1

(1 + α

2
)√X(n−X)/n2

n
;X/n+ Π−1

(1 + α

2
)√X(n−X)/n2

n

])
= α,

en remplaçant p dans la variance par son estimation on a X
n (1− X

n ). Les intervalles de confiance
à 95% du sondage sont (F←N (0,1)(0.975) = 1.96)

parti intention de vote Intervalle de confiance
Anne Hidalgo (PS, PCF, RDG) 25% [22,3% ; 27,7%]
Cédric Villani (LREM, MODEM) 21% [18,4% ; 23,5%]
Florence Berthout (LR) 14,5% [12,3% ; 16,7%]
Danielle Simonnet (FI) 8,5% [6,7% ; 10,2%]
Julien Bayou (EELV) 8,5% [6,7% ; 10,2%]

A 95% de chance, le sondage ne permet pas ici de départager les deux candidat·e·s de tête,
malgré un écart de 4 points de l’estimation ponctuelle.
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