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Avant Propos
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Chapitre 1

Quelques Rappels et Motivations

1.1 Rudiments de théorie des ensembles

Si X est une ensemble, une partie (ou un sous-ensemble) de X est un ensemble A vérifiant A C X, c’est &
dire Vo € A x € X. 1l existe un ensemble noté & (X) dont les éléments sont exactement les parties de X :

P(X)={A| Ac X}.

En particulier, on a toujours ) € Z(X), X € Z(X), et ) C A C X pour tout A € 2(X).

Si X et I sont des ensembles, une famille d’éléments de X indexée par I est une application de I dans X
notée (z;);ecr, ol x; est 'image de i € I par cette application. Par exemple :

o un n-uplet (x1,...,2,) de réels, avec n € N*, est une famille de R indexée par {1,...,n};
« une suite réelle (uy,)nen est une famille de R indexée par N;
o ([z,x+ %) g est une famille de &(R) indexée par R.

De facgon générale, si 'ensemble d’indexation est I = N on parlera indifféremment de famille de X indexée
par N ou de suite de X.

Dans la suite, on s’intéressera beaucoup a des parties de Z(X), c’est & dire a4 des ensembles dont les
éléments sont des parties de X. On appellera classe sur X une partie de &2(X). Ainsi, si € C Z(X) est
une classe sur X et A € %, alors A C X.

1.1.1 Opérations sur Z(X)

L’ensemble #(X) est muni de plusieurs opérations :

o le complémentaire d’un élément A € F(X) est A° défini par

VeeX zecAsuad¢A

« la réunion d’une famille (4;);e;r de Z(X) est la partie

Udi={zeXx|Jiel, veA}ec2X)

icl

Pour une famille finie (A;, As, ..., A4,), on note A; U A U---U A, sa réunion.



8 CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS ET MOTIVATIONS

« lintersection d’une famille (A;);c;r de £(X) est la partie

(Ai={zeX|Viel, ze A} e P(X)

i€l

Pour une famille finie (A;, As,..., A4,), on note A; N A2 N---N A, son intersection.

- la différence de deux parties A, B € &(X) est

A\B=AnB*={zc A|x¢B}.

- la différence symétrique de deux parties A, B € Z(X) est

AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB).

Parmi les nombreuses propriétés de ces opérations, on utilisera souvent le fait que le passage au complé-
mentaire “échange” les opérations de réunion et intersection : pour toute famille (4;);c; de Z(X) on

a . )
(U&):ﬂaﬁa (ﬂ&):UA;
el el iel

el

L’inclusion est une relation d’ordre (partielle) sur &?(X), on peut donc parler de suites monotones
d’ensemble. Une suite (Ag)ren de Z(X) est

o croissante si Vk € N Ay C Agyq,

o décroissante si Vk € N A1 C Ay,
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1.1.2 Images directes et réciproques
Soient X, Y deux ensembles et f : X — Y une application. Si A € &(X), I'image directe de A par [ est
f(A) = {yEY | dx € A, f(x)zy} = {f(z) | xeA} e 2(Y).
Si B € £(Y), 'image réciproque de B par [ est
f7i(B)={ze€ X | f(z) € B} € Z(X).

Remarque 1.1. Ces notations peuvent préter & confusion. . .

« On note de la méme fagon I'image par f d’un élément de X et 'image directe d’une partie de X,
alors que ce sont deux choses différentes. En effet, étant donné = € X on a f(z) € Y alors que
f{z}) ={f(x)} € Z(Y). Il convient donc d’étre trés attentif & 'argument entre parenthése pour
savoir de quel objet on parle. ..

. La méme observation est valable pour 'image réciproque, avec cette remarque supplémentaire : on
ne suppose rien sur f pour définir 'image réciproque d’une partie, en particulier, si f n’est pas
bijective sa fonction réciproque n’est méme pas définie, alors que I'image réciproque d’une partie
Pest bel et bien.

L’image réciproque se comporte bien avec les opérations sur Z(X) et Z(Y). Pour toute famille (B;);er

de Z(Y)ona
T UB) =Usrmy e () B) =B,
i€l iel i€l i€l
De plus, pour tout B € Z(Y) on a également f~1(B¢) = f~1(B)°.
Avec l'image directe il faut faire attention! Pour toute famille (A;);cr de £(X) on a
f(UAi) =Jr) et f(ﬂAi) c ) f4)
icl iel iel iel

et on ne peut rien dire a priori sur I'image directe du complémentaire d’une partie de X.

1.1.3 Dénombrabilité

Deux ensembles X et Y sont équipotents s’il existe une bijection f: X — Y. Un ensemble X non vide
est dénombrable s’il est équipotent a une partie de N. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

« X est dénombrable,

« il existe une application injective f : X — N,

« il existe une application surjective f: N — X.
En utilisant la définition et ces propriétés, on montre que
toute partie d’'un ensemble dénombrable est dénombrable,
une réunion finie d’ensembles dénombrables est dénombrable,
si X et Y sont dénombrables, alors X X Y est dénombrable,

- W

une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable : si I est dénombrable et
(X;)icr est une famille d’ensembles dénombrables, alors U X, est dénombrable.

iel
En particulier, N, Z et Q sont dénombrables. Par contre R et Z?(N) ne sont pas dénombrables (de facon
générale, X et Z(X) ne sont pas équipotents).
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1.2 L’ordre sur R

Un réel M est un majorant d’une partie A € Z(R) si Vo € A, © < M. Le réel M est le plus petit des
majorants de A si M est un majorant de A et si pour tout majorant P de A on a M < P. S’il existe,
ce plus petit majorant est unique, on I'appelle la borne supérieure (ou supremum) de A et on le note
sup(A).

On définit de facon analogue un minorant, le plus grand minorant d’une partie A € Z(R) et la borne
inférieure (ou infimum) de A.

L’ensemble des nombres réels a la propriété fondamentale suivante : toute partie de R non vide et majorée
(resp. minorée) posséde une borne supérieure (resp. une borne inférieure).

Remarque 1.2. Ce résultat est une conséquence d’une propriété topologique de R (la complétude). Par
exemple, il est faux dans Q on I'ensemble {q € Q|¢* < 2} n’admet pas de supremum.

Il a comme conséquence le résultat suivant.
Si (xk)ken est une suite réelle croissante, alors on a lalternative suivante :
o soit la suite est bornée et alors elle converge, lim xy = sup(zy) ;
k—+o0 keN

o soit la suite n’est pas bornée et alors lim 1z = 4o00.

li
k—+o00
De fagon analogue, une suite décroissante (zy)ren converge vers infien(xg) si elle est minorée et tend
vers —oo sinon.

1.2.1 La droite réelle achevée

Pour unifier les deux issues des alternatives ci-dessus, on rajoute deux éléments & R : la droite réelle
achevée est B
R =RU{—00,+0c0}.

L’ordre usuel sur R est étendu a R par Vx € R — oo < z < +oo. La notion de convergence d’une suite

(2k)ren est étendue par les définition usuelles de lim 2 = +o00 et lim zj = —oo. Dans la mesure ol
k— 400 k— 400

+00 € R, on peut bien dire que la suite converge vers +oc.

Compte tenu de la définition de I'ordre dans R, toute partie non vide A C R possede un majorant (+00)
et un minorant (—oo). La propriété fondamentale devient alors : toute partie non vide de R posséde une
borne supérieure et une borne inférieure.

Pour une suite, il n’y a plus d’alternative : toute suite monotone de R converge. En particulier, si (ax)ren
est une suite de réels positifs, alors les sommes partielles de la série ), .\ ax forment une suite croissante

qui est donc convergente dans R . La somme de la série est bien définie : Zﬁj’) ar € Ry. Par ailleurs, la
valeur de la somme ne dépend pas de 'ordre de sommation, et si (a; ;) j)en2 est une famille indexée par

N? de réels positifs, on a
DD =) ) ai

i€N jEN JEN ieN
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Si on a pu étendre 'ordre de fagon satisfaisante a R, on ne peut cependant pas étendre les opérations
usuelles de R & R. En particulier, la somme (400) + (—00) n'est pas définie. .. Dans Ry = Ry U {+o0},
on conviendra que

« YaeRy, a+ (+00) = +00+a = +0o0;

« Va € Ry \ {0}, a- (+00) = +o0;
Mais attention : les éléments +o0 et —oo ne sont pas opposés I'un de I'autre pour I'addition. Ainsi, si
a,b € Ry vérifient a + 0o = b + 00, on ne peut pas en conclure que a = b (de méme que pour z,y € R, le
fait que - 0 = y - 0 ne permet pas de conclure que z = y...)
Comme vous avez appris a ne pas diviser par 0, il faut prendre la bonne habitude de ne jamais retrancher
400, et de ne jamais diviser par +oo.

1.2.2 Limites inférieures et limites supérieures
Soit (xy)ren une suite R. Pour tout n € N on note
an =inf{xy | k=n} et b, =sup{zx | k > n}.
Comme {x}, |k >n+1} C{zy | k= n}, ona ani1 > an et bpy1 < by Les suites (an)nen et (by)nen
étant monotones, elles convergent dans R.

La limite inférieure de (zx)ken est

liminf () = 1 = sup ((juf (z))) € R
i faf) = g an = map (gf o)) €

La limite supérieure de (zy)ren est

I = i m='f< )GR
imsup(ze) = lim b = Inf { sup(a)

Remarque 1.3. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité, et suivant les auteurs, on omet les indices lim supy,_, , ., Tx =
lim sup,, ¢, = limsup xx. De méme avec lim inf. On trouve aussi la notation lim pour la limite supérieure
et lim pour la limite inférieure.

Comme a,, < z, < b, pour tout n € N, on a par passage a la limite, lim infy_, 4 o (xx) < limsupy(zk).
De plus, on a lim infy(x) = limsupy (zx) si et seulement si la suite (2f)gen converge dans R, et alors
limy, 25, = liminfg (z)) = lim supy, (xg).

Les limites supérieures et inférieures existent pour toutes les suites, convergentes comme non-convergentes.
On peut étendre ces notions aux suites de fonctions en considérant des limites ponctuelles. Ainsi, une
suite de fonction f; : X — R indicée par k € N converge simplement vers f: X — R si

Vee X, f(z)= lim fi(r)=limsup fi(x) = liminf fi(x).

k—+oo k—+oo k—+oo
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Par ailleurs on notera i%f fx, sup fx, limkinf fi et limsup fi les fonctions définies sur X par
k k

. Vx e X, (irklffk)(x) = i%f(fk(x))?
. Vx e X, (sgp fi)(x) = Sl}ip(fk(ﬂf)) ;
. Vo e X, (limkinf fe)(x) = limkinf(fk(l‘)) ;

. Vx e X, (limksup fi)(x) = limksup(fk(;z:)).

1.3 Les familles sommables et critere de Bertrand

Comme on le verra dans ce cours, sommer et intégrer sont des opérations semblables. Faire la somme d’un
ensemble fini de nombres réels ne pose a priori pas de probleme, et le résultat est un nombre réel bien
défini qui ne dépend pas de 'ordre dans lequel on fait les additions. Lorsque la somme s’effectue sur un
ensemble infini, des phénomeénes pathologiques peuvent apparaitre : c’est I'objet de la théorie des familles
sommables au programme des premiere années de Licence de mathématiques.

Définition 1.1. On note A un ensemble quelconque et ?f(A) I'ensemble des parties finies de A. Une
famille (x4 )aca de R est une famille sommable s’il existe un x € R tel que

x—ixa

aEB

Ve > 0,34¢ € Z(A) telle que VB € Zf(A), Ay C B = <e.

Alors x est appelé somme de la famille (z4)aca et noté > z,.
a€EB

Lorsque (2, )nen est une suite réelle, il faut bien distinguer :

, . . . . k
o la série ) x,, qui converge lorsque la suite de ses sommes partielles (En—o xn) converge, et
= keN

dont la somme s’écrit 327 z,,

o de la famille (z,)nen qui est sommable lorsque la définition ci-dessus est vérifiée et dont la somme
s’écrit ) Tn. Cette notation doit étre réservée aux familles sommables. Elle ne suggeére aucun
ordre de sommation.

En particulier, on a I’exemple suivant ou le résultat de la sommation dépend de l'ordre dans lequel les
opérations sont réalisées.

Exemple 1.1 Série semi-convergente. Soit la suite x,, = & pour n > 1 et la série ) x,. On peut
montrer que la somme Z:ﬁ Z, de la série est —In(2) (voir par exemple https://fr.wikipedia.org/
wiki/ShTrie_alternile), mais que la somme Y™ |z,| = 400 de la série des valeurs absolues explose.
Pour autant, pour tout y € R on peut trouver une bijection ¢ : N — N telle que Z 1 Tpn) = Y-

En effet, si y > 0 (le cas y < 0 se tralte de la méme maniére), on pose Sy = 0. On somme alors les

premiers termes positifs, S, = Y 7_; 2k Jusqu a ce que p = p1 satisfasse S,, 1 < y < Sp,. Puis on
7 . . q
somme les termes négatifs : Sp, g =D 4, 5 — Doip 21+1 jusqu'a q1 = g tel que Sy, 44, < Y < Spotqo—1-
. p1+p 1 q
Puis on remet des termes positifs, Sy yq,4p = D i1 55 — Doimo 21+1 jusqu’d ce que p = po donne

Sp1+q1+p271 <y < Sp1+q1+pz~ ..


https://fr.wikipedia.org/wiki/Série_alternée
https://fr.wikipedia.org/wiki/Série_alternée
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def phi_func(y) : while S_p >= y :

e S p=8Sp-x(2x*q+1)
Compute the permutation phi phi.append(2 * q + 1)
mnn q += 1

print(£"S_p = {S_p :.5f}; q = {q}")
# sequence

x =lambdan : 1 / n return phi
# init counters phi_func(1)
p,q=1, 0
#Sp=1.04167; p = 4
# first step up to initialize # 5. p =0.04167; q = 1
S #Sp=1.01362; p = 31
phi - [2] #5Sp=0.6829; q=2
#Sp=1.00660; p = 60
# compute 5 up/down steps # S p =0.80660; q =3
for ¢ in range(5) : # S5 p =1.00240; p = 89
while S_p <=y : # S p=0.85954; q =4
p+=1 #S.p =1.00408; p = 119
Sp=8Sp+x(2%*p) #S_p =0.89297; q =5
phi.append(2 * p) # [2, 4, 6, 8, 1, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24,
print(£"S_p = {S_p :.5f}; p = {p}") < 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
< 50, 52, 5/, 56, 58, 60, 62, 3, 64, ...]

Ainsi, pour y = 0, on a la suite (¢(n)), = (2,1,4,6,8,3,10,12,14,16,5,...) et pour y = 1/2 on a
(6(n))n = (2,4,1,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 3, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38,40,42, 44,5, . ..).

Pour garantir la “commutativité de la somme” on a deux stratégies possibles que ’on retrouvera dans la
suite de ce cours :

1. manipuler des nombres positifs : quel que soit 'ordre de sommation, le résultat (possiblement infini)
sera toujours le méme.

2. demander a ce que la série soit absolument convergente (c’est-a-dire que la série des valeurs absolues
converge), bornant ainsi mécaniquement les compensations entre termes positifs et négatifs.

Intuitivement, pour qu’une série soit absolument sommable, il faut que les termes que I’on somme soient

“suffisamment petits”. Des outils essentiels pour quantifier rigoureusement cela sont les croissances comparées.

Dans le cadre de I'intégration de Riemann pour les fonctions réelles, on rappelle le résultat suivant :
Proposition 1.2 critéres de Bertrand. Soient A,y € Ret a <1 < b.

« La fonction t — m est intégrable sur [b; 400 si et seulement si A >1ou (A=1et pu > 1).

« La fonction ¢ — W est intégrable sur ]0, a] si et seulement si A <1 ou (A=1et u > 1).

Démonstration. A voir dans [ ?]. O

1.4 Motivations

Intégrer et sommer sont deux concepts unifiés par la théorie de Lebesgue. Avant de commencer ce cours,
on pourra lire avec intérét ’histoire du signe intégrale : https://fr.wikipedia.org/wiki/S_long.

1.4.1 En géométrie

Mesurer des aires et des volumes L’idée est de définir rigoureusement un objet permettant de mesurer
des ensembles de points :
« des longueurs dans R
o des aires dans R?;
« des volumes dans R3, R?, ...
Il s’agit alors de définir une mesure qui est une fonction d'ensemble, c’est a dire une application y :
Z(R™) — Ry. On souhaite que p satisfasse les propriétés suivantes :
(i) Le vide est de mesure nulle : u(0) = 0.
(i) Volume des pavés : si P = [a1,b1] X - -+ X [an, by], alors u(P) = [Tp_, (bx — ax)-
Par exemple, dans R? ces pavés sont des rectangles ayant des cotés paralléles aux axes, et leur
mesure est alors le produit des longueurs de leurs cotés.


https://fr.wikipedia.org/wiki/S_long
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(#i1) Invariance par isométrie : si ¢ : R™ — R™ est une isométrie et A € Z(R"), alors u(p(A)) = u(A).
Dans R?, cela permet d’étendre la propriété précédente a tous les rectangles, y compris ceux dont les
cotés ne sont pas paralléles aux azes.

(iv) Additivité : soient A, B € Z(R"), si AN B =0, alors u(AU B) = u(A) + p(B). De fagon générale, si
A et B ne sont pas disjointe, (AU B) + p(AN B) = u(A) + p(B).
Cette propriété permet de montrer que l’aire d’un triangle est %.Base.Hauteur, puis par découpage,
de calculer Uaire d’un polygone.

(v) Additivité dénombrable : si (Ag)ren est une famille dénombrable de parties de R™ deux & deux

disjointes, alors pu(Uycn Ak) = D pen #(Ak)
Par une méthode d’approximation, on peut déterminer l’aire de domaine plus généraux que les
polygones, par exemple l'aire d’un disque.

Ces propriétés sont raisonnables et permettent de retrouver ce qu’on sait faire avec la notion intuitive de
volume, mais il y a un (trés gros) probleéme : une telle fonction n’existe pas.

Paradoxe de Banach-Tarski Le paradoxe de Banach-Tarski est un résultat qui s’énonce de la facon
suivante : Dans R3, la boule unité est équidécomposable & deuz boules unité.

Soient B = {z € R3 | ||z|| < 1} la boules unité et C; = {z € R3 | ||z — 1] < 1}, C2 = {x €
R? | ||z — ca]| < 1} deux autres boules de rayon 1 disjointes. Le résultat de Banach-Tarski donne Pexistence
de Ay,..., A, € Z(R3) deux a deux disjointes, ¢1,. .., ¢, isométries de R3, et p compris entre 1 et n — 1
qui sont tels que

« B=AU---UA,;

o ¢1(A41),...,dn(Ay) sont deux & deux disjointes;

- C1= ¢1(A1) U---u ¢p<Ap) et Cp = ¢p+1(Ap+1) U---u ¢n(An)
Remarque 1.4. Le lecteur intéressé pourra consulter les références suivantes :

o https://en.wikipedia.org/wiki/Banach,E2%80%93Tarski_paradox

o https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA

Mesurabilité Supposons maintenant qu’une mesure u existe et satisfasse aux points (i)—(v) ci-dessus.
On a alors 0 < u(B) = u(Cy) = p(Cs) car C; et Cy sont des translatés de B et contiennent un pavé. Par
ailleurs, on a

w(B) = p(Ar) + -+ p(Ay)
= p(p1(A1)) + -+ p(dn(An))

= ((61(A0) + -+ + 1(6p(4,))) + (H(Bps1(Aps)) + -+ (60 (An)))

= 1(C1) + pu(Co)
= 2u(B)

Ce qui est impossible, car u(B) > 0.

L’approche adoptée pour échapper a ce paradoxe consiste a renoncer a mesurer toutes les parties de R™
(en particulier, les parties Ay, ..., A, données par le théoréme de Banach-Tarski n’ont pas de mesure).
Ainsi,
« on commence par dire quelles sont les parties mesurables, c’est ’objet de la Section 2.1 ;
« on définit ensuite ce qu’est une mesure sur I’ensemble des parties mesurables, c’est 'objet de la
Section 2.3.

1.4.2 En analyse

On va introduire la notion de mesure dans un cadre tres général, qui aura d’autres implications que
simplement donner un sens a la notion de volume dans R™. En particulier, une mesure sert a intégrer une
fonction sur son domaine de définition. Si ’on choisit bien I’espace fonctionnel, 'intégrale de la valeur
absolue devient une norme. Formellement, et lorsque cela a un sens, pour une fonction f : R — R, on pose

Nﬂﬂ(/f@WdQ;,p>L


https://en.wikipedia.org/wiki/Banach%E2%80%93Tarski_paradox
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On cherche alors a définir des espaces vectoriels normés qui sont complets (appelés espaces de Banach).
Les Chapitres 5 et 6 présentent les prémices de ce programme avec les espaces LP et la théorie de Fourier.
L’approche duale sera systématisée en théorie des distributions (niveau Master).

1.4.3 En probabilité

Last but not least. .. La théorie moderne des probabilités s’appuie sur ’axiomatique de la théorie de la
mesure. Dans ce cadre, un événement est un ensemble, une variable aléatoire est une fonction mesurable et
une probabilité est une mesure finie positive. Ce développement est I’objet du cours HAX506X en seconde
partie de ce semestre.

Notons qu’a notre niveau, les problemes de mesurabilité soulevés par le paradoxe de Banach-Tarski n’ont
pas une incidence tres grande en géométrie et en analyse : la totalité des fonctions que nous manipulons
sont mesurables pour les mesures usuelles. En probabilité cependant, considérer une classe de parties
mesurables plutdt qu’une autre releve d’un choix de modélisation (e.g. dans le cadre des processus
temporels, cela inclut 'information disponible & un temps donné et est modélisée par les filtrations).

1.5 Exercices

1.5.1 Rappels

Exercice 1. Déterminer les ensembles suivants :

LLi=N10,i, L= NI, L= N[021etly= [0, Puis Ly =]0, lim 1], L, =
neNx neNx neNx neN* n—r+oo
10, lim i[, L3 =1[0, lim i]et Ly=[0, lim 2.
n—+oo ™ n—+oo ™ n—+oo ™
22.00= U0,1-2,0,= UJ0,1-L[Us= U [0,1-2%]et U= | [0,1— L[ Puis V} =
neN* neN* neN* neN*
10, lim 1—-21)V5=1]0, lim 1-1[ V3 =00, lim 1—1]etV; =100, lim 1- 1.
n——+o0o n n——+o0o n n——+0o n n——+o0o n

Exercice 2. Soit X un ensemble et soit (A;);c; une famille de &(X) indexée par un ensemble
quelconque (fini ou infini, dénombrable ou non). Montrer les assertions suivantes :

1. Pour tout A,Be€ #(X)ona AC B< B°C A

2. Distributivités : pour tout B € #(X),

(UAO NB= U(AmB) et (ﬂAl) UB= ﬂ(AiuB).

i€l icl icl icl

Exercice 3. Images et images réciproques d’ensembles Soient X et Y deux ensembles, et soit f: X — Y
une application. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 pour chacune d’entre elles, donner
une preuve ou un contre-exemple :

1. Tmage directe : soit A, B € Z(X),
(a) fFLAUB) = f(A)U f(B) et f(ANB) = f(A)N f(B).
(b) f(A°) = f(A)".
2. Image réciproque : soit C, D € Z(Y),
(a) fFH(CUD) = f"HCO)Uf I (D) et f~H(CND)=f1(C)Nf (D).
(b) fH(C) = fH(C)e

Une suite réelle admet toujours une limite supérieure et une limite inférieure dans R. Si ces deux quantités
sont finies et égales alors elle est convergente.

Exercice 4. Limites supérieures et inférieures de suites et fonctions

1. Soit (25 )nen la suite réelle définie par z, = (% — | %])e™, ou |-] désigne la fonction partie entiére.

2 2
Calculer lim inf z,, et lim sup z,,.
n—+00 n——+oo
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2. Calculer hm 1nf fn et limsup f,, ou f, : R — R est définie par f,(z) = cos™(z).

n—-+4oo
1k | n=1
- - - n:6
—n =11
— ---n=16
\% —n=21
T Un 1 |---n=26
=
—1F |
| | | | | | |
—6 —4 -2 0 2 4 6
T

Il existe un moyen simple de relier “ensembles” et “fonctions” : les fonctions indicatrices (ou fonction
caractéristique). Ce sont des fonctions a valeurs réelles qui ne prennent que les valeurs 0 ou 1. On les
retrouve aussi en théorie de probabilités avec les variables aléatoires de Bernoulli.

Exercice 5. Fonctions indicatrices Soit X un ensemble et A € #(X). La fonction indicatrice de A est
Papplication 14 : X — R définie par
1 sized
1(z) = { six

0 sinon.

1. Exprimer 1 4c, Tanp et 1 4up & l’aide de 1 4 et 1.
2. Montrer que Z(X) et {0,1}¥ sont équipotents.

Les notions de limites supérieures et limites inférieures peuvent étre étendues aux ensembles via les
indicatrices. C’est en théorie des probabilités que ces définitions seront particulierement utiles. Attention
aux notations ici, on utilise les mémes notations pour les limites de suites d’objets différents (réels,
fonctions, ensembles. . .)

Exercice 6. Soit (A, )nen une suite de parties de X. Pour tout n € N, on note f,, =14, .
Montrer qu’il existe deux parties B,C € £(X) telles que hm mf fn=1p et limsup f,, = 1. Exprimer

n—-+oo
B et C en fonction des parties A,,. Interpréter les ensembles B et C.

1.5.2 Pour s’entrainer, pour aller plus loin

Exercice 7. Soit (A;);cs une famille d’ensembles. Montrer les assertions suivantes :

(UA)\B UA \ B) et (ﬂA)\B N4\ B).

1=y

23\(UA) ﬂB\A)etB\(ﬂA) B\ 49).

i€l

Exercice 8. Soient X, Y et Z des ensembles, et soient f: X — Y et g: Y — Z des applications. Montrer
les assertions suivantes :

1. Si g o f est injective, alors f est injective.

2. Si go f est surjective, alors g est surjective.

3. f est injective si et seulement si il existe une application h : Y — X telle que ho f = ldx.
4

. [ est surjective si et seulement si il existe une application h : Y — X telle que foh = Idy.
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Exercice 9. Soit F un ensemble et A, B € Z(FE) deux parties fixées. On considére l'application
p: P(E) = P(A) x Z(B) définie par

o(X) = (XNAXNB).

1. Calculer ¢(0) et p(E\ (AU B)). A quelle condition sur A et B I’application ¢ est-elle injective ?

2. Déterminer ¢! ({(Q), B)}) A quelle condition sur A et B lapplication ¢ est-elle surjective ?

3. A quelle condition sur A et B I'application  est-elle bijective ?

Exercice 10. Soit X un ensemble non vide. Pour deux parties A, B € #(X), la différence symétrique de
A et B est définie par
AAB=(AUB)\ (AN B).
1. Montrer que A A B=(A\ B)U (B\ A). Exprimer 14,p en fonction de 14 et 1.
2. Montrer que A est associative sur Z(X).

3. Montrer qu'il existe une unique partie £ € &(X) telle que, pour tout A € #(X), on ait A A E =
EnA=A

4. Montrer que pour tout A € #(X) il existe un unique A’ € Z2(X) tel que An A=A AA=EF.

Exercice 11. On note Q[X] 'ensemble des polynoémes & coefficients rationnels et Q,,[X] ’ensemble de
ceux qui sont de degré au plus n.

1. Montrer que, pour tout n € N, I’ensemble Q,,[X] est dénombrable. En déduire que Q[X] est aussi
dénombrable.

2. Les nombres algébriques sont les nombres complexes qui sont racine d’un polynéme a coefficients
rationnels. Montrer que 1’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.
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Chapitre 2

Théorie générale de la mesure

2.1 Espaces mesurables

Pour un ensemble X, on rappelle qu'une classe sur X est une partie de Z(X).

2.1.1 Tribu, tribu engendrée

Pour réaliser le programme esquissé a la fin du chapitre précédent, il faut définir précisément le “domaine
de définition” d’une mesure. Cette classe doit étre stable par un certains nombre d’opérations.

Définition 2.1. Une tribu (aussi appelée une o-algébre) sur un ensemble X est une classe & C Z(X)
vérifiant :

(1) X e,
(7) si A € o alors A° € &7 ;

(791) si (Ag)ren est une famille dénombrable de 7, alors U A€ .

kEN
Un espace mesurable (X, .o7) est un ensemble muni d’une tribu 7. Les éléments de <7 sont les parties
mesurables de X.

Remarque 2.1.

Exemple 2.1. Soit {2 un ensemble.

19
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Proposition 2.2. Si (¢);c; est une famille de tribus sur X, alors & = m o7; est une tribu sur X.
iel

Démonstration.

O

Remarque 2.2. La réunion de deux tribus n’est, en général, pas une tribu. Soit Q = {a,b,c}, A =

{QLQ, {a}, {b, c}}, Ty = {(ZLQ, {bv}, {a,c}}. Alors 77 et 95 sont des tribus, mais pas 7 U %5

En général, il est délicat de décrire tous les éléments d’une tribu. .. De plus, on considere une tribu qui
contient une classe d’ensemble intéressants et/ou facile & manipuler (on parle de générateurs). Pourquoi
dans ce cas, se priverait on de prendre la plus “grossiere” :

Définition 2.3. Soit € une classe sur X. La tribu engendrée par € est

o®)= [] .

o/ tribu sur X
CCo

Remarque 2.3. Soit % une classe sur X. Compte tenu de la proposition précédente, o(%) est bien une
tribu sur X. C’est la plus petite tribu sur X contenant ¥. En effet, on a :

.« € Co(¥)
o si & est une tribu et ¥ C &, alors o(%) C &

2.1.2 Les boréliens

Topologie et tribu borelienne  On munit R™ d’une norme ||-|| et on note B(z,r) = {y € R"|||ly —z| < r}
la boule ouverte de rayon r > 0 et de centre € R™. On rappelle de plus que les toutes les normes sur R™
sont équivalentes. La topologie de R™ est la classe de ses parties ouvertes :

O = {U € P(R") | Vz €U, 3e >0, B(w,e) C U}.
Si X C R", sa topologie est la classe des ouverts induits :

ox ={XNU|Ue€or}.

I Définition 2.4. Soit X C R™. La tribu borélienne sur X est #(X) = 0(0x).

De fagon plus générale, dés qu’un espace est muni d’une topologie (c’est & dire d’une classe qui définit ses
parties ouvertes), sa tribu borélienne est la tribu engendrée par cette topologie. C’est en particulier le cas
des espaces métriques (c.f. le cours topologie des espaces métriques du second semestre). Sur R™, toutes les
normes définissent la méme topologie Og~, donc la tribu borélienne ne dépend pas de la norme considérée.
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Exemple 2.2. La droite réelle achevée R posséde également une topologie naturelle Oz :UC R est un
ouvert si, pour tout x € U on a

o sixz € R, alors il existe e > 0 tel que |z —e,x +e[ C U;

o six = —o00, alors il existe a € R tel que [—o0,a] C U ;

o six = 400, alors il existe a € R tel que Ja, +00] C U.
On notera %(R) la tribu borélienne de R.

Les boréliens de R Les tribus Z(R") sont en fait engendrées par des classes beaucoup plus restreintes
que les ouverts, ce qui sert souvent dans la pratique. Pour illustrer ce fait sur Z(R), on commence par un
lemme sur les ouverts de R :

Lemme 2.5. Pour tout ouvert U C R non vide, il existe une famille dénombrable (Jay, by[), . d'inter-

valles ouverts bornés tels que U = U lak, bi|
keN

Démonstration.

O

Proposition 2.6. Soient .# = {]a,b[ | a,b € Ret a < b} la classe des intervalles ouverts, et ¢ =
{la,+oo[ | a €R}. On a

Démonstration. .
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« De méme, on montre o(#) = Z(R). Les éléments de % sont des ouverts, on a donc £ C B(R) et
o() C BR).
Soit a € R. Les tribu étant stables par intersection dénombrable, on a
1
a,+oo| = a— —,+o0[ € o(X).
otocl = [VJa= ool € o)

Par passage au complémentaire on obtient

|—o0,a] = [a,+0[" € o(X).
Soit |a, b] € Z, on a alors
la,b] = ]—o00,b[N]a,+o0[ € o(H),
donc F C o(H) et BR) =0(I) C a(H).
On a montré par double inclusion que o(#) = Z(R). O

Par des arguments similaires, on peut montrer que ZA(R) est engendrée par différentes classes assez
simples :

« {Ja,b[ | a,beRet a<b} « {la,+oc[ | a € R}
« {la,b] | a,b € Ret a<b} « {la,+c[| a R}
« {Ja,b] | a,beRet a<b} « {]-,a[ | a € R}
« {la,b[ | a,b e R et a <b} « {]-00,d] | a € R}

Remarque 2.4. La base de ces résultats est le lemme qui permet d’écrire tout ouvert comme réunion
d’intervalles dont les bornes sont rationnelles. La proposition reste donc vraie si on suppose, pour chacune
des classes considérées, que les bornes sont dans Q.

Ainsi, la tribu B(R) est engendrée par une classe dénombrable. On peut en particulier montrer que %(R)
est équipotente ¢ R, d’ott on déduit que B(R) # F(R). 1l existe des parties non boréliennes dans R (et il
en existe méme beaucoup).

Exemple 2.3. La tribu Borélienne de R vérifie Z(R) = o({]a, +o0] | a € R}) = o({[-00,a[ | a € R}).

Les boréliens de R"” Pour les boréliens de R", on a des résultats similaires. On donnera plus de détails
au Chapitre 7.
Proposition 2.7. La tribu Z(R"™) est engendrée par chacune des classes suivantes :

1. {B(a,r) | a € R", r > 0}, la classe des boules ouvertes;
2. {]al,bl[ X e X ]an,bn[ ‘ al,bl, . ,G,n,bn (S R}

Démonstration. Proposition admise. O

Sur R"™, toutes les normes définissent la méme topologie Okn, donc la tribu borélienne ne dépend pas de la
norme. Par contre, les boules ouvertes ne sont pas les mémes pour toutes les normes, et le premier point
de la proposition ci-dessus est valable pour toutes les normes de R™. En particulier, le plan complexe C
est muni naturellement d’un tribu borélienne engendrée par les ouverts, par les boules euclidiennes ou par
les rectangles.
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2.2 Applications mesurables
2.2.1 Définition

Définition 2.8. Soient (X, <) et (Y, %) deux espaces mesurables. Une application f : X — Y est
o/ -AB-mesurable si
VB e R, f1(B)e.

Une fonction mesurable sur (X, 47) est une application mesurable a valeurs dans R ou C muni de sa
tribu borélienne.

Si les tribus sont implicites dans le contexte, on parlera d’application mesurables sans préciser les tribus.
Lorsque les ensembles X et Y sont des parties de R™ munies de leurs tribu boréliennes, on parle parfois
d’applications boréliennes au lieu de mesurables.
Remarque 2.5. Si on ne pécise rien, les tribus utilisées par défaut sont :

« X est un ensemble fini ou dénombrable : ensemble des parties (X)) (tribu pleine) ;

o X est un R", n € N* : les boréliens Z(X).

Tribu image et image réciproque La mesurabilité d’une application f: X — Y dépend des tribus </
de X et # de Y. Si on a une application [ : (X, &) =Y (resp. f: X — (Y, %)), on peut se demander
quelle tribu sur Y (resp. X) considérer pour que cette application soit mesurable.

Pour toute classe & C Z(X) et # C Z(Y) on pose alors

f«(&) = {B cY | fYB)e 5} Cc 2(Y)
et

FUP)={ACX |A=fY(B),Be Z)}C P(X).

Lemme 2.9. Soit f : X — Y une application. Pour toute classe &,&" C Z(X) et F,.F' C Z(Y) on
a toujours :

L f7H(fu(&) C &5

2. F C f(f7HF));

3. 81 & C & alors fu(&) C fu(&');

4. si F C F' alors f~UF) C f7UTF).

Démonstration. 1. On a en effet,

FHfE) ={AC X | A= f71(B), Be€ f.(6)}
={ACX|A=f1B), f (B e&}C&

2. De méme

L) ={BCY | fTH(B) e fTH(F)}
={BcY|3CeZ, fF'B)=r"'C)}>7

O

Remarque 2.6. Les inclusions ne sont pas nécessairement des égalités comme on peut le voir avec les
exemples suivants.
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Définition - Proposition 2.10. Soit (X, .o/) un espace mesurable et f: X — Y une application. On a
alors

1. fule) = {B cY | f~YB) e JZ/} est une tribu sur Y. C’est la tribu image de < par f.

2. L’application f est /- f.(<7)-mesurable, et f.(&) est la plus grande tribu sur Y qui rende f
mesurable.

Démonstration.

O

Remarque 2.7. Attention f.(&) ne désigne pas f(&/) = {B € Y|f(A) = B, A € &/} qui n’est pas une
tribu en général.

De méme, on peut tirer en arriere une tribu
Définition - Proposition 2.11. Soit (Y, %) un espace mesurable et f : X — Y une application. On a
alors
« fTYB)={AcC X|A=fYB),B € %A} est une tribu sur X. On l'appelle tribu image
réciproque.
« c’est la plus petite tribu sur X tel que f est f_l(@)—%’—mesurable7 i.e. si &/ est une tribu sur X
tel que f est o7-%-mesurable, alors f~1(%) C .
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Démonstration. En exercice O

L’image réciproque de la tribu engendrée par une classe ¢ dans l’espace d’arrivée est la tribu dans 1’espace
de départ engendrée par I'image réciproque de € :

Lemme 2.12. Soit f: X — Y une application de X dans Y et ¥ un ensemble de parties de Y. Alors

Démonstration. On procede par double inclusion.

« Comme ¢ C o(¢), on a f~5%¢) C f~1(c(¥)). Comme f~1(c(¥)) est une tribu, elle contient
o(f~1(¥)), autrement dit on a bien o(f~1(%€)) C f~1(co(¥)).

« Montrons que f~(a(€)) C o(f~1(%)). On considere la tribu image
B = f(o(f71(9)))-
D’aprés le Lemme 2.9 points 2 et 3 on a € C fio(f~1(%)) C fu(o(f~1(¥))) = B. Ce qui donne
o(€) C % car A est une tribu. Enfin, d’aprés le Lemme 2.9 points 4 et 1 on a

FHo(@) C FHPB) = [T (fo(a(fTH(€))) Ca(f7H(%)). O

Montrer qu’une application est mesurable Pour cela, et si 'on suit a la lettre la Définition 2.8, il faut
vérifier que I'image réciproque de la tribu d’arrivée £ est dans /. Mais en fait, il suffit de vérifier que
I'image réciproque d’une classe génératrice de la tribu d’arrivée est dans la tribu de départ.

Proposition 2.13. Soient (X, o) et (Y, %) deux espaces mesurables, et soit ¢ une classe sur Y telle
que o(%) = A. Alors une application f : X — Y est o/-%-mesurable si et seulement si

VBe¥, f71(B)c .

Démonstration.

O
Une conséquence importante de cette proposition est que la mesurabilité d’une fonction est d’autant plus
facile & montrer que la tribu de I'espace d’arrivée est engendrée par une petite partie.

Remarque 2.8. Pour montrer que f : (X, .2/) — R est mesurable, il suffit de montrer que les ensembles de
niveau de f sont mesurables :
VaeR f(a,+o0]) € &.
Une autre application importante est la proposition suivante avec n,p € N* :
Proposition 2.14. Soient X C R? et R™ munis de leurs tribus boréliennes respectives Z(X) et ZB(R™).

Si f: X — R™ est continue, alors f est mesurable.

Démonstration.



26 CHAPITRE 2. THEORIE GENERALE DE LA MESURE

2.2.2 Propriétés

Proposition 2.15. Si f : (X, &) — (Y, %) et g : (Y,#B) — (Z,€) sont mesurables, alors go f :
(X, ) — (Z,%) est mesurable.

Démonstration.

O

Proposition 2.16. Si les fonctions f, g : (X, /) — R sont mesurables, alors les fonctions f + g, f - ¢,
max(f,g) et min(f, g) sont aussi mesurables. Si de plus g ne s’annule pas, alors % est mesurable.

Démonstration. Les opérations en jeu (addition, multiplication, maximum, minimum, division) sont des
opérateurs binaires. L’idée est de passer dans R? puis d’utiliser une opération de réduction bien choisie.
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. Pour les autres opérations, on raisonne de méme en considérant, & la place de s, les fonctions
(w,v) = v, (u,v) = max(u,v), (u,v) = min(u,v) et (u,v) = % qui sont continues, donc
mesurables. 0

En particulier, les fonctions fi = max(f,0) et f— = max(—f,0) sont mesurables, de méme que |f| =

fr+f-

Proposition 2.17. Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables sur (X, .«7) & valeurs dans R.
Les fonctions inf,en(frn), sup,en(fn), liminf(f,) et limsup(f,) sont mesurables sur (X, /). En
particulier, si la suite (f,,)nen converge simplement vers f, alors f est mesurable.

Démonstration. .

« Pour la fonction inf,en(f,,) le raisonnement est identique en remarquant que Z(R) est engendrée
par {[—o0,qa[ | a € R}.

+ Pour tout n € N, posons g, = supy,,(f). On a alors lim sup(f,) = inf,en(gn). Comme les fonctions
(fx)k>n sont mesurables, le point précédent implique que les fonctions (g, )nen sont mesurables,
ainsi que la fonction lim sup(f,). Pour la fonction liminf(f,,) le raisonnement est similaire.

- Si la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement vers f, on a alors f = lim sup(f,,) = liminf(f,)
et f est mesurable par ce qui précede.
O

Remarque 2.9. Si la suite (f,,)nen ne converge pas simplement, alors 'ensemble des points ou elle converge
est mesurable. - 72
Soient C' = {z € X | lim(f,(x)) existe dans R} et F': X — R" définie par

F(z) = (liminf(f,(x)),limsup(fn(z))).
Cette fonction est mesurable par ce qui précede et on a
C = {zc X | liminf(f,(z)) = limsup(f.(x))} = F~1(A)
ot A = {(u,u) | u € R}. Comme A est fermé dans R”, il est mesurable et C' est donc mesurable.

Remarque 2.10. Les fonctions continues par morceaux sur un segment [a,b] C R sont mesurables. C'est
une conséquence de la Proposition 2.14 et de 'Exercice 6 de la feuille du Chapitre 2. Si f : [a,b] — R est
continue par morceaux, alors il existe une subdivision ¢ = zg < 1 < --- < z,, < Tp4+1 = b du segment
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n n+1
[a, b] telle que fﬁwk,xk+1[ soit continue pour tout & € [0,n]. On a alors f = ka + Z f(wp)lip,,, ol
k=0 k=0
T) six €|z, x . .
fe(x) = f(z) ) Jz kﬂ[. La fonction f est mesurable par continuité de f) . et par le
0 sinon. Tk Tkl

résultat démontré a la question 1 de ’Exercice 6.
Cette remarque sera utile lors de la comparaison des intégrales de Riemann et de Lebesgue.

2.3 Espaces mesurés

Un peu de terminologie sur les familles de parties d’un ensemble X :
o La suite (Ag)ken est une suite croissante de parties de X si elle est croissante pour 'inclusion (qui
est une relation d’ordre sur (X)), c’est a dire si elle vérifie

VkeN Ay C Apyr.

De méme on parle de suite décroissante d’ensembles si Vk € N Ay C Ay.

o La famille (A;);er est une famille de parties deux a deux disjointes d’un ensemble X si elle vérifie
Vi,jel i#j=A;NA;=0.

Cela implique en particulier que ﬂ A; =0 (& condition que Card([) > 2), mais c’est une condition
iel
strictement plus forte.

2.3.1 Mesure positive

Définition 2.18. Soit (X,</) un espace mesurable. Une mesure sur (X,.</) est une application
o/ — Ry vérifiant :
(1) (@) =0;

(#4) pour toute famille dénombrable (A)ien de parties mesurables deux & deux disjointes on a

p( U Ag) = ZN(Ak)~

keN kEN
Un espace mesuré (X, <7, 1) est un espace mesurable (X, %) muni d’une mesure p.

Remarque 2.11. « Les partie de mesure nulle sont appelées les négligeables.
« Une partie mesurable peut étre de mesure +o0.

o La série Z w(Ay) est & termes positifs, donc la somme est bien définie dans R, et elle ne dépend

keN
pas de 'ordre des termes.

- Soient A, B € & tels que ANB = (). Le point (i7) de la définition appliqué a la famille (A, B,0,0,...)
donne
(AU B) = p(A) + u(B) + p(0) + -+ = p(A) + u(B).
Donc le point (i7) est bien valable pour les familles finies.

o Il est important de se restreindre aux familles dénombrables.

Définition - Proposition 2.19. Soit (X, .o7) un espace mesurable et a € X. L’application d, : &7 — R+
définie par

5@(14):{ 1 siac A

0 sinon

est une mesure sur (X, o). C’est la mesure de Dirac en a.

Démonstration. On vérifie les deux hypotheses de la Définition 2.18 :
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O
En particulier, la mesure de Dirac ne prend que deux valeurs, et §,(X) = 1. Il n’y a pas de partie de
mesure infinie.
Définition 2.20. Soit (X, 7, 1) un espace mesuré.
- La masse totale de p est u(X). La mesure p est finie si sa masse totale est finie : pu(X) < +o0.
« La mesure y est une mesure de probabilité si u(X) = 1.

- La mesure p est o-finie s’il existe une suite croissante (Ag)ren de parties mesurables telle que

X = U Ay et Vk € N, p(Ag) < 4o0.
kEN

2.3.2 Propriétés

Les combinaisons linéaires (positives) de mesures sont bien des mesures.

Proposition 2.21. Soit (X, /) un espace mesurable.

1. Si p est une mesure sur (X, o) et a € Ry, alors Papplication

ap: g — Ry
A = au(4)

est une mesure sur (X, o).

2. Si (uk)ken est une famille de mesures sur (X, .o/), alors I'application

prd — Ry
A ) (A)
keN

est une mesure sur (X, o). On notera p = Z Lk
keN
Démonstration. On ne traite que le point 2. On vérifie les hypotheses de la Définition 2.18.

(z) On a p(P) = Zuk(@), et comme (@) = 0 pour tout k£ € N, on obtient u(f) = 0.
keN
(#t) Soit (A;)ien une famille de parties mesurables deux & deux disjointes. On a

M(U 4;) = Z,Uk(U Ai).

€N keN €N
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Comme p, est une mesure pour tout £ € N on obtient

H(U 4;) = Z Z,Uk(Ai)'

€N keN ieN

Les termes p(A;) étant positifs pour tout k € N et tout ¢ € N, on peut permuter les sommations,
et la définition de p donne

N(U A;) = Z Zﬂk(Az‘) = ZM(Ai)-

i€N i€N keN ieN
L’application p est bien une mesure sur (X, o). O
Remarque 2.12. Cette proposition et la définition des mesures de Dirac permettent de construire de

nombreux exemples de mesures : si (X,.o/) est un espace mesurable, (ay)reny € X et (ap)ren € (RN,

alors p = E 0q, est une mesure sur (X, .o7). Ces combinaisons linéaires de mesures de Dirac s’appellent

keN
des mesures discretes.

I Définition 2.22. La mesure de comptage sur (N, #(N)) est définie par x = Z O
neN

Remarque 2.13. « Dans cette définition, é,, désigne la mesure de Dirac en n € N. Compte tenu de la
proposition précédente, x ainsi définie est bien une mesure.

< On peut aussi mettre des poids devant les masses de Dirac en se donnant une suite (p,)nen (que
l’on peut penser comme une fonction p : N — R, aussi appelée densité). Par exemple, si p €]0, 1]
est fixé et si p, = (1 —p)"~!palors p = >, p,d, est la loi géométrique de parametre p.

Proposition 2.23. Pour tout A € Z(N) on a x(A) = Card(A) et la mesure de comptage est o-finie.

Démonstration.

Proposition 2.24. Soit (X, 47, 1) un espace mesuré.
1. Monotonie : soient A, B € &7, si A C B alors u(A) < p(B).

2. Sous-additivité : pour toute famille (Ax)xen de parties mesurables on a ,u( U Ak) < Z w(Ag).
keN keN
3. Limite croissante : si (Ag)gen est une suite croissante de parties mesurables, alors

M(kEUNAk) = kgrfoou(flk) = 22§(ﬂ(Ak)>'

4. Limite décroissante : si (Aj)ken est une suite décroissante de parties mesurables et si u(Ag) < +o0,
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alors

Démonstration.

31
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O

Remarque 2.14. Pour le dernier point, '’hypotheése p(Ap) < +oo est nécessaire. Par exemple, sur

(N, Z(N), x) on peut considérer Ay = [k,+oo] pour tout k¥ € N. On a alors n Ar = 0, donc
keN

X( ﬂ Ak) =0, mais x(A) = 400 pour tout k € N, donc kmf X(Ag) = +oo.
—+00
keN

2.4 Exemples de mesures
2.4.1 Mesure image

Définition - Proposition 2.25. Soient (X, <, 1) un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et
F : X — Y une application mesurable. L’application

Fog:% — R+
B = u(FH(B))

est une mesure sur (Y, #). Elle s’appelle la mesure image de p par F'.

Démonstration.
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O

Si (X, o, p) est un espace mesuré et F': X — X est mesurable, alors F,u est une mesure sur (X, o). Si
F.p = p, on dit que I'application F' préserve la mesure pu, ou que la mesure p est invariante par F'.

2.4.2 Mesure de Lebesgue

Théoréme 2.26. Il existe une unique mesure sur (R", Z(R"™)), notée \,, telle que pour tout pavé
P =ay,b1] X -+ X [an, by] C R™ on ait

n

An(P) =[]0 — ai).

i=1

Démonstration. Ce théoréme est admis dans un premier temps, sa preuve fera l'objet du chapitre 7. O

Ce théoreme est crucial : quand on parle de la mesure de Lebesgue, on ne parle pas dans le vide (existence),
et on parle d’un objet bien identifié (unicité), il n’y a pas d’ambigiiité.

La mesure de Lebesgue n’est pas donnée par une “formule”, comme les mesures de Dirac ou la mesure de
comptage. Mais comme Z(R") est engendrée par les pavés et comme A, est caractérisée par ses valeurs
prises sur les pavés, cela permet de montrer les propriétés de A,,. On verra en particulier que la mesure de
Lebesgue est invariante par les isométries de R™.
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Pour calculer la mesure d’un borélien donné, il faut se ramener aux pavés en utilisant les propriétés
générales des mesures et les propriétés particulieres de la mesure de Lebesgue. En utilisant son invariance
par les translations et les rotations de R?, on peut calculer la mesure d’un rectangle quelconque du plan,
la mesure d’un triangle rectangle, puis d’un triangle quelconque. En utilisant une union dénombrable de
polygones, on peut calculer la mesure de la boule unité.

Ce procédé de construction de mesures peut étre systématisé. On prescrit les valeurs prises par la mesure
sur une classe bien choisie d’ensembles et on compléte (on dit aussi étend) la mesure sur la tribu engendrée
par cette classe (voir par exemple le théoréeme de Carathéodory).

2.5 Espaces de probabilité

Le formalisme de la théorie des probabilités utilise les outils de la théorie de la mesure en adoptant un
vocabulaire spécifique aux probabilités.

Définition 2.27. Un espace probabilisable (2, %) est un ensemble 2 muni d’une tribu Z.
Un espace de probabilité (Q, #,P) est une espace probabilisable muni d’une mesure de probabilité P.

Dans ce formalisme :

« () est un ensemble dont les éléments, appelés événements élémentaires, correspondent aux issues
possibles d’une expérience aléatoire.

o % est une tribu sur € dont les éléments A € .F sont appelées des événements.

« PP est une mesure positive telle que P(Q2) = 1. Si A € .# est un événement, alors P(A) mesure la
probabilité que I’événement A soit observé a l'issu de l'expérience aléatoire.

Exemple 2.4. On jette un dé a 6 faces. L’ensemble des issues possibles de I'expérience est

QZ{E]?"'7}'

L’ensemble étant fini on prend .# = (1) comme tribu des événements.
L’événement “le lancer donne un nombre pair” est {[, 7,[ I,k I}
Si le dé est équilibré la probabilité est

1
P=c(n+-+0g)

et les issues de 'expérience sont équiprobables. La probabilité que le lancer donne un nombre pair est
_ 1,1 _,.1_1
Si le dé est pipé, on a par exemple
P= L 0 0 16
_7( E]_|_..._|_ )_|_§ o
de sorte que la face 6 sort une fois sur 2... La probabilité que le lancer donne un nombre pair est alors
PA=%+5+1=5.

On peut étre amené a s’intéresser a des quantités calculées a partir des issues de l'expérience, c’est
a dire aux images d’un application X : 2 — R. En particulier on peut se demander quelle est la
probabilité que X (w) € B pour une certaine partie B C R, c’est a dire & la probabilité de I’événement
{weN| X(w) € By =X"YB).

Définition 2.28. Soit (£2,.%#,P) un espace de probabilité et (E, &) un espace mesurable. Une variable
aléatoire X a valeur dans F est une application mesurable X : Q — FE.
La loi de la variable aléatoire X est la mesure Px = X, P sur (E,&).

Souvent, I’ensemble E est R, C ou R™ muni de sa tribu borélienne. On parle alors de variables aléatoires
réelles, complexes ou vectorielles.

Si X : Q — R est une variable aléatoire, sa loi Py est la mesure image par X de la mesure P. Si B € #(R))
alors Px(B) = P{w € Q | X(w) € B}) est la probabilité que X(w) € B. On la note de fagon abrégée
P(X € B).
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Exemple 2.5. On lance deux dés (par exemple un noir et un bleu), et on s’intéresse a la somme des deux
nombres obtenus. On modélise cette expérience par

- B < {-)- 8 ~{1,2,3,4,5,6)> = Q.

(Remarquer que 1’on a utilisé le concept de variable aléatoire en associant [« ]a 1, [, & 2, etc...). L’ensemble
2 est muni de la tribu de ses parties # = 22(Q) et de la loi uniforme

1
P= > 2504

(i,5)€Q

car les deux dés sont équilibrés. Une issue de I'expérience est un couple (p, ¢) ou p désigne le résultat du
premier dé, et ¢ celui du second.

On considére ensuite X :  — R définie par X (i,5) = i + j. Les probabilités liées & la somme des
résultats d’un lancer sont données par la loi Px de X. Par exemple, la probabilité de faire au moins 10 est
P(X > 10) = P(X~1({10,11,12})) = Px({10,11,12}).

Le méme espace de probabilité permet également de s’intéresser, par exemple, au plus grand des deux
nombre d’un lancer en considérant la variable aléatoire Y : Q@ — R définie par Y (i, j) = max(¢,7) et en
calculant sa loi Py.

2.6 Le “presque partout”
2.6.1 Ensembles négligeables

Définition 2.29. Soit (X, </, ;1) un espace mesuré.
1. Une partie mesurable A € & est négligeable pour p (ou p-négligeable) si u(A) = 0.

2. Une propriété P(z) paramétrée par x € X est vraie p-presque partout (noté p-pp) si il existe
une partie A € & négligeable telle que Vo € X \ A, P(z).

Exemple 2.6. 1. Si y est la mesure de comptage sur (N, Z(N)) et A € Z(N), alors
X(A) =0« Card(4) =0< A=10.
Donc le vide est la seule partie négligeable de (N, Z(N), ).

2. Si A; est la mesure de Lebesgue sur R, alors pour tout ¢ € R on a {a} = [a,a], donc A({a}) =
a —a =0 : les singletons sont négligeables dans R.

Comme Q = U {a} est une union dénombrable de singletons deux & deux disjoints, on a A\ (Q) =

a€eQ
Z A1({a}) =0, donc Q est A\;-négligeable dans R. Il en est de méme pour toute partie dénombrable
a€Q
de R.

Par ailleurs, la fonction caractéristique de Q vérifie Vz € R\ Q, 1g(x) = 0. Comme Q est négligeable,
ona lg =0, A\;-pp.

3. Dans R?, soit D la droite d’équation y = 0. Pour tout n € N, le segment S,, = [—n,n] x {0} vérifie

A2(Sp) = 2n -0 = 0. Comme D = U S, est une union croissante de parties mesurables on a

neN
A2(D) = liIJIrl A2(Sp) = 0. La mesure de Lebesgue étant invariante par translation et rotation,
n—-+0o0

toutes les droites du plan sont As-négligeables.

Exercice : dans (R", Z(R"), \,,), montrer que tous les sous-espaces affines de dimension au plus
n — 1 sont A\,-négligeables.

4. On considére R™ muni de la norme ||.||o. Soit U C R™ un ouvert non vide et soit a = (ay,...,a,) € U.
1l existe £ > 0 tel que B(a,e) C U. Comme B(a,e) =]a; —e,a1 + €[ X - X |ap, —€,a, + €[ on a
a1 — §5,a1 + 5] X -+ X [a, — 5,an + 5] CU et \y(U) =™ > 0.

Dans R™, un borélien d’intérieur non vide n’est jamais négligeable.

5. Soit dp la mesure de Dirac en 0 sur (R, #(R)). Comme 0 ¢ R*, on a §(R*) = 0 et R* est
do-négligeable. Par contre do({0}) = 1 et le singleton {0} n’est pas dp-négligeable.
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Fy
Fy
F,

Py — — — — — — — —
Fy=-= == - - - - - -

FIGURE 2.1 — Construction de ’ensemble de Cantor

2.6.2 Ensemble de Cantor

On construit une suite décroissante de parties fermées de R qui sont contenues dans [0, 1] de la fagon
suivante :

Fy =10,1]
Fy=1[0,3]U[3,1]
F, = [O,%]U[%,%]U[%,%}U[%,l]

La Figure 2.1 illustre le procédé. Pour n € N, le fermé F, est une réunion disjointe de 2™ intervalles
fermés de longueur 3% Pour les décrire, on peut les numéroter de 0 a 2 — 1 en respectant leur ordre et
en écrivant leur numéro en base 2 :

Fi=[0.3]U[21] = G2UG
F=1[0,3]U[2,3U[2, U3 1] =GP UG UG UGY
Ainsi, on a
F, = U Garazan,
(a1,...,an)€{0,1}7
Pour tout n € N* et tout (a1, as,...,a,) € {0,1}", lensemble G%%2"%n est un segment de longueur :%

L’ensemble de Cantor est

K= ﬂFn.

neN

Cet ensemble a les propriétés suivantes :

1. K est une intersection décroissante de compacts non vides, donc K est lui méme un compact non
vide (c’est un théoréme de topologie).
2. Pour tout n, F), est une réunions disjointe de 2" segments de longueur 3%, on a donc A\ (F,) = g—:,
et comme A\ (Fp) < +00 on obtient
)\1(K) = lim >\1(Fn) =0.

n—-+oo

Donc K est A\1-négligeable.

3. Soit a = (ag)ren- € {0,1}Y" une suite de {0,1}, et soit H, = ﬂ Gpra2 o I’ensemble H, est
neN*

une intersection décroissante d’intervalles compacts non vides, dorelc H, est lui-méme non vide. Par
ailleurs, si x,y € H,, alors, pour tout n € N* on a x,y € G412 donc |z —y| < % On en déduit
que z =y, et H, est un singleton.
Pour tout a = (ap)ren- € {0,11V" ] notons ¢(a) I'unique élément de H,. On définit ainsi une
application ¢ : {0,1}" — K. Soient a = (ag)ren- et b = (by)ren-- Si a # b, alors p = min({k €
N* | ax # bp}) € N* est bien défini, et on a ¢(a) € Go* ", $(b) € G5, et G3 P NGy = 0.
Donc ¢(a) # ¢(b) et ¢ est injective.

On en déduit que K n’est pas dénombrable.
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Il existe donc des parties de R qui sont négligeables et non-dénombrables. De plus, K est équipotent a R,
done Z(K) est équipotent & Z(R). Comme HB(R) est équipotent & R, il existe donc des parties de K qui
ne sont pas boréliennes.

Remarque 2.15. Le lecteur intéressé pourra aller voir https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_function.

2.7 Exercices

2.7.1 Espaces mesurables, Applications mesurables

Exercice 1. Tribu engendrée par les singletons Soit X un ensemble. On consideére la collection de parties
de X suivante :

2 ={A C X | A dénombrable, ou A° dénombrable} C Z(X).
1. Montrer que 2 est une tribu sur X.

2. On note ¢ = {{z} | z € X} C P(X) la classe des singletons (i.e. des parties a un seul élément).
Comparer Z et 0(%).

3. Sur N, quelle est la tribu engendrée par les singletons ?

Noter que dans I’exercice suivant, ’ensemble X n’est pas nécessairement borélien. . .
Exercice 2. Tribu induite Soit X C R", on note
oy = {XﬂB | B E%(R")}

1. Montrer que #7x est une tribu sur X. On l'appelle la tribu induite ou tribu trace sur X par B(R").
Remarque : si A C X, attention d ne pas confondre son complémentaire dans R™ (noté A°) et son
complémentaire dans X qu’on notera X \ A.

2. On note Ox = {X NU | U € O~} la classe des ouverts induits de X, et #(X) = 0(Ox) la tribu
borélienne de X. Montrer que «/x = Z(X).

Indication : on pourra s’intéresser d linjection i : X — R™ définie par i(x) = x.

Exercice 3. Tribus engendrées par les partitions finies Soit (X,.%) un espace mesurable. Déterminer les
fonctions de X — R qui sont mesurables lorsque

1. 7 ={0,X}.
2. F =2P2(X)
3. F = {Uiel A | Tc{l,... ,n}} avec (A1,...,A,) une partition finie de X. (On montrera que #

est une tribu et on se contentera d’un critére suffisant de mesurabilité).

On a vu en cours que la mesurabilité est compatible avec les opérations usuelles, les passages a la limite,
etc. ..

Exercice 4. Monter que les fonctions suivantes, définies sur R, sont boréliennes :
1. g(x) = inf (cos(ze™)),
g(z) = inf (cos(ze™)

2. h(z) = limsuparctan(f(z™) 4+ n®z")

n—oo

3 f(x):{ex sizeQ

cos(z) sinon


https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_function
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La mesurabilité est aussi compatible avec la troncature, I'extension ou la décomposition en forme polaire.

Exercice 5. Troncature Soit (X, 2/) un espace mesurable et f : X — R une fonction mesurables. Pour
a € R% , montrer que la fonction f, : X — R définie par

f(x) si|f(z)] <a

est mesurable.

Exercice 6.
1. On suppose que X € B(R™). Soit f : X — C une fonctions borélienne. Montrer que la fonction
flz) sizeX

0 sinon

g : R™ — C définie par g(z) = { est borélienne.

2. Soit h : R™ — C borélienne. Montrer que |h| est borélienne et qu’il existe o : R™ — C borélienne
telle que |a(z)| =1 et h(z) = |h(z)|a(z) pour tout x € X.

Exercice 7. Soit f: R — R une fonction.
1. Si f est croissante, montrer que f est borélienne.

2. Si f est dérivable, montrer que f’ est borélienne.

2.7.2 Mesures

Exercice 8. Sur (R, Z(R)), on considere A la mesure de Lebesgue, =, . 0x et v = >, . kdy.. Pour
chacune de ces mesures, calculer les mesures des ensembles suivants :

1. pour tout n € N*, A, =[n,n+ 1+ #], B, =Uj_, Ax et Co, =i, Ak ;
2. B=Upen Ak et C = Nen- Ak

Exercice 9. Mesure image Soient (X, o) et (Y, %) des espaces mesurables et F': X — Y une application
mesurable. Si p est une mesure sur (X, /), on note Fyp : B — [0, +00] la mesure image de p par F.

1. Pour a € X, déterminer F,J,.

2. On dit qu'une application G : N — N préserve la mesure x si Gy, x = x.
(a) Soit a € N. A quelle condition I’application G préserve-t-elle la mesure &, ?
(b) A quelle condition I'application G préserve-t-elle la mesure de comptage ?

Exercice 10. Soit (X, %) un espace mesurable,  une mesure de probabilité sur (X, o), et soit (A, )nen
une suite de parties mesurables telle que Vn € N, u(A4,,) = 1.

1. Montrer que [y An) = 1. Interpréter en passant au complémentaire.

2. Le résultat est-il encore vrai si on a u(X) = +o00?

Exercice 11. Lois conditionnelles Soit (€2, %#,P) un espace probabilisé. Pour toute événement A € % de
probabilité non nulle, on considére 'application P(.|4) : F — Ry définie par P(B|A) = P(P?QJ)B)
1. Montrer que P(.|]A) est une probabilité sur (9, 7).

2. Pour tous événements A, B € .% de probabilités non nulles, exprimer P(A|B) en fonction de P(B|A),
et en déduire la formule de Bayes.

Exercice 12. Fonctions de répartition Soit (€2, %#,P) un espace probabilisé et X : Q — R une variable
aléatoire. La fonction de répartition de X est la fonction Fx : R — R définie par Fix(t) = P(X < t).
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1. Exprimer F'x a 'aide de la loi Py de X. Que peut-on dire de la monotonie de Fx ? Déterminer
t—lir—noo FX (t) et t—lgi-noo FX (t)
2. Montrer Fx est continue & droite : pour tout a € R on a }im Fx(t) = Fx(a).
—a

t>a
3. Montrer que Fx est continue sur R si et seulement si Va € R P(X =a) = 0.

La mesure de Lebesgue est invariante par translation. Réciproquement, cela permet de la caractériser.
Exercice 13. Invariance par translation de la mesure de Lebesgue Soit a € R fixé. Pour tout A C R, on
note A+ta={x+al|xe A}l

1. Montrer que A + a € ZA(R) si et seulement si A € B(R).

2. pour tout A € A(R), on note p(A) = A1(A + a), out A\; est la mesure de Lebesgue sur (R, Z(R)).
Montrer que l'application p ainsi définie est une mesure sur (R, Z(R)).

3. Déduire de ce qui précede que la mesure de Lebesgue est invariante par translation : pour tout
A€ BR)onar(A+a) =X (A4).

Exercice 14. Caractérisation de la mesure de Lebesgue Pour tout intervalle I C R et tout a € R, on note
I+a={z+a|zel}.
Soit 4 une mesure sur (R, #(R)) vérifiant les deux propriétés suivantes :
° M([O’ 1[) =1
« Pour tout intervalle I C R et tout a € R, on a u(I +a) = u(I).
Le but est de montrer que p est la mesure de Lebesgue.
1. Montrer p({z}) = 0 pour tout € R. On dit que la mesure p est diffuse.

2. Montrer que u([0,z[) = 2 pour tout € RY. On pourra commencer par le montrer pour tout
rationnel x € Q7 .

3. En déduire que p = A;.

2.7.3 Pour s’entrainer, pour aller plus loin

Exercice 15.  Soit X = {1,2,3,4,5,6} et soit ¢ = {{1},{2,4},{2,5}} C 2 (X). Déterminer o(%).

Exercice 16. Tribu image réciproque Soit X un ensemble, (Y, %) un espace mesuré, et f: X — Y un
application. On note

f~H#B)={f"(B)| Be %}
1. Montrer que f~1(%) est une tribu sur X.
2. On suppose que &7 est une tribu sur X. Montrer que f est &/-%-mesurable si et seulement si

F*(B) C .

Exercice 17. Soit A; la mesure de Lebesgue sur R, §p la mesure de Dirac en 0, et = A1 + dp.

L. Calculer p((,,5; An), ot A, = [0, i

2. Calculer /‘L(Un>1 n), ou Ay, [ AL s

3. Calculer M(Un o1 Ap), ot 4, = [—%, }l[ :
4. Calculer pu((),,5; 4n), out A, = [-1,1-1]

Exercice 18. Soit A € Z(R"™) tel que A, (A) = 0. Montrer que A est d’intérieur vide.

Exercice 19. Extrait d’un sujet d’examen.

Soit (X, o) un espace mesurable, ol &7 est une tribu qui contient les singletons. Dans ce qui suit, toutes
les mesures considérées sont des mesures sur (X, ).

On dit qu’une mesure p est diffuse si elle vérifie Vo € X u({z}) =0.

On dit qu’une mesure u est discréte s’il existe une partie dénombrable D C X telle que u(D¢) = 0.
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1. Montrer qu'une mesure pu est diffuse si et seulement si, pour toute partie dénombrable A C X on a
uw(A) =0.
2. Soit p une mesure discréte, et soit D C X dénombrable tel que p(D¢) = 0. Montrer qu’il existe des
réels positifs (ag)aep tels que p = Z 0g0,-
a€D
3. Soit p une mesure finie, et soit D = {z € X | p({z}) > 0}.
(a) Pour tout n € N* on note E,, = {z € X | p({z}) > 1 }. Montrer que E,, est une partie finie de
X pour tout n € N* et en déduire que D est dénombrable.
(b) Pour tout A € &7 on note v(A) = u(AN D). Montrer que v est une mesure diffuse.
(¢) Montrer que p est la somme d’une mesure diffuse et d’'une mesure discréte.

4. Montrer que le résultat de la question 3.(c) est encore vrai si la mesure p est o-finie.

Exercice 20. Un exemple de partie non mesurable
On consideére la relation d’équivalence sur [0, 1] définie par

r~y <= x—yeqQ.

On peut donc écrire [0, 1] comme "union disjointe de ses classes d’équivalences : [0, 1] = |_| C;.
iel

Pour tout ¢ € I on se donne un élément z; € C; et on considére A = {z; | i € I}. Par ailleurs, pour tout
g€ Qn[—1,1], on note A; = A+gq.

1. Montrer que A, N A, =0 sig#r.

2. Montrer que [0,1] C U A, C[-1,2].

q€QN[-1,1]
3. En supposant que A est borélien, exprimer A1 (U cqn(—1,1] 4¢) en fonction de A;(A4). Conclure.



Chapitre 3

Théorie générale de I'intégration

3.1 Fonctions étagées
3.1.1 Définition et propriétés

Définition 3.1. Soit (X, .«7) un espace mesurable.

« Une fonction mesurable f: X — R est étagée si f ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

« On note &(X, &) (ou &(X)) l'espace des fonctions étagées et &4 (X, &) (ou &4 (X)) l'espace des
fonctions étagées positives.

Remarque 3.1. - Soit f : X — R une fonction étagée et soit {aq,...,an} les valeurs prises par f.
Pour k € [1,n], soit Ay = f~*({ax}). On a alors
— les réels ag, . .., a, sont deux a deux disjoints.
— Ay,..., A, € & car f est mesurable et (41, ..., A,) est une partition finie de X (i.e. recouvrent

X et sont deux a deux disjoints).

— Onaf:Zak]lAk.
k=1

- Réciproquement, si (A4;,...,A,) est une partition finie de X par des parties mesurables, et si
n

ai,...,on € R, alors E aply, est une fonction étagée. Mais attention : on supposera toujours

k=1
que les A; sont disjoints deux & deux, mais on ne supposera pas que les valeurs aq,...,a, sont

nécessairement deux a deux distinctes. En particulier, il existe plusieurs partitions de X permettant
Iécriture d’une fonction étagée sous la forme d’une combinaison linéaire d’indicatrices.

FI1GURE 3.1 — Approximation d’une fonction réelle mesurable par les trois premiers termes de la suite

croissante de fonctions étagées donnée par (3.1).

Proposition 3.2. Soit (X, /) un espace mesurable et f : X — R, une fonction mesurable positive.
Alors il existe une suite croissante (f,,)nen de &4 (X) telle que Vo € X, ha[_l fu(x) = f(2).
n—-+0oo

41
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Démonstration. Soit donc f : X — R, mesurable, on pose pour tout n € N*,
o) & osi f(x)E[%,p;l[avecpe[[o,nQ"—l]]
n\T) =
n sif(z) =n.
n2"—1 D
Mheeb, s@)zn) ¥ pz:% 2 {oeE, f()elde. B

(3.1)

on

On montre dans la suite que la suite (f,,)nen réalise le résultat annoncé.

« Elle est croissante. Soit x € X et n € N*, on a trois régimes :
1. Si f(z) 2n+1. Onaalors fri1(z) =n+1>n= f,(z).
2. Sin < f(z) <n+1. Nexiste alors i € [n2" 1, (n+1)2"H! — 1] tel que f(z) € [k, 255 [. On
aalors fo(z) =n < 57 = fag1(2).
3. Si f(z) < n. Il existe alors p € [0,n2" — 1] tel que f(z) € [&, BE [= [52%r, 2242[. Deux cas se
présentent alors :

(a) si f(x) € [gakr, htrl, on a fu(2) = i = 287 = fara(@);
(0) st 7(2) € (220, 2520 on a fu(r) = £ < B = fo1 ()
Ainsi, on a toujours f,,(z) < frni1(x). O

Remarque 3.2. En fait la réciproque de la proposition précédente est vraie : une fonction est mesurable
positive si et seulement si elle est limite simple d’une suite croissante de fonctions étagées positives. Voir
Proposition 3.17 de [3].

3.1.2 Intégrale des fonctions étagées

Définition 3.3. Soit (X, 7, 1) un espace mesuré et soit f : X — R une fonction étagée positive qui
n
s’écrit f = Z arla,, on (Ay,...,A,) € o est une partition de X. L’intégrale de f pour la mesure 4

k=1
est

/ Fdp =" app(Ay).
X k=1

Lemme 3.4. L’écriture d’une fonction étagée comme combinaison linéaire d’indicatrices n’est pas
unique (c.f. remarque 3.1), mais la valeur de son intégrale ne dépend pas de la partition choisie.

Démonstration.



3.1. FONCTIONS ETAGEES 43

O

Proposition 3.5. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré. Pour toutes fonctions f,g € & (X) et tout a € Ry
on a

1. + Gg X + du— d =+ d/l
f g +( )et/(f g) /f,u /g
2. & (X dp = du.

af € & ( )et/afu a/fu

3. 81 f< 1 dp < du.
Slf<gaors/fu</g,u

Démonstration. 1.
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3. Par un raisonnement analogue a celui de la preuve du point 1, on montre que la fonction g — f est
étagée, et comme f < gonag— f € & (X). En particulier, il résulte de la définition de l'intégrale
que [y (g — f)dp > 0. On a alors, en utilisant le point 1,

/ngu:/(er(g ))dp = /fdu+/ g—f)d /fdu O

3.2 Intégrale des fonctions positives

3.2.1 Définition

On démontre un lemme qui va permettre de définir 'intégrale des fonctions mesurables positives.

Lemme 3.6. Soient (X,.o/, ) un espace mesuré, (fn),cy C &4 (X), et g € & (X), tels que :
(1) fos1(z) = fo(z), pour tout n € N, et tout z € X,
(i%) 1151’_1 fn(x) = g(x), pour tout z € X,
n—-—+0oo

lim / Jndp > / gdp.
n—+oo Jx X

Démonstration. Noter que la suite ( J X fndu)n cny €st une suite croissante de R, , donc sa limite existe

alors

dans Ry. Pour z € X, on pose f(z) = lim, oo fu(z) (cette limite existe et appartient & R, ). Il se peut
que f ¢ & (X), mais on a toujours f mesurable et les hypothéses du lemme donnent f, — f quand
n — 400 de maniére croissante.
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O

Lemme 3.7. Soient (X,.o7, i) un espace mesuré et f : X — Rx mesurable. Soient deux suites (fr)nen
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et (gn),en & valeurs dans &y (X) convergeant simplement et en croissant vers f. On a alors :

[ = i [ o

Démonstration. On applique le Lemme 3.6 avec g = gy, a p € N fixé. On obtient fX gpdpt < 11111 fX frndu.
n—-+0oo

Puis, en passant a la limite quand p — 400, on obtient :

lim gpdp < lim /fndu.
X n—+oo [y

p—+oo
On obtient enfin I’égalité demandé en changeant les roles de f, et gp. O

Ce dernier résultat permet donc de définir 'intégrale sur des fonctions mesurables positives de la maniére
suivante :

Définition - Proposition 3.8 Intégrale des fonctions mesurables positives. Soient (X, </, ) un
espace mesuré, et f : X — R une application mesurable et positive. Il existe une suite croissante
(fn)pen C E4(X) telle que f, = f quand n — 400, c’est-a-dire :

(1) Pour tout z € X, f(x) — f(x), quand n — +o0,
(1) fny1(x) = fo(x), pour tout x € X, et tout n € N.

On définit alors I'intégrale de f en posant :

/ fdp = lim / fadp € Ry (3.2)
X n—-4o0o X
Si A€/, on note/fd,u:/ Fladp.

A X

Démonstration. L’existence de la suite croissante (frn)nen est donnée par la Proposition 3.2. Le fait que
la formule (3.2) soit bien définie dans R de maniére unique (ne dépendant donc pas du choix de la suite
(fn)nen) est une conséquence immédiate du Lemme 3.7. O

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile car ne dépendant pas d’une suite approximante, de
I'intégrale d’une fonction mesurable positive a partir d’intégrales de fonctions étagées positives :

Proposition 3.9. Soient (X, .7, ;1) un espace mesuré et f : X — R une application mesurable positive.
Alors

/dellzsup{/xvdu|v€é"+()()etvgf}.

Démonstration. Laissé en exercice ou voir le Lemme 4.9 de [3]. O

Remarque 3.3. Si f € &(X), alors cette caractérisation de la définition de l'intégrale de f sur X coincide
avec la Définition 3.3.

3.2.2 Propriétés

Proposition 3.10. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et soit f, g : X — R, mesurables.
1. Sif<g alors/ fdu </ gdp.
X X

2. Soient A, B € &/, si A C B alors / fdu < / fdp.
A B

Démonstration. 1.
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3.2.3 Théoréme de convergence monotone

Pour définir I'intégrale d’une fonction f mesurable positive, on a utilisé un processus limite : on approxime
lobjet d’intérét par une suite de fonctions simples (étagées) et on définit I'intégrale de f comme la limite
des intégrales le long de la suite. Mais la suite approximant f n’est pas choisie n’importe comment. .. Elle
se doit d’étre croissante.

Exemple 3.1 La bosse fuyante.
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De plus, I'additivité de I'intégrale ne se déduit pas immédiatement de la définition et nécessite le théoreme
de convergence suivant, qui est par ailleurs utile dans d’autres circonstances.

Théoréme 3.11 Convergence monotone (a.k.a Beppo-Levi). Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et soit

(fn)nen une suite croissante de fonctions X — R, mesurables positives sur X, i.e et f,11(x) > fu(2),

pour tout n € N et tout z € X. On pose f(z) = lirf fn(z) € R la limite simple de (f)nen. On a
n——+0oo

dy= 1 ndfl.
[ [ s

alors

Démonstration.
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Corollaire 3.12. Soient (X, .7, ;1) un espace mesuré, f,g: X — R, mesurables, et a € R.
Onaalors/(f+g)d,u=/ fdu+/ gdu et/ afdu:a/ fdpu.
X X b's X X

Démonstration. .

49
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« De méme, on a

dp= 1 n)dp =a i ndp = dp. O
/X(af) p= lim X(au Jdp=a lim | undp a/Xf i
Corollaire 3.13. Soient (X,.o, ) un espace mesuré et (fy,)nen une suite de fonctions mesurables
positives sur X. Alors la série Z fn est mesurable positive et / (Z fnldu = / fndu.

neN

n
Démonstration. Comme, pour tout n € N, les fonctions f,, sont positives, les sommes partielles F;, = E fx
k=0
forment une suite croissante de fonctions positives qui converge vers E fi. Par ailleurs, par linéarité de
keN

n
I'intégrale, on a / Fodu = Z / frdp pour tout n € N. Le Théoréme de convergence monotone donne

aors [ (3 fe)an =3 / fdp. =

keN keN

3.2.4 Propriétés et lemme de Fatou

Si une suite de fonctions (f,)nen n’est pas monotone, elle ne converge pas forcément, mais on peut
considérer les limites inférieures. On conserve alors une inégalité entre intégrale de la limite et limite de
I'intégrale.

Théoréme 3.14 Lemme de Fatou. Soit (X, </, 1) un espace mesuré, soit (f,)nen une suite de fonctions
X — R4 mesurables positives définies sur X. On a

[ mnt < timing (g

Démonstration.
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O

Le “Lemme” de Fatou est primordial : si 'on calcule I'intégrale le long d’une suite de fonctions alors le
seul comportement pathologique possible (i.e. obstruction & l'interversion entre limite et intégrale) est
une perte de masse. L’intégrale de la limite est plus petite ou égale que la limite des intégrales.

Exemple 3.2 La bosse évanescente. En général, il n'y a pas égalité.
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Remarque 3.4 Utilisation du Lemme de Fatou. Le Lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites
(fn)nen mesurables positives telles que la suite ( | + fndp)nen des intégrales est bornée et la suite (. (7))nen
est convergente pour presque tout z € X. Il permet alors de montrer que la limite (au sens de la convergence
p.p.) de la suite (f,)nen est intégrable.
Proposition 3.15. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et soit f, g : X — R, mesurables et positives.
1. Ona / fdp =0 si et seulement si f =0 p-pp.
X
2. Si / fdu < oo alors f < +o00 p-pp.
X
3. Si f =g ppp, alors/ fdu :/ gdp.
X X

Démonstration. 1.
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3.3 Intégrales des fonctions réelles et complexes

3.3.1 Définitions

Soit X un ensemble. On rappelle que si f : X — R alors f; = max {0, f} et f- = max {0, —f} de sorte
que f = fr— .

Définition 3.16. Soit (X, o7, u) un espace mesuré. Une fonction mesurable f : X — R est intégrable si

/ |f] dp < 400, et dans ce cas, son intégrale est
X

/X fp = /X Fodpi— /X f-dp.

On note LY (X, o, 1) ou £1(X) lespace des fonctions intégrables sur X.

Remarque 3.5. « Si f: X — R est mesurable, alors les fonctions fi = max(f,0), f— = max(—f,0) et
| f| sont mesurables positives, donc leurs intégrales sont bien définies.

o Comme |f| = fy + f-, on a f_ < |f| donc / f_du < +oo et on peut soustraire cette intégrale.
X
L’hypothése d’intégrabilité est donc nécessaire pour écrire l'intégrale de f. De méme, on a f < |f]

donc / f+dp < 400, donc / fdp e R
b'e X

o« Sif>0alors fo =0et fi = f, donc cette définition est bien cohérente avec la définition précédente.
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Proposition 3.17. Soit (X, .o, u) un espace mesuré.

1. L’espace .Z!(X) est un R-espace vectoriel et Papplication f / fdu est une forme linéaire sur
b'e

LX),
/deu‘é/xlfldw

3. Soient f,g € £ (X). Si f < g u-pp, alors / fdp < / gdu, et si f = g p-pp, alors / fdu =
b's X X

/ gdys.
X

Démonstration. 1. L’espace £1(X) est bien un espace vectoriel. En effet, soient f,g € Z1(X) et
@ € R Conme [af +9| < lal If| +1gl, on a [ |af +gldu < lal [ [fldu+ [ loldu< +oc, donc
X X X
af + g€ LY(X).

Pour montrer que l'intégrale est une forme linéaire, on proceéde en deux temps :

2. Pour tout f € £Y(X) on a
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2. Par inégalité triangulaire, et comme f, + f_ = |f]|, on obtient

‘/deu‘=‘/xf+du—/Xf—du‘
ol

< [ e+ [ fodu

3. Pour une fonction ~ > 0 pu-pp, on a h_ =0 p-pp et hy = h p-pp, donc / hdu = / hydp > 0. Si
b'e

X
f<gu-pp0nad0ncg—f>0u-ppet0</(g—f)du=/ gdp— [ fdp.
X X X
Si f =g ppp, alors fy =gy p-pp et f- = g_ pu-pp. Le cas des fonctions mesurables positives étant
connu, on a / frdp = / gidu et / f-dp = / g—dpu, d’ou / fdp = / gdpu. O
X X X X X X

Définition 3.18. Soit (X, .o/, u) un espace mesuré. Une fonction mesurable a valeurs complexes f :

X — C est intégrable si / |fldu < +00, et dans ce cas, son intégrale est

X
/deui/XRe(f)dmi/le(f)du.

On note 22 (X, o, ) ou £ (X) lespace des fonctions intégrables sur X.

Remarque 3.6. Comme | f|> = Re(f)2 + Im(f)2, on a |[Re(f)| < |f| et |Im(f)| < |f]. L’hypothese d’intégra-
bilité de f implique donc que Re(f),Im(f) € £1(X) et I'intégrale de f est bien définie.

Proposition 3.19. Soit (X, 7, ) un espace mesuré.

1. L’espace .22 (X) est un C-espace vectoriel et application f — / fdp est une forme linéaire sur
X

21X,
/deu‘é/xlfldw

3. Soient f,g € Z(X). Si f =g u-pp, alors / fdu :/ gdp.
X X

2. Pour tout f € Z2(X) ona

Démonstration. 1. Laissé en exercice.

2. Soit 6 € R tel que / fdp = / fdup
b'e X

‘/deu‘ :e_w/xfd”:/Xe_wfdﬂz/XRe(e_wf)du+i/xIm(e‘“’f)du_

| i
’/deu‘ = ’/}(Re(eiaf)du' </X

3. Laissé en exercice.

€. On a alors

Comme est un réel positif, sa partie imaginaire est nulle et sa partie réelle est positive, on

a donc

e*ief

Re(@“’f)‘du </
X

i < / Fldp.
X
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Remarque 3.7. On peut, de facon analogue, définir I'intégrale d’une fonction mesurable a valeurs vec-
torielles : la fonction f : X — R™ est intégrable si / || flldp < 400, ot ||-|| est une norme sur R™ (par
X

exemple la norme euclidienne).
Pour une telle fonction, on a f(z) = (f1(x),..., fn(x)) pour tout & € X, et les fonctions fj, sont mesurables
et vérifient |fi| < || f|l. Si f est intégrable, on définit alors

/deMZ(/Xf1du,...,/xfndu>e]R”.

3.3.2 Théoréme de convergence dominée

Le théoreme suivant est le résultat principal permettant de permuter limite et intégrale. Comme on I’a vu
avec le Lemme de Fatou, il est nécessaire d’ajouter une hypothese concernant la suite de fonctions.

Théoréeme 3.20 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (CDL). Soit (X, .o/, ;1) un espace
mesuré et (f,,)nen une suite de fonctions intégrables sur X. On suppose que

(i) Convergence simple. Il existe f : X — C telle que Vz € X, lirJIrl fu(z) = f(2).
n—-+oo

(7¢) Domination. Il existe g : X — R intégrable telle que Vn € N, Vz € X, |f,(z)] < g(x).

Alors, f est intégrable sur X et on a/ fdp = lim / Sfndp et lim / |frn— fldu=0.
X n—-+4o0o X n—-+4o0o X

h
fa
— f3 |]

FIGURE 3.2 — L’hypothese de majoration (uniforme en n) dans le Théoréme de Convergence dominée
permet d’éviter la “perte de masse” pour la fonction limite : les graphes des f,, sont “coincés” entre celui
de g et de —g.

Démonstration.
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O

On déduit de ce résultat une version souvent utile ou les hypotheses de convergence simple et de domination
sont satisfaites seulement p-pp.

Corollaire 3.21. Soit (X, o7, u) un espace mesuré et (f,,)n,en une suite de fonctions intégrables sur X.
On suppose que

(i) Convergence p.p. Il existe f : X — C telle que hr—? fu(x) = f(z) pour u-pt x € X.
n—-+0oo

(#7) Domination. Il existe g : X — R intégrable telle que |f,(x)| < g(x) pour pu-pt z € X.

Alors, f est intégrable sur X et on a/ fdp = lim / fndp et lim / |fn— fldp=0.
X n—-+oo X n—-+oo X

Démonstration. On applique simplement le Théoréeme de convergence dominée a des fonctions bien
choisies.

o Comme f, — f p-pp quand n — 400, il existe A € & tel que u(A) =0 et f,(x) = f(z) pour tout
x € A° quand n — +o0.

- Comme, pour tout n € N, on a |f,| < g pu-pp alors il existe B,, € & tel que u(B,) =0et |fn] < f.
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On pose alors C = AU (UneN Bn) et on remarque au passage que C est de mesure nulle comme réunion

dénombrable d’ensembles négligeables. On peut appliquer le Théoréme de convergence dominée aux
fonctions
Inlce = fn p-pp pour tout n €N, flce = f p-pp et glce =g p-pp
On conclut en remarquant que nll)rfoo fX |[foloe — flee|du = fX |fro — fldu =0 et que
lim / fndp = lim fnloedp = / floedp = / fdu. O
X n—=too Jx X X

n—-+oo

Exemple 3.3. L’hypothese de domination est nécessaire.

Corollaire 3.22. Soit (X, </, ) un espace mesuré et (fn)nen € (Z2(X))Y une suite de fonctions

intégrables sur X telle que Z / | frldp < 4o00.
neN

Alors la série Z fn converge u-pp vers une fonction intégrable F': X — C et / Fdu = Z / fndp.
neN X neN X

Démonstration. Soit m : X — Ry définie par m(z) = Z | fn(x)]. Par le théoreme de convergence

neN
monotone on a / mdy = Z / | frn| dp < 400, donc la fonction m est finie p-pp.
X nenN”’X
Soit E ={z € X | m(z) < 400}, on a pu(E°) = 0 et, pour tout x € F la série numérique Z fn(x) est

neN
absolument convergente, donc convergente. Notons F' : X — C la fonction définie par

F(z) = {ZneN fu(z) sizekE

0 sinon.

La série de fonction Z fn converge u-pp vers cette fonction F.
neN
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n—-+oo

Pour tout n € N, soit F,, : X — C définie par F,(z) = Z fr(z). Pourtout z € Fona lim F,(z)= F(x),

k=0
donc lirf F,, = F p-pp. Par ailleurs, pour tout n € N et tout z € X on a
n—-—+0o0

|Fa(@)] <Y Ifil@)] < mx).

k=0

n

Comme m est intégrable, le Théoreme de convergence dominée donne

Fdp = lim / frdp = lim /fdﬂ: /fndu. O

neN

3.4 Intégrales dépendant d’un parameétre

Soit (X, .o, 1) un espace mesuré, T un ensemble de parametres, et f: X x T — C une fonction telle que
x +— f(z,t) soit intégrable pour tout ¢ € T. On peut alors considérer la fonction F : T — C définie par

F(t) = [ f)duo).

X
Question générale : la fonction F' hérite-t-elle des propriétés de f vue comme fonction de ¢? On va
considérer deux cas.

(1) Si T est une partie de R™ et t — f(x,t) est continue pour tout z, la fonction F' est-elle continue ?

(#4) SiT est un intervalle de R et t — f(x,t) est dérivable pour tout z, la fonction F est-elle dérivable ?

3.4.1 Continuité

x

FIGURE 3.3 — Graphe de la fonction f(z,t) = exp(—2?) cos(xt) pour différentes valeurs du paramétre t.
Cette fonction est utilisée pour calculer 'intégrale de Gauss fR F(,0)dA;.

Théoréme 3.23 Théoréme de continuité. Soient (X, <7, 1) un espace mesuré, U C R™ un ouvert et
f: X xU — C vérifiant les hypotheses

(i) Pour tout t € U Papplication z — f(z,t) est intégrable sur X.
(i4) Pour u-pt x € X lapplication t — f(z,t) est continue sur U.
(73¢) 1l existe g : X — R, intégrable telle que, pour tout ¢t € U, on ait |f(z,t)| < g(x) p-pp.

Alors lapplication F': U — C définie par F(t) = / f(z,t)du(x) est continue sur U.
X

Démonstration.
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3.4.2 Dérivabilité

Le résultat suivant étend aux intégrales a parametre le fait que la dérivée de la somme, est la somme des
dérivées.
Théoréme 3.24 Théoréme de dérivabilité. Soient (X, .o/, u) un espace mesuré, U C R un ouvert, et
f: X xU — C vérifiant les hypotheses
(i) Pour tout t € U lapplication = — f(x,t) est intégrable sur X.

(7i) Pour u-pt € X lapplication t — f(x,t) est dérivable sur U.
(79t) 1l existe g : X — R, intégrable telle que, pour pu-pt « € X, on ait Vt € U,

8. t)| < gl@).

Alors l'application F': U — C définie par F(t) = / f(z,t)du(x) est dérivable sur U et on a
X

PO = [ S duta). (3.3)

De plus, si pour u-pt x € X lapplication ¢ — f(x,t) est C! sur U, alors F’ est continue.

Démonstration.
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O

Pour démontrer le caractére C* ou C°°, on peut utiliser la proposition suivante qui se déduit du théoréme
de dérivation par une récurrence.

Corollaire 3.25. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré, U C R un ouvert, n € Ny et f: X xU — C
vérifiant les hypotheses
(i) Pour tout ¢t € U lapplication = — f(x,t) est intégrable sur X.
(#4) Pour pu-pt z € X lapplication t — f(x,t) est n fois dérivable sur U.
(73t) 1l existe des fonctions g; : X — Ry pour k € [1,n] toutes intégrables et telles que, pour u-pt
x € X, on ait vVt € U, Vk € [1,n], %(m,t)‘ < gi(z).
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Alors lapplication F': U — C définie par F(t / f(z,t)du(x) est n fois dérivable sur U et on a

ok f

7 (t) = atk

(x,t)dp(x) pour tout k € [1,n].

De plus, si pour p-pt = € X Papplication t — f(z,t) est C™ sur U, alors F(™) est continue.
Démonstration. Laissé en exercice. O

Comme conséquence immédiate, si t — f(z,t) est C* pour p-pt © € X et si la domination ’gt,{ (z, t)‘
gx(x) par une fonction intégrable g est satisfaite pour tout k € N, alors la fonction F' est C°.
Enfin, on peut considérer des dérivées partielles si le paramétre s = (sy, ..., S,) appartient & un ouvert de
R™.
Corollaire 3.26. Soient (X, .o, ) un espace mesuré, U C R™ un ouvert, et f: X x U — C vérifiant les
hypotheéses
(1) Pour tout s € U l'application © — f(x, s) est intégrable sur X.
(ii) Pour p-pt x € X lapplication s — f(z, s) est de classe C* sur U.
(#i7) 11 existe des fonctions g : X — Ry pour k € [1,n] toutes intégrables et telles que, pour p-pt
x € X, on ait Vs € U, Vk € [1,n], Bsk Lz, 8)‘ < gi ().

OF
Alors lapplication F' : U — C définie par F'(s / f(x,8)du(x) est C* sur U et on a —(s) =

8sk
of

35 ——(x, 8)du(x) pour tout k € [1,n].
Sk

Démonstration. On rappelle ici que les fonctions dérivées partielles sont les fonctions dérivées des applica-
tions partielles : en notant e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1) on a

of mf(x,s+eek)—f(a:,s)

ey, (o 8) = limy .

Le reste de la preuve revient a appliquer le Théoréme 3.24 aux fonctions partielles ¢ — f(x,s + tex),
k={1,...,n} et est laissé au lecteur. O

3.5 Exercices
3.5.1 Intégrale par rapport a une mesure

Exercice 1. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes :

1. Si f=aly+blp avec a,b e Ret A, B € o, alors / fdu = ap(A) 4+ dbu(B).
X
2. Si f: X — Ry est mesurable et p(f~'({+00})) = 0, alors / fdp < 4o0.
X

3. Soit f: X - R. On a / fdp =0 si et seulement si f =0 p-pp.
X

Exercice 2. Mesures a densité Soit (X, .o, ) un espace mesuré et ¢ : X — Ry une fonction mesurable.
Pour tout A € &, on note

V(A):/X]lAgad,u.

La fonction ¢ est appelée fonction densité.
1. Montrer que v est une mesure sur (X, o).
2. Donner des examples de mesure & densité sur (R, B, A1) et (N, Z(N), x).

3. On souhaite déterminer quelle est I'intégrale d’une fonction pour la mesure v.
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(a) Pour toute fonction mesurable positive f : X — [0, +00], montrer qu’on a / fdv = / fodu.
b's b's

On commencera par le montrer pour les fonctions étagées positives.
(b) Soit f : X — R mesurable. Montrer que f € £!(X,v) si et seulement si fo € Z1(X,p).

Lorsque c’est le cas, montrer que fdv = / fedu.
X X

3.5.2 Théorémes limites

Exercice 3. Soit (X,.o/, ) un espace mesuré et f : X — Ry une fonction mesurable. On note

A= f7H[0,1]), B= f~H({1}) et C = f7H(]1, +00])

1. Déterminer lim frdu.
n—-+oo BUC

14

2. Montrer que la série Z / f"dp converge dans R si et seulement si T
A

€ Z1(X).
neN o f

3. On suppose que f € £1(X), déterminer lim frdu.
n—+o0o AUB

Exercice 4. Soit f: R — C une fonction intégrable. Calculer EIE / f(x) cos"™ (rx)dA1 ().
n o0 R

Exercice 5. Soit f une fonction intégrable sur (Ry, Z(Ry), A1).
1. Montrer que lim fdi\y =0.

T——+00
[z, +o0]
2. On suppose que f est décroissante. En déduire que f est positive et montrer qu'il existe une constante
C telle que f(z) < € pour tout x > 0.

3. Montrer que le résultat est faux si on suppose seulement f positive.

Exercice 6. On considére [—1,1] muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A;. Pour tout
n 2 1, soit fy, la fonction définie sur [-1,1] par fu(t) =nl_ + 1.

1. Calculer la limite simple de la suite (f,,)nen et la limite de la suite ( /

[7171]
pourquoi ce résultat ne contredit pas les théoremes de convergence monotone et de convergence
dominée.

fnd)q) . Expliquer
neN

2. Soit ¢ : [~1,1] — R une fonction continue. Montrer que lirf wfndA1 = ¢(0).

3.5.3 Intégrales a paramétres

Exercice 7. Soit p une mesure finie sur (R, B(R)). Pour tout ¢ > 0 on note F(t) = / arctan(z?t)du(x).

R
T T T T T T T
15} . t=27"1
t=272
g;\ —t=273
\g 1 — _t_2_4
E —t=2"°
—_t 96
To05f | t=27
=N —t=2"
0, |
| | | | | | |
—6 —4 -2 0 2 4 6
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1. Montrer que F' est bien définie et déterminer lim F'(¢).
t—+o0

2. Montrer que F' est continue sur R .

3. Montrer que F est dérivable sur R* et exprimer F” sous la forme d’une intégrale dépendant d’'un
parametre. Indication : montrer que F est dérivable sur tout intervalle de la forme |a,+oo] avec
0<a.

4. Donner une condition suffisante pour que la fonction F' soit dérivable en 0. Que vaut alors F’(0) ?

3.5.4 Pour s’entrainer, pour aller plus loin

Exercice 8. Soit f: R — R une fonction intégrable.

1. Montrer que pour tout x € Ron a lim fd\ = 0.
T—r+00 [z—e,z+e[
2. Soient a,b € R tels que a < b. Que peut-on dire de lim fdx?
z—+00 laz,bx]

Exercice 9. Soit (X,.«7, ) un espace mesuré et f € (X, ). On suppose que 0 < f < 1 et que
/ fdu = / f?dp. Montrer qu'’il existe une partie mesurable A € o telle que f = 1 4.
X X

Exercice 10. Soit f une fonction intégrable sur R ;. On suppose que f est décroissante, montrer que f
est positive et que hrf zf(x) = 0. Indication : utiliser la premiére question de ’exercice 5.
Tr—r+00

Exercice 11. Soit f : R — C un fonction Lebesgue intégrable sur R, et soit h € R7 . Pour tout € R, on
pose ¢p(z) = / Sz ainydAs.
R

1. Montrer que la fonction ¢;, ainsi définie est continue sur R.

2. Montrer que lim ¢p(x) =0.
r—+00

Exercice 12. Extrait d’un sujet d’examen Soit & une mesure finie sur (R, B(R)). Pour tout ¢ > 0 on note
1
Fit)= | ——d .
(0= [ 1 muta)

1. Montrer que F' est bien définie et déterminer lim F'(t).
t—+oo

2. Montrer que F' est continue sur R .
3. Montrer que F est dérivable sur R* et exprimer F” sous la forme d’une intégrale dépendant d'un

parameétre. Indication : montrer que F est dérivable sur tout intervalle de la forme ]a,+oo[ avec
0<a.

4. Donner une condition suffisante pour que la fonction F' soit dérivable en 0. Que vaut alors F'(0) ?



Chapitre 4

Intégration pour quelques mesures
particulieres

4.1 Mesure de Dirac et mesure de comptage sur N

4.1.1 Mesure de Dirac

Soit (X, /) un espace mesurable, la mesure de Dirac en a € X est I'application d, : &/ — R, définie par

5a(A)={1 sia€e A

0 sinon

Proposition 4.1. Soit (X, o) un espace mesurable et a € X. Pour toute fonction mesurable f : X — C
ona fe (X, d,) et / fdé, = f(a).
X

Démonstration.

65
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4.1.2 Mesure de comptage sur N

Proposition 4.2. Soit f : N — C. On a f € LY(N, Z(N),x) si et seulement si la série Z |f (k)]
keN

converge dans R, et on a alors / fdx = Z fk).
N keN

Démonstration. La preuve suit les étapes de la construction de I'intégrale.
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O

Remarque 4.1. Les fonctions intégrables sont celles pour lesquelles la série Y f(n) est absolument

convergente. Par exemple, la fonction f : N — R définie par f(n) = %

> ril = +00, méme si la série )
n=0

n=0

n’est pas intégrable car

—1n
n+1

= In(2) converge.

Remarque 4.2. Comme les sommes de séries sont des intégrales pour la mesure de comptage, les séries
de fonctions peuvent étre vues comme des intégrales dépendant d’'un parametre, et les théorémes de
continuité et de dérivabilité s’appliquent.

4.2 Riemann vs. Lebesgue

31 f\ 13 ;
2.5 . 25 .
= 2| 1 s 2 .
1.5; ; 1.5; ;
1) E 1) .
0.54'%{ TM 0.5 .
0: el | .. i O: i
—4 -2 0 2 4 —4 4
X xr

FIGURE 4.1 — Calcul d’intégrale par une approximation de minorantes étagées : a la Riemann et a la
Lebesgue. Voir aussi a ce propos https://www.geogebra.org/m/ygdfgob7.


https://www.geogebra.org/m/ygdfg9b7
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4.2.1 Sur un segment

Soit [a,b] un segment de R et f : [a,b] — R une application continue par morceaux. La fonction f admet
b

une intégrale au sens de Riemann qu’on notera / f(t)dt. En particulier, cette intégrale s’obtient comme
a
limite des sommes de Riemann. Voir https://www.geogebra.org/m/A9kabRbs.

Proposition 4.3. Si f : [a,b] — R est une fonction continue par morceaux, alors f est intégrable pour

b
la mesure de Lebesgue et / f®)dt = fdA.
a la,b]
Démonstration.
O
Remarque 4.3. « Il existe une notion de fonction Riemann-intégrables : ce sont les fonctions bornées

sur [a, b] dont les sommes de Darboux inférieures et supérieures coincident. Les fonctions continues
par morceaux sont des exemples particuliers de fonctions Riemann-intégrables.

« Le résultat précédent est encore vrai pour les fonctions Riemann-intégrable, mais la question de
la mesurabilité est délicate et nécessite I'introduction d’une nouvelle tribu qui contient la tribu
borélienne.

« Dans la pratique, les fonctions Riemann-intégrables que nous rencontrerons seront en fait continues
par morceau.
Remarque 4.4. 1l y a plusieurs enseignements a tirer de ce résultat :
1. La réciproque est fausse : la fonction Lgn,,p est Lebesgue-intégrable, mais pas Riemann-intégrable.

2. Dés lors qu’'une fonction est continue par morceaux, on peut utiliser les outils usuels (issue de
Iintégration au sens de Riemann) pour calculer son intégrale de Lebesgue : calcul de primitives,
intégration par parties, changement de variable ...

3. La théorie générale de I'intégration de Lebesgue nous donne de nouveaux outils pour traiter des
intégrales de Riemann : théoremes de convergence monotone et dominée, théoremes de continuité et
de dérivabilité.


https://www.geogebra.org/m/A9ka5Rbs
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Dans la suite, lorsque f : [a,b] — R sera une fonction continue par morceaux, on notera indifféremment

b
son intégrale / fdX ou / ft)dt ou / ft)dt.
la,b] a [a,b]

4.2.2 Le cas des intégrales impropres

Si ]a, b[ est un intervalle non compact de R (ot a,b € R), I'intégrale de Riemann permet de définir, pour
certaines fonctions f : ]a,b] — R une intégrale sur ]a, b[. Pour cela, on considére les intégrales de f sur des
segments contenus dans ]a, b[ et on fait tendre (séparément) les bornes des segments vers les bornes de
la, b[.

Cc
Soit ¢ € ]a, b]. L’intégrale de f est convergente en a (resp. convergente en b) si %13}1/ f(t)dt existe et est
z>a YT

x

finie (resp. si lirr}) f(t)dt existe et est finie). Si 'intégrale de f est convergente en a et en b, alors on
T

z<b €

b
note f(t)dt la somme de ces deux limites. Le résultat obtenu est indépendant du choix de ¢ € ]a, b[

grice 4 la relation de Chasle.
Proposition 4.4. Soient a,b € R et f : ]a,b] — C continue par morceaux. Si I'intégrale de Riemann de

b
|f| est convergente en a et en b, alors on a f € £(Ja,b[, A1) et / ft)dt = / fdA:.
a la,b]

Démonstration.
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O
Remarque 4.5. Attention : il existe des fonctions dont I'intégrale de Riemann est convergente sur un
intervalle, mais qui ne sont pas Lebesgue-intégrables sur cet intervalle. Un exemple est la fonction ¢ +— %

sint T
dont l'intégrale de Riemann est convergente sur R : / Tdt =3 Mais cette fonction n’est pas
Ry

int
intégrable car / @dt = 400.
Ry

FIGURE 4.2 - La fonction sinus cardinal n’est pas Lebesgue intégrable sur R mais possede une intégrable
de Riemann convergente.

Remarque 4.6. Pour I'étude des intégrales impropres de fonctions continues par morceaux, il y a donc
deux étapes :

1. Finitude de / | ] dA1 : tous les outils permettant de montrer que des intégrales impropres de fonctions
I

positives sont convergentes peuvent étre utilisés pour montrer que ces fonctions sont intégrables au
sens de Lebesgue : inégalités, comparaison & des fonctions de référence. . .

2. Si [ |f]dA\ < 400 la suite de I'étude peut se faire avec les méthodes usuelles : intégration par parties,

I
changement de variable, calcul de primitives, théoremes de convergence dominée, théorémes de

continuité et de dérivabilité.

4.3 Le théoreme de transfert

4.3.1 Intégration et mesure image

Si (X, &7, ) est un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et 7 : X — Y une application mesurable,
la mesure image T p est donnée par la Définition 2.25. L’intégration des fonctions pour la mesure image
est donnée par le Théoréme de transfert :

Théoréme 4.5. Soit (X, o7, 1) un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et T : X — Y une
application mesurable. Pour toute fonction mesurable f: Y — C on a f € £} (Y, Tip) si et seulement
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I si foT € £2(X,p), et dans ce cas ona/ fd(T*u):/(foT)dp.
Y b's

Démonstration.

71
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4.3.2 Un peu de probabilités

Définition 4.6. Soit (£2,.%,P) un espace probabilisé et X : 2 — R une variable aléatoire. Si X €
L1(Q,P), ousi X >0, alors I'espérance de X est E(X) = / X dP.
Q

L’espérance hérite de toutes les propriétés de 'intégrale : linéarité, monotonie, etc. On définit également,
de fagon similaire, I’espérance d’une variable aléatoire a valeurs complexes ou vectorielles.

Exemple 4.1. L’espérance est en fait la moyenne des valeurs prises par X. Dans le cas d’une variable
aléatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, son espérance est bien la moyenne des ses valeurs
ponderees par leurs probabilités. En effet, dans ce cas, la variable aleat01re est une fonction étagée,

X = Z arlix—q,) et 'intégrale des fonctions étagées donne E(X Z apP(X . Par exemple, si

k=1
aq + + Qo

X prend ses n valeurs de fagon équiprobables on obtient E(X) =
n

Proposition 4.7 Formule de transfert. Soit (2, %#,P) un espace probabilisé et X : Q@ — R une
variable aléatoire réelle et f : R — R mesurable. Alors f(X) € Z1(Q,.#,P) si et seulement si

fe LY (R, B(R),Px) et dans ce cas on a
:/Qf(X)d]P’:/RdePX.

Démonstration. C’est une re-formulation du Théoréme de transfert. O

En particulier, si f = Idg on obtient E(X / XdP = / xdPx ().

Exemple 4.2. 1. On lance un dés equ1hbre a 6 faces. On modelise cela par une variable aléatoire X de
loi uniforme sur {1,...,6} et E(X) = (1 + -+ 6) = 28 = 3.5. L’espérance de Y = X? est alors
E(Y) =E(X?) = (12 +22+~-+62) L9l _ 1516666

2. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur {—3, 2, ...,3}. On a bien str E(X) = 0. Pour

calculer E(X?) on peut déterminer la loi de X2 :

i, sik=0
P(X*=k)=q2, sik=1,49
0 sinon.

On a alors E(X?) = 2 + %(1 +4+ 9) = 4. Mais on aurait pu utiliser directement le Théoréeme de
transfert car on a E(X?) = £((—=3)2 + (=2)* + -+ 3?) = 4.
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Donc la loi de X détermine les espérances de toutes les variables aléatoires de la forme f(X). La réciproque
est vraie : solent X,Y deux variables aléatoires réelles sur (2, .#,P) telles que E(f(X)) = E(f(Y)) pour
toute fonction mesurable positive f : R — R . Soit A € #B(R), on a alors

PX<A>::/LnAdPX::Ex1A0X>>::E<nA0f»::]£nAdPy::PY<A»

Donc Px = Py et les espérances des variables aléatoires de la forme f(X) déterminent la loi. De fagon
plus générale, on peut se demander quelles familles de fonctions déterminent la loi d’une variable aléatoire.
Exemples de fonctions associées a une variable aléatoire

Soit (2, #,P) un espace probabilisé et X :  — R une variable aléatoire.

« La fonction de répartition de X est Fx : R — R définie par
Fx(t) =P(X <t) =P(X *(]—o00,1]) = E(1)—0,y(X)) = / 1) ,yydPx.
R

La fonction de répartition est déterminée par la loi de X et la réciproque est vraie : si deux variables
aléatoires vérifient Fy = Fy, alors Px = Py.

o La fonction génératrice des moments de X est My : R — R définie par

Mx(t) =E(e) = /R e dPx (x).

La fonction génératrice est déterminée par la loi de X et la réciproque est vraie : si deux variables
aléatoires vérifient Mx = My, alors Px = Py.

« La fonction caractéristique de X est px : R — C définie par
ox(6) = B() = [ by ()
R

La fonction de caractéristique est déterminée par la loi de X et la réciproque est vraie : si deux
variables aléatoires vérifient px = @y, alors Px = Py.

4.4 Intégration sur les espaces produits

4.4.1 Tribu et mesure produit
Soient (X, o, ) et (Y, B, v) deux espaces mesurés, y a-t-il un moyen naturel de munir X x Y d’une tribu

et d’'une mesure ?
Tribu produit
Définition 4.8. Soient (X, /) et (Y, %) des espaces mesurables. La tribu produit sur X x Y est

o @B =c({AxB|Acd,BeH}).

Remarque 4.7. Soit X X Y muni de la tribu produit.
« SiAC X et BCY sont mesurables, alors A x B C X XY est mesurable.

« Par contre, il existe des parties mesurables de X x Y qui ne sont pas le produit de deux parties
mesurables de X et Y. En effet, {A xB|Aed,B¢e %’} n’est pas une tribu (ce n’est pas stable
par réunion).

A Tespace produit X x Y on associe les deux projections canoniques

m: XxY — X ot M X XY — Y
(z,y) — = (,y) — y
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Proposition 4.9. Soient (X, &) et (Y, %) des espaces mesurables.
1. o ® A est la plus petite tribu pour laquelle les projections 71 et 7w sont mesurables.

2. Soit (Z,€) et h: Z — X x Y. L’application h = (hq, ha) est mesurable si et seulement si les
applications coordonnées

hi=moh:Z—X et hy =mgoh:Z =Y

sont mesurables.

Démonstration.
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Proposition 4.10. Si X CR" et Y C R? alors X x Y C R"*P et on a
BXXY)=B(X)2B(Y).

Démonstration. On se contente d’écrire la démonstration dans le cas ou X =Y = R.

1. Premigre inclusion : Z(R?) C Z(R) ® Z(R). On montre que tout ouvert de R? est réunion au plus
dénombrable de produits d’intervalles ouverts de R. La preuve est similaire a celle du Lemme 2.5.
Soit O un ouvert de R2. Pour tout z = (z1,z2) € O, il existe r > 0 tel que Jz1 — r,zq + 7| X Jos —
r,xe + r[ C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver y; € QN ]z — 7, 1],
z1 € QN]zy, 147, y2 € QN]ze — 1, 22 €t 20 € QN]zg, 22 +7[. On a donc x € Jy1, 21] X Jye, 22[ C O.
On note alors I = {(y1,21,y2,22) € Q* | Jy1, 21 X Jya, 22[ C O}. Pour tout = € O, il existe donc
(y1, 21,92, 22) € I tel que x € Jy1, 21] X Jya, 22[. On en déduit que

0= U vzl x g2, 2l

(y1,21,y2,22) €1

Comme I est au plus dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que O € B(R) ® B(R).
On a ainsi montré que Z(R)® %(R) est une tribu contenant tous les ouverts de R?, et donc contenant
la tribu engendrée par les ouverts de R? (c’est-a-dire %(R?)). Donc, Z(R?) C B(R) ® B(R).

2. Réciproquement, on montre que Z(R) @ B(R) C B(R?).
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Remarque 4.8. En particulier, la proposition donne 4(R?) = #4(R) ® #(R), de méme que %(R") =
B(RP) @ Z(R™P) pour tout 1 < p < n.

La preuve utilise ’existence d’une partie dénombrable dense de X et de Y. Cette propriété n’est pas
vérifiée par tous les espaces métriques, et la proposition se généralise uniquement aux espaces métriques

possédant une partie dénombrable dense.
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FIGURE 4.3 — Applications partielles de f(x,y) = sm(% ”i@ En haut : f(6,-). En bas : f(-, —2).
x2+y

Définition 4.11. Soit f: X XY — Z une application et (a,b) € X x Y. On notera f(a,-) et f(-,b) les
applications partielles :

fla,):Y — Z ot fG0): X — Z
y — fla,y) z = f(z,b)

De méme, pour toute partie £ C X X Y on définit les sections de F par
E,.={y€Y|(ay) € E} et E,={z€X]|(z,b) € E}.

Remarque 4.9. Avec ces notations on a 1g(a,-) = 1g, et 1g(,b) =1g.,.

Proposition 4.12. Soient (X, <) et (Y, #) des espaces mesurables.
1. Pour tout F € &/ @ %, et tout (a,b) e X xY ona E,. € Bet E.; € o.

2. Pour toute application mesurable f : X XY — (Z,%) et tout (a,b) € X x Y, Papplication
fla,"):Y — Z est #-€-mesurable et I'application f(-,0) : X — Z est &/-¢-mesurable.

Démonstration. 1. On fait la preuve pour E, ., la preuve pour E.; étant similaire.
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2. Soit a € X. Pour tout C € et y€Y ona
ve (£a) (@) & fay) e e (ay) e FHO) e ye (17HO),

Or f est mesurable, donc f~1(C) € o @ B et (f_l(C'))a. € % par ce qui précede. L’application

f(a,-) est donc mesurable.

O

Mesure produit.

Une fagon naturelle de mettre une mesure sur (X XY, & ® £) est de demander que la mesure d’un produit
soit le produit des mesures de chacun des facteurs, comme pour les rectangles de R2. Cette propriété a le
bon goiit de caractériser la mesure produit.
Théoréme 4.13 Existence et caractérisation de la mesure produit. Soient (X, o7, 1) et (Y, %,v) deux
espaces mesurés o-finis.
1. il existe une unique mesure, notée p @ v, sur (X x Y, o @ A) telle que

VAe o/, VBe B, pov(AxB)=uAv(B).
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2. Pour tout E € & ® A, les fonctions x — v(E,.) et y — p(E. ) sont mesurables et on a

)

pouE) = [ B i) = [ B, )ivty)

Y

Démonstration. Admis dans un premier temps. Ce théoréme sera démontré au chapitre 7. O

Remarque 4.10. Cet énoncé est assez proche du théoréme d’existence et de caractérisation de la mesure
de Lebesgue sur R?, on remplace simplement les produits de segments par des produits de mesurables. 11
n’est donc pas surprenant que la mesure de Lebesgue soit une mesure produit.

Sur R*"™? = R™ x RP, pour tout pavé P on a

P = [al,bl] X e X [an,bn] X [an+1,bn+1] X e X [an+p,bn+p] =AxB
ou
A=la1,b1] x -+ X [an,bp] et B=[ani1,bpi1] X+ X [@nip, bngp)-
la mesure A, ® A\, vérifie donc
An @ Ap(P) = An(A)A,(B)

n n—+p

= [Tx—an)- T ox —an)

k=1 k=n-+1
n-+p

= [T —ar)

k=1
= Antp(P).
La caractérisation de la mesure de Lebesgue donne donc Apyp, = Ay ® Ay

Remarque 4.11. Les résultats précédents s’étendent & des produits multiples. Si (X1, 94, 1), .-, (Xn, @, tin)
sont des espaces mesurés o-finis alors

o la tribu produit sur X; x --- x X, est
42(1®-~-®,an:0<{141 X % An | Yk € [1,n] Akeﬂk}).
- il existe une unique mesure p1 ® -+ @ py, sur (Xqg X - X X, ) @ - - Q@ y,) telle que

@ @ pn (A X oo X Ap) = pa(Ar) o (An)-

Tous les résultats précédents s’étendent aux produits multiples : les projections canoniques sont mesurables,
et si f: Xy X -+ x X, — Z est mesurable, alors toutes ses fonctions partielles sont mesurables.
En particulier, sur R” on a Z(R") = BR)®@ - @ B(R), et Ay =M1 ®@ -+ @ A1.

4.4.2 Théorémes de Tonelli et Fubini

Théoréme 4.14 Théoreme de Tonelli. Soient (X, o7, u) et (Y, %, v) deux espaces mesurés o-finis, et
soit f: X XY — R, une fonction &/ ® HB-mesurable.

1. Les fonctions
QOf X = RJ’_ "ll)f 'Y — E_},_
t
N RO v oo [ e

sont mesurables.

2. On a
/}(nyd/A@V:/X(/Yf(x,y)du(y)) du(x):/y(/xf(x,y)du(x)) dvy)  (41)

Démonstration. La preuve se fait en trois temps. On montre les conclusions du Théoréme pour les
indicatrices, puis pour les fonctions étagées positives et enfin pour les applications mesurables.
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O

Remarque 4.12. . Les égalités dans la formule (4.1) s’entendent dans R.

« Un cas d’usage classique du Théoréme de Tonelli : pour montrer qu'une fonction X x Y — R est
intégrable sur X x Y (i.e. f € LY X x Y, o @ B, u®@v)), il suffit de montrer que ¢ (resp. ¢y) est
intégrable sur X (resp. sur Y) et donc dans Z(X, o, u) (vesp. L1(Y, B,v)).

I Théoréme 4.15 Théoréme de Fubini. Soient (X, o7, 1) et (Y, B, v) deux espaces mesurés o-finis, et
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soit f: X XY — C une fonction intégrable.
1. Pour pu-pt z € X, la fonction f(z,-) est dans £*(Y,v) et la fonction ¢f : z — / flz,y)dv(y)
est intégrable sur (X, o7, p). i
Pour v-pt y € Y, la fonction f(-,y) est dans £ (X, u) et la fonction ¢y : y — / flx,y)du(x)
est intégrable sur (Y, %, v). *

2. On a
/X fdpev= /X ( /Y f(x,y)du(y)> du(z) = /Y ( /X f(x,y)du(x)) dly)  (42)

Démonstration. On se contente d’écrire la preuve dans le cas o f: X x Y — R (pour le cas complexe, il
suffit de considérer la partie réelle et la partie imaginaire).
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O

Remarque 4.13. Si f : X x Y — C est de la forme f(x,y) = g(z)h(y) et satisfait aux hypotheéses du
Théoreme de Tonelli, ou au hypotheses du Théoréme de Fubini, alors on a

| sawsv= [ ([ s@nwant)ine)
= /X g(x)( /Y h(y)dy(y))du(x)
= ([ warw)( [ serine)

Exemple 4.3. Dans I’énoncé du Théoréme de Fubini, 'hypothése d’intégrabilité est nécessaire. Par exemple,
2 2
la fonction (z,y) — % n’est pas intégrable sur ]0, 1[ x |0, 1[, ses intégrales itérées sont bien définies,

mais différentes :

[([armet o ([ g

Pour démontrer ces résultats, on peut poser v(y) = 2% + y? et chercher y — u(y) telle que

W (y)oly) —uly'(y) _ a®—
2(y) @+ )

En procédent par identification, on trouve u(y) = y. Ce qui donne

1 1 1 1 1y
/ (/ 7ydy)dx—/ {%} d:r:/ ﬁdx:z.
0 o (22 +y?)? o Lx®+yly=0 o 1+z 4

4.5 Un exemple a connaitre : la fonction I

Proposition 4.16. Pour tout = € R la fonction ¢ — t*~'e™" est intégrable sur R et la fonction

r:R: — R
+o0o
T — / t*leTtdt
0

a les propriétés suivantes :
+oo
1. T est de classe C™ sur R’ et pour tout £ € N on a ) (z) = / (Int)kt*le~tat.
0

2. Pour tout € R* on a I'(x 4+ 1) = 2I'(z). En particulier, I'(n + 1) = n! pour tout n € N.

Démonstration. Dans toute la preuve, on note

fiRLxRL — R
(t,z) — tolet
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Etape 1. La fonction I est bien définie sur R%. Soit € R*. Pour tout ¢ € R% on a f(t,z) > 0. Donc,

+oo
pour montrer que ¢ — f(t,z) est intégrable sur R, il suffit de montrer que / t*“le~tdt est
0

convergente en 0 et en +oo.

+oo
« Enz = 0onat®let~gt® et /t“_ldt est convergente, donc / t*~te~tdt est conver-
0

0
gente en 0.
« En2 — 400 on a t* let = t*let/2e7t/2 = (e /?) car Jim t*=1le=t/2 = 0. Comme
—=00
+oo

+oo
e Y2dt est convergente, / t*“le~tdt est aussi convergente en +oco et la fonction T’
0

est bien définie.

Etape 2. La fonction I' est continue sur R* . Soient a,b € R% tels que 0 < a < 1 < b, montrons que I" est
continue sur ]a, b[ en utilisant le Théoréme de continuité.

« Pour tout = € Ja,b[, la fonction t — f(t,x) est intégrable sur R* (cf. étape 1).
« Pour tout t € R%, la fonction  — f(t, ) est continue sur ]a, b[.
« Pour tout t € R% et tout « € Ja,b[ on a

-sit>lalorsz <b=t*lemt <t lemt = w(t)

-sit<lalorsz >a=t*"te ! <t le™t =0(t).

Donc, pour tout (t,z) € R x Ja,b[ on a |f(t,x)| < g(t), ot g = ull[y 4o + v1}o,1[- De plus,
+oo 1
le raisonnement de I’étape 1 montre que les intégrales / t*le~tdt et / t*Le~tdt sont

1 0
convergentes, donc les fonctions ull; 4o et vl 1| sont intégrables, et g est aussi intégrable.

Les trois hypotheéses du Théoréme de continuité étant satisfaites, la fonction I' est continue sur ]a, b],

et la continuité étant une propriété locale, la fonction I' est continue sur U Ja,b[ = R7.

0<a<1<b
+oo

Etape 3. La fonction I' est C*° sur R* et r®)(z) = / (Int)*t"~te~'dt pour tout k € N. Pour tout k € N,

0
notons

fe:RExRY — R
(t,z) +— (Int)Ftr—le?
Pour tout k € N et tout ¢ € R la fonction x — f(t,x) est k fois dérivable et % = f-

Soient a,b € R tels que 0 < a < b, pour tout (¢,z) € RY x Ja,b[ et tout k € N, on a les majorations
suivantes :

o sit <1 alors x > a implique
|fi(t, 2)] < IntF e Te < Int|F t9/219/2 et = . (t)

et Uk(t) = O(ta/Qfle*t)7 car }H% |1nt|kta/2 =0.
—
esit>lalors0O<Int <tetr<b=|fp(t,z) <tFtt=le ! = uy(t) ;
Pour tout k& € N et tout (¢,2) € RY X ]a, b[ on a la majoration |f (¢, z)| < gi(t) ol g = wrl[1 o] +

“+o0
vgljo,1[- De plus, le raisonnement de I’étape 1 montre que les intégrales / thv=le=tqt et

1
1

/2= L=t qt sont convergentes, donc les fonctions ugl[y oo €t vk g1 sont intégrables, et gy, est

0
aussi intégrable.
—+o0
De la Proposition 3.25 on déduit que la fonction I' est C* sur Ja, b et T'®) (2) = / (Int)kt*~le~tat.
0

On a montré que la fonction T est C*° sur ]a, b, et la dérivabilité étant une propriété locale, la
fonction I' est C'*° sur U Ja,b[ =RZ.
0<a<b
Etape 4. Pour tout n € Non a I'(n 4 1) = n!. Soit # € R* | une intégration par partie donne

+o00o +o0 +oo
MNx+1)= / tYetdt = [— t“‘e_t}o + / ot*te~tdt = 2T (x)
0 0
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+oo 4o
Par ailleurs, on a I'(1) = / e tdt = [— e_t} =1
0 0
On adoncT'(0+1) =0!et I'(n + 1) = nI'(n) pour tout n € N. Une récurrence immédiate donne
I'(n+ 1) =n! pour tout n € N.
O

4.6 Exercices
4.6.1 Intégration et mesure produit

Exercice 1. L’aire sous la courbe
Soit f: R — R, une fonction mesurable positive, et soit V = {(x,y) € R? | 0 < y < f(z)}.
Montrer que V est une partie mesurable de R?, et calculer \o(V).

Exercice 2. On considere, sur (R, %Z(R)), la mesure de Lebesgue \; et la mesure u = §; + v/2d5. On
note p = A\ ® u, mesure sur (R?, Z(R?)). Déterminer p(D) dans les cas suivants :
1. D =[-a,a]? ot a>0.

2. D est le disque euclidien fermé de rayon 2 et de centre (0,0).

Exercice 3. Dans chacun des cas suivants, calculer / f(z,y)dra(x, y).
D

L D={(z,y) €R? |2>0, y>0et a®+y> <1} et f(a,y) = ay.
1
2. D={(z.y) eR* | >1et } <y<a}et fz,y)= 5.

2y

Exercice 4. Volume d’un ellipsoide
Dans ce qui suit, s et A3 désignent les mesures de Lebesgue de R? et R3.

yh
1. Soient a,b € R7. Dans le plan R2?, le domaine elliptique d’axes b
aetbestE:{(x,y)eRz\2—;+Zé—§<l}. /__\ Dy
Pour ¢t € R, on note D; C R? la droite d’équation y = t. / \ >
Déterminer la longueur £(¢) du segment E., = E N Dy. —a \y r
En déduire \y(E) en fonction de a et b. 5

2. Dans R3 on considére F = {(w,y, z) € R3 | % + %z + ié < 1}. Pour t € R, on note P, C R? le plan
d’équation z = t.

Montrer que F'N P; est un domaine elliptique et déterminer ses axes. En déduire A3(F).

4.6.2 En probabilité

Exercice 5. Soit (2, #,P) un espace probabilisé.
1. Soit X une variable aléatoire positive sur €2 et x, p des réels strictement positifs. Montrer 'inégalité

E(XP?
de Markov : P(X > z) < (p )
x

2. En déduire 'inégalité de Chernov : pour toute variable aléatoire X sur €2 et tout réel A > 0 on a
P(X > z) < e ME(eM).
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4.6.3 Intégrales a paramétre

2
. . n . c~sink/ k \7»
Exercice 6. Calculer nll)r-}liloo Z m et nll)l}_loo ; ? (m) .

keN*

On pourra regarder la vidéo https://www.youtube.com/watch?v=851U557j6HE sur les intégrales de
Borwein.

Exercice 7. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = sinze Y.

1. Montrer que f n’est pas intégrable sur R, x Ry, mais que, pour tout 7" > 0, f est intégrable sur
[0,T] x [0, +o0].

sinx

—+oo
2. En utilisant le théoréme de Fubini, calculer I'intégrale (au sens de Riemann) / dz.
0

xT

Exercice 8. On considére Ry muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A1, et on note

In(1 4 ta?
f:Ry xRy — R la fonction définie par f(z,t) = %
| t=0
_1
2
_t:
= —t=2
B 0.5 4 |—t=3
g
I — =
S —t=5
0 [ |
| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
x
Par ailleurs, pour tout ¢t € Ry on note F(t) = f(z, t)dM\ ().
Ry

1. Montrer que F est bien définie et continue sur Ry (on pourra commencer par montrer la continuité
sur )0, al, ot a > 0).

2. Montrer que F est C! sur R% et exprimer F’ comme une intégrale dépendant d'un parametre.
3. Calculer F'(z) pour tout ¢ > 0 (pour t # 1 fixé, on pourra décomposer la fraction rationnelle
2

x> m en éléments simples). En déduire F'(t) pour tout t.

1

Exercice 9. O idere F' : RY x R% — R défini Fla,y)) = ——————
n considére L 3 éfinie par F(x,y) 050+ 2%)

définie par f(z) = 1Bz

r2—1"

et fiRE\{1} >R

L. Soit 2 € R%\{1}. Montrer que la fonction y — F(x,y) est intégrable sur R et que/ F(z,y)dA(y) =

R
2f(x). (On pourra déterminer deux fonctions a(x) et b(x) telles que F(x,y) = ‘;f; + 13_(;31/)

2. Montrer que f se prolonge par continuité a R% et que f € L'(R% ). On note I = f(x)d\ (z).
R%

Justifier que J = / F(z,y)d)a(z,y) est bien définie. En calculant J de deux fagons différentes,

]Ri ><]Rf‘F

2
_
montrer que I = 7.
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1 +oo
1 1
3. Montrer que I = 2/0 xzn_xldx. En déduire, a ’aide des questions précédentes, que kz:_o (e =
2 “+o00 2
1
oo puisque 37 45 = T

k=1

4.6.4 Pour s’entrainer, pour aller plus loin

Exercice 10. Soit X = [1,4oco[ muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A;.

1. Montrer que la série de fonctions de terme général f, (z) = ne™ " est simplement convergente sur

X. On pose, pour tout € X, f(x) = Z fn(x).
neN

2. Justifier que f est borélienne sur X et calculer / fd\.
X

Exercice 11. On considére R muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A;. Pour tout
n > 1, soit f, la fonction définie sur R par f,(t) = 27

1. Montrer que les fonctions f,, sont mesurables et calculer / frndA1 pour tout n > 1.
R

2. Calculer la limite simple de la suite (f,)nen et la limite de la suite ([ fndA1)nen. Expliquer pourquoi
ce résultat ne contredit pas les théoremes de convergence monotone et de convergence dominée.

Exercice 12.

1. Montrer que (1 + Z)" < e” pour tout n € N et tout réel z > —n.

n
2. Soit p € N, montrer que lim / (1 — E)n:vpdx =pl.
n—-+oo 0 n

3. Soit b > 1, calculer lim / (1+ f)ne*b””d)\l(ac).
n—-+4oo ]R+ n

Exercice 13. Dans chacun des cas suivants, calculer / fz,y)dra(z,y).
D

L. D={(z,y) eR? |2
2. D={(z,y) eR*| 1

0, y=>0etz+y<1}et flz,y) =a*+y%
<

>
< T} et f(z,y) = cos(zy).

r<2, et 0

Exercice 14. Extrait d’un sujet d’examen
On consideére [0, 1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A1, et on note f : Ry x[0,1] — R

—z2(1+t2)
définie par f(z,t) = 617 et F: Ry — R définie par F(x) = Sz, t)d (¢).
[0,1]
1. Montrer que F' est bien définie. Calculer F'(0) et lirf F(z).
Tr—r+00

2. Montrer que F' est dérivable sur R et exprimer sa dérivée.
" 2

3. On note G : Ry — R définie par G(z) = (/ e_szds> .
0

(a) Montrer que G est dérivable sur R, et que F'(z) + G’'(x) = 0.

(b) Déduire de ce qui précéde la valeur de / e dA(s).
R
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Exercice 15. Extrait d’un contrdle continu
Soit 1 une mesure borélienne finie sur R. Pour tout ¢ € R on note

o0 = [ e aula)
R
La fonction ¢ s’appelle la transformée de Fourier de la mesure p. Par ailleurs, on note K : R — R la
fonction définie par
sin(y) si
y#0
K(y)=4," .
1 siy=0
1. Montrer que la fonction ¢ est continue et bornée sur R.
2. Soient a € R et n € N*. Montrer que
1 " iat
— eo(t)dt = | K(n(a — z))du(x).
2n —n R

1 no
3. Déterminer liIJIrl o / e"(t)dt. En déduire que, si ¢ est Lebesgue-intégrable sur R, alors la
n—+oo 2n J_,,

mesure p est diffuse (c’est & dire que Va € R pu({a}) =0).



Chapitre 5

Les espaces L” et la mesure de
Lebesgue sur R"

Dans ce chapitre, (X, o7, u) désigne un espace mesuré, et K est le corps R ou C.
Etant donné z € R™, on note ||z|| = /22 +---+22 et B(z,7) = {y e R" | |ly—z| < r} la boule
euclidienne ouverte centrée en x et de rayon r > 0.

5.1 Espaces Z7? et LP

L’idée est d’étendre les définitions des différentes normes rencontrées dans les espaces de dimension finies.

5.1.1 Les semi-normes ||-||,
L’espace .Z*° des fonctions essentiellement bornées

Soit f : X — R une fonction mesurable. On rappelle qu'un majorant de f est un nombre a € R vérifiant
f(x) < a pour tout € X. Autrement dit, on a

{f>a}=f"(la,+oo]) = 0.

Comme on travaille avec des espaces mesurés, on peut relaxer légérement cette définition et considerer les
majorants essentiels. C’est a dire les a € R tels que

({7 > a}) = u (5~ (a, +oc]) = 0.

1.5 1.5

FIGURE 5.1 — A gauche, la fonction est bien majorée par a = 1.1. A droite, la fonction est majorée
essentiellement par a = 1.1

On arrive alors a cette définition :
I Définition 5.1. Une fonction f : X — K mesurable est essentiellement bornée s’il existe a € R tel que

89
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|f| < a p-pp, le réel a est une borne essentielle de f. On définit

1flloo = {inf {aeRy||fI<a p—pp} sif estessentiellement bornée
o =

+00 sinon.

On note .Z*°(X,K) ou .£°°(X) I'ensemble des fonctions essentiellement bornées.

Exemple 5.1.

Lemme 5.2. Pour toute fonction f: X — K on a |f(x)| < || f]lec pour p-pt x € X.

En particulier, si f € £°°(X), alors || f|loo est un majorant essentiel de f, et la définition implique que
c’est le plus petit des majorants essentiels.

Démonstration. o Si||fllo, = +o0 on a bien sir f < || f[l,, u-pp-

o Si ||f|lo < +oo. Par définition de la borne inférieure, il existe (C,)nen suite décroissante de
{M ERy ||fISM p fpp} qui converge vers || f|| ., quand n — +o00. De plus, pour chaque n € N,
il existe A,, € o tel que u(A,) =0et |f| < Cp sur AS. En posant A= |J A,, ona u(A) =0 et
neN
|f(xz)] < C), pour tout n € N des lors que x € A°. En passant a la limite, on a que |f(x)| < || fl
pour tout « € A¢ et donc que |f| < || f||., w-pp-
O
Exemple 5.2. Soit f : (R, Z(R), \) — R une fonction continue, alors sup {|f(x)|} = || f|| .- Voir Proposition
z€R

6.18 de [3]

Proposition 5.3. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré. L’espace .£°°(X) est un espace vectoriel.

Démonstration.
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Les espaces .Z? ds fonctions de puissance p intégrables

Définition 5.4. Soit p € [1,+o0]. Si f : X — K est mesurable, on note

1= ([ 157 dn)” e o

et on note
ZLP(X)=2L"(X,K) = {f: X = K| f mesurable et || f||, < +oo}.

Remarque 5.1. - ||f[|, est bien définie car la fonction |f|” est mesurable positive.
« Sip=1 on retrouve I'espace des fonctions intégrables.

« [[fll, est notée comme une norme, mais ce n'est pas une norme : si f =0 p-pp, alors || f||, = 0, mais
f n’est pas forcément la fonction nulle.

Proposition 5.5. Soit (X, .o/, u) un espace mesuré et 1 < p < +oo. L’espace £P(X) est un espace
vectoriel.

Démonstration.
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O

Inégalités entre semi-normes

Définition 5.6. Deux éléments p, q € [1,+00] sont des exposants conjugués si

11
e
poq

On conviendra que é = 0, de sorte que 1 et oo sont des exposants conjugués. Pour tout p € |1, +oo],
I’exposant conjugué de p est ﬁ. En particulier, 2 est son propre conjugué.
Lemme 5.7 Inégalités de Young. Soient a,b € R, et p, g €]1, +oo[ deux exposants conjugués. Alors
a? bl
ab < — + —.

p q

Démonstration.

O

Proposition 5.8 Inégalité de Halder. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré et p,q € [1,+o0o| des exposants
conjugués. Si f € £P(X,K) et g € Z9(X,K) alors fg € L1 (X,K) et

gl < I fllplgllq- (5.1)

Démonstration.
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O

Proposition 5.9 Inégalité de Minkowski. Soit (X, .o/, ;1) un espace mesuré et p € [1, +oo]. Pour toutes
fonctions f,g € ZP(X,K) alors f + g € £P(X,K) et on a

1 +gll, <A1, + lgll, - (5.2)

Démonstration.



94 CHAPITRE 5. LES ESPACES LP ET LA MESURE DE LEBESGUE SUR R"

O
Remarque 5.2. L’inégalité de Minkowski implique que ||-||, est une semi-norme sur £7(X). Pour tout
f.ge ZP(X), on a
* [Ifllp =0 et 0], = 0.
« sia € Kalors [af]l, = [af |-

< Wf gl <1l + llgllp-
Mais || f||, = 0 implique f = 0 p-pp mais n’implique pas f = 0.

5.1.2 Les espaces L?

L’égalité p-pp permet de définir une relation d’équivalence #Z sur £?(X) : f#g < f =g pn— pp. Cette
relation a un lien avec ce qui précede : pour tout p € [1,+oo] on a f#g < ||f — g||, = 0. Le fait que [|-||,
soit une semi-norme permet de montrer que & est bien une relation d’équivalence, et la construction
ci-dessous est tres générale et n’utilise que la propriété de semi-norme de ||-|,,.

Définition 5.10. Si (X, <7, 1) est une espace mesuré, alors
LN(X)=27(X)/% = {[f]| f € 27(X)}
ou [f] désigne la classe d’équivalence de f pour la relation Z.

Un élément de LP(X) désigne donc une partie de .£?(X), autrement dit un ensemble de fonction de
ZP(X).
Proposition 5.11. Les opérations suivantes sont bien définies sur LP(X) :
« laddition définie par [f] + [g] = [f + g] pour tout [f],[g] € LP(X);
- la multiplication externe définie par «[f] = [af] pour tout [f] € LP(X) et tout o € K;
+ la norme définie par ||[f]||,, = || f|l, pour tout [f] € LP(X).

Muni de ces opérations, LP(X) est un K-espaces vectoriel normé.

Démonstration.
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O

Remarque 5.3. o Dans la pratique, on oublie les [-] : on désigne les classes d’équivalence par I'un de
leurs représentants, quand on écrit f = g dans LP(X), on écrit en fait une égalité u-pp.

o Attention : il faut quand méme faire la différence entre les fonctions dans .£7(X) et les éléments de
L?(X). Généralement, une propriété portant sur un élément de LP(X) est décrite en utilisant un
représentant dans la classe d’équivalence. Il faut alors s’assurer que tout ce qui est dit ne dépend
pas du représentant choisi.

- Par exemple, si f € LP(R, A1), alors I’évaluation de f en xg € R, c’est & dire considérer f(x() n’a
pas de sens car f est seulement définie aux ensembles négligeables prés. Et comme le singleton {zg}
est \1-négligeable et on peut trouver deux représentants de f dont les valeurs en xy different.

Un peu de topologie

Sur un espace vectoriel normé (E, ||-||) on a une notion de convergence de suites similaire & celle qu’on a
sur Q, R ou C. Il suffit de remplacer la valeur absolue (ou le module) par la norme : soient (w, )neny € EY
etue E,ona lim w, =usi

n—-+oo
Ve >0, AN €N, V¥n > N, |u, —ul <e,
ce qui revient & demander lirJIrl |lun —u|| = 0. De méme, une suite (u,)nen € EN est une suite de
n—-+oo

Cauchy si
Ve>0, AN €N, Vp,q = N, [Ju, —ug <e.

Le lien entre suites convergentes et suites de Cauchy est le méme que pour les suites de nombres : si une
suite est convergente, alors elle est une suite de Cauchy, mais la réciproques est fausse en général.

Une différence fondamentale entre Q et R est liée a ces propriétés : il existe des suites de rationnels
qui sont de Cauchy, mais ne convergent pas dans Q (par exemple la suite définie par u,, = EZ:O % et
voir https://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_e_is_irrational), alors que sur R toute suite de
Cauchy est convergente. Pour les espaces vectoriels normés, il en va de méme. Il existe des espaces sur
lesquels les suites de Cauchy ne convergent pas nécessairement.

Définition 5.12. Un espace vectoriel normé (E, ||-||) est complet si toute suite de Cauchy de EN est
convergente. On appelle espace de Banach les espaces vectoriels normés complets.

Les espaces vectoriels normés de dimension finie sur R sont complets (c’est par exemple le cas de R™ ou
C), mais il existe des espaces de dimension infinie qui ne le sont pas. Les espaces complets ont un intérét


https://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_e_is_irrational
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majeur : pour y montrer qu’une suite est convergente, il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy (c’est ce
qu’on appelle appliquer le critére de Cauchy). C’est par exemple ce que 1'on fait pour montrer qu'une série
numérique absolument convergente est bien convergente.

Cet intérét est suffisamment important pour que, en présence d’un espace vectoriel normé, on cherche a
savoir s’il est complet ou non.

Théoréme 5.13 Théoréme de Riesz-Fischer. Soit (X, 7, 1) un espace mesuré et p € [1, +00]. L’espace
LP(X) muni de la norme ||-||, est un espace de Banach, c’est a dire un espace vectoriel normé complet.

Démonstration. Pour démontrer le théoreme de Riesz-Fischer, la stratégie consiste & montrer que toute
suite de Cauchy (f,)nen € LP(X, u)Y posséde une sous-suite qui converge p-pp vers une certaine fonction
f. On montre ensuite que f € LP(X, u) et que la suite (fn)nen converge vers f en norme |[[-[|,,.

¢ Sil < p< oo. Par récurrence, on construit une suite extraite (fn, )ren de (fn)nen telle que pour
tout k£ > 0, ankJrl — fre ||p < 27% Le probléme est donc de construire une limite & cette suite. On
note pour tout N € N,

N
gn(v) = Z |fnk+1(1’) — fnk(x)| , zeX.
k=0

Alors, gy € £P(X), et par 'inégalité de Minkowski :

N N
lonll, <3 [ fuees = Fanll, D27 <2, ¥NeN
k=0 k=0

Ainsi, la suite (g};) yen est une suite croissante de fonctions intégrables et positives et qui converge sim-

plement vers x — sup gy (z) € R. Par le Théoréme de convergence monotone, I sup gn(z)dpu(z) =
NEN NeN

sup [y ghdp < 2P < 400 et qui implique que sup gy (x) < 400 pour p-pt € X (Proposition 3.15

NeN NeN

point 2). Plus précisément, il existe E € &/ tel que pu(E) = 0 et 37 | faps, () = fu, (@)| < +o00
pour tout x € E°. En outre, si g : X — R est définie par :

S foes (@) = fn(@)], sz ¢ E
k=0

0, size F

g(x) =

alors g € £7(X) et ||g|,, < 2. D’autre part, on a évidemment :

k—1

For (@) = fuo (@) + D (faies (@) = fu, (@), Vo € X,

i=0
On définit
(z) = kli—>120 fon(x), siz¢FE
0, sizek
Comme f,, () P f(z) pour p-pt x € X, et que |fn, | < |fno] +9 € LP(X), le Théoréme de
convergence dominée montre que f € £P(X). Enfin, |f,, (z) — f(2)] = 0 presque partout, et
—+o0
| fon = fI < | fno — fl+g € LP(X), donc par le méme argument, | fn, — f||, —0 Enfin, comme
—00

(fn)nen est une suite de Cauchy, on conclut que [|f, — f||, —— 0. !
n—oo

o Sip=o00. Pour n,m € N, on définit :

An ={z e X [|fu(@)] > Ifnllc}>
Bom ={x € X | [fu(z) = (@) > | fn = finllo }

E:(UAn>U(U Bmm).

neN neN
meN

1. L’argument montre que toute suite de Cauchy dans .£P(X) posséde une sous-suite qui converge point par point presque
partout.
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On a par définition u(A4,) =0, u(Bp,m) =0 qui donne u(E) =0.Siz ¢ E, on a

o0

On définit donc
lim f,(z), sizé¢FE
o) = om0
0, sixel
Alors f est mesurable, |f(x)] < lim_~i_nf | fnll o POUr tout z € X et donc f € £>°(X) avec ||f]|, <
n—-+0oQ

liminf || f,| ., < +00. De méme,
n—+00
|fn(z) — f(2)| < liminf || f, — fm|l,,, pour tout z € X
m——+00

d n — < liminf || f, — fm — 0.
onc |[fo = flloe <Hminf | fo = frllo ——

n—

O

Remarque 5.4. Comme conséquence de cette preuve on a le résultat suivant : si la suite (f)nen €
LP(X, )N converge vers f € LP(X, ) en norme [, (c’est & dire si hrﬂ [fn = fll, = 0), alors il existe
n—-+0oo

une sous suite (fn, Jren telle que lim f, = f p-pp.
k——+oo

Exemple 5.3.

Remarque 5.5 Espace de Hilbert. Lorsque p = 2, la norme ||-||, sur espace L?*(X, 1) est associée & un
produit scalaire.
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Inclusions des espaces L”

Il est toujours utile d’avoir en téte les relations d’inclusion entre les espaces LP. Etant donné un espace
mesuré (X, 7, p1), on cherche ici & décrire les conditions assurant qu'une fonction dans LP(X) appartienne
aussi dans LP' (X) pour p,p’ € [1,400]. En général, il n’y a pas de régle simple d’inclusion sauf dans
quelques cas particuliers. On en décrit deux dans ce cours : les espaces de mesure finie (penser aux espaces
de probabilité) et ceux ne contenant aucun négligeable & part I’ensemble vide.

Exemple 5.4. On considére des fonctions (R, %, A1) — R.

1. La fonction  — e "1g, () appartient a £?(R) pour tout p € [1, +o0].

Lisiz>1
2. La fonction x {w’ S.l vz appartient a .Z?(R) pour tout p €)1, +o0].
0, sinon
. T siz>1 o
3. La fonction x — 6/5 ) appartient a ZP(R) pour tout p €]2, +00].
, sinon

1 .
—,si0<z<<1
4. La fonction x — {‘/5 =

) appartient a ZP(R) pour tout p € [1,2][.
0, sinon

Les deux propositions suivantes sont valables avec les espaces ZP ou LP.

Proposition 5.14. On suppose que pu(X) < +oo. Si f € ZLP(X, o, u) alors :
1. pour tout p’ € [1,p], on a f € L7 (X, o/, ;i) et on a

Sl

1, <CEX) AL, on C(X) = u(X)¥

2. Si fe X, o, ) alors
[flloe = Tm {|f]],- (5.3)
p—00
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Dans ce cas on a l'inclusion :
L¥(X)C---C L}*X)cC---c LYX).

Démonstration. 1. C’est l'objet de I’Exercice 2 du Chapitre 5.
2.

O

Exemple 5.5. Dans les espaces de probabilité, une variable aléatoire qui admet une variance (i.e. qui est
dans L%(2,P)) admet nécessairement une moyenne (i.e. appartient a L(2,P))

Proposition 5.15. Soit (X, .o, ) un espace mesuré tel que po(X) > 0, ot
o(X) = inf{u(E) | E € o, u(E) > 0}.

Soient p,q € [1,400] et p > q. Alors, si f € XUX, o/, u),ona f e LP(X, o, ) et

Q=

11, < CX) £, ol C(X) = po(X)» 7.
Dans ce cas, on a I’emboltement suivant :
LYX)cC - CcL*X)C- - C L¥(X).

Démonstration.
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O
Exemple 5.6. C’est le cas de I'espace mesuré (N, Z(N), x) comme décrit dans ’Exemple 5.3. On a alors

(N)C---CA(N)C--- C £°(N).

5.2 La mesure de Lebesgue sur R”

La mesure de Lebesgue A, sur (R™, Z(R™)) est caractérisée par sa valeur sur les pavés :

n

/\n([al,bl] X X [an,bn]) = H(bl — ai).

=1

La mesure de Lebesgue est finie sur les parties bornées : si A € B(R™) est bornée, alors il existe R > 0 tel
que A C [-R, R]" et \,(A) < (2R)"™ < +00. La mesure de Lebesgue est o-finie : R" = U [k, K]".

keN
Par ailleurs, R™ est un ensemble produit : R®" = R x --- x R = RP x R®"7P pour tout 1 < p < n. La
séparabilité donne Z(R") = B(R) ® - -- @ B(R) = B(RP) @ B(R"P), et les caractérisations des mesures
de Lebesgue et des mesures produits donnent

A=A @ @A = Ap @ An_yp.

5.2.1 Invariance par translation

Proposition 5.16. Pour tout A € #(R") et tout v € R™ on a A\, (A+v) = A\, (A), o0 A+v={z+v|
x € A}
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Démonstration. Soit T : R™ — R™ définie par T'(x) = = — v, la translation de vecteur —v. Pour tout
Ae BR")YonaT Y A)=A+wvet

An(A+0) =X (T7H(A)) = (Tun) (A).

On veut donc montrer que Ty A, = \,.
Si v = (v1,...,v,), alors, pour tout pavé [ar,b1] X -+ X [an,b,] on a T~ (a1, b1] X -+ X [an, by]) =
[ar +v1,b1 +v1] X -+ X [an + v, by, + vy] €t

(TuAn) (lar, ba] x -+ x [an, ba])

I
>

n(Tﬁl([alabl] X X [ambn]))
([a1 + 1,01 +v1] X -+ X [an + Un, by —|—vn])

Il

@
Il
—

(bl + Vi — ((17; -|—’Ul))

I

Il
-

(by — a;)

K3
et par caractérisation de la mesure de Lebesgue on a T\, = \,. O

Cette invariance par translation caractérise la mesure de Lebesgue a une constante pres :
Proposition 5.17. a Si p est une mesure sur (R™, Z(R")) invariante par translations et finie sur les

parties bornées, alors il existe une constante ¢ € R telle que p = cA,,.

Démonstration. C’est I'objet de ’'Exercice 14 du Chapitre 2. O

5.2.2 Changement de variable affine

Soit L : R™ — R™ une application linéaire. On note det(L) le déterminant de ’endomorphisme L. Ce nombre
réel peut se calculer en pratique en considérant une matrice de L écrite dans n’importe quelles bases de
R™. A ce stade du cours, il peux étre bon de regarder https://www.youtube . com/watch?v=kYB8IZa5AuE
et https://www.youtube.com/watch?v=Ip3X9L0h2dk et de revoir les propriétés élémentaires décrites
https://en.wikipedia.org/wiki/Determinant ou dans tout autre cours d’algebre linéaire.

Proposition 5.18. Soit L : R® — R™ une application linéaire. Si A € B(R"), alors \,(L(A)) =
|det(L)| A (A).

Démonstration.


https://www.youtube.com/watch?v=kYB8IZa5AuE
https://www.youtube.com/watch?v=Ip3X9LOh2dk
https://en.wikipedia.org/wiki/Determinant
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O

Remarque 5.6. 1. Si L est linéaire non inversible, alors det(L) = 0 et L(A) est, pour tout A € Z(R"),
contenu dans un hyperplan. En particulier, A, (L(R™)) = 0 = |det(L)| A, (R™) ce qui montre que les
sous-espaces vectoriels stricts de R™ ont une mesure (de Lebesgue n-dimensionnelle) nulle.

2. SiT:R™ — R" est une transformation affine, alors il existe L : R™ — R” linéaire et v € R tels que
T(x) = L(z) + v pour tout € R™. De plus, pour tout A € B(R™), on a A, (T(A)) = |det(L)| A, (A).
3. Si H : R™ — R™ est 'homothétie de centre v et de rapport r, alors

Hz)=v+rx—v)=rz+ (1 -r)v,
donc A\, (H(A)) = |r|" M\ (A) pour tout A € B(R™).

5.2.3 Changement de variable

On souhaite étendre les résultats précédents a des applications qui ne soient pas linéaires ou affines. On
considére un difféomorphisme de classe C*, ¢ : U — V o U et V sont des ouverts de R™. Pour tout
x € U, le jacobien de ¢ en x est le déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point z. Si on note J,,(z)
cette matrice jacobienne, 'application det(J,) : U — R ainsi définie est continue (et donc mesurable).

Proposition 5.19. Soient U,V deux ouverts de R", et ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C.
Pour tout A € B(U) on a p(A) € B(V) et

An(ip(A4)) = /A [det(J, ()| dAn ().

Démonstration. Admis dans un premier temps. On pourra consulter https://www.geogebra.org/m/
VIPZC5SU pour développer son intuition a propos de ce résultat. O

De cette proposition on déduit un théoreme de changement de variable dans R™.


https://www.geogebra.org/m/V9PZC5SU
https://www.geogebra.org/m/V9PZC5SU
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FIGURE 5.2 — Une fonction réguliere ¢ : R? — R? envoie un élément de surface carré (en bleu) sur un
élément de surface courbe (en bleu). La meilleure approximation linéaire de ¢ en x¢ € R? est donnée par la
différentielle (dont la matrice est la Jacobienne J,(x¢)) qui envoie le carré (en bleu) sur le rectangle (en gris).
Le déterminant det(.J,(zo)) donne alors le rapport entre la surface du carré bleu et la surface du rectangle
gris. https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jacobian_determinant_and_distortion.svg

Théoréeme 5.20 Changement de variable. Soient U,V deux ouverts de R", et ¢ : U — V un
difféomorphisme de classe C L -
Si f:V — R, est une fonction mesurable, alors (f o ¢)|det(J,)| : U — R, est mesurable et

/f YdAn( /f ) |det(Jy,(x))| dAn ().

Si f: V — K est une fonction intégrable, alors (f o @) |det(J,)| : U — K est intégrable et

/f i /f )) [det(J, ()] dAn ().

Démonstration. La preuve suit un plan similaire & celle du Théoréme de Tonelli : on démontre la propriété
pour les fonctions indicatrices, puis par linéarité pour les fonction étagées et enfin par densité pour les
fonctions mesurables.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jacobian_determinant_and_distortion.svg
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O

Remarque 5.7. o La présence d’une valeur absolue dans cette formule de changement de variables
en dimension quelconque n > 1 provient du fait que les mesures de Lebesgue d\,(z) = dA\1(z1) ®
o+ @ dA(z,,) sur le R™-source et d\,(y) = dA1(y1) ® -+ - ® dA1(yn) sur le R™-image ont été définies
comme positives (& la physicienne), contrairement au dz riemannien sur R en dimension 1, lequel
possede un signe ; d’ailleurs, méme en dimension n = 1, la théorie de Lebesgue requiert une valeur

absolue :
/ fdn =/ foplg'|dn ()
o1 ([a,b]) [a,b]

puisque si la fonction ¢ € C*(R™) du Théoréme de changement de variable a une dérivée négative
¢’ < 0, donc décroit, si I = [a,b] alors J = [p(b), ¢(a)] — noter U'inversion. Grace & la théorie de



5.2. LA MESURE DE LEBESGUE SUR R" 105

F4(B)

FIGURE 5.3 — L’aire du rectangle F~1(B;) et du rectangle F'~1(Bz) dans le plan (r, ) sont égales. Pour
retrouver les aires des couronnes B; et By correspondantes dans le plan (z, y) il faut multiplier par un facteur

correctif |det(Jp(r,0))] = r. En effet, Aire(B1) = [ dXo = [ 1(p,) rdAa(r,0) fo rdr [T _df =7 et
Aire(Bz) fB dha = [ (B rd)\2 (r,0) f3 rdrf df = 4.

Riemann, on réalise alors pourquoi, en théorie de Lebesgue, on est forcé d’insérer une valeur absolue :

»(a)
/ fdr = / F@)dy
©~1([a,b]) »(b)
@(b)
. / F@)dy
%)

b
= | fopx)(—¢'(z)dz

= fowly'|dA.

Pour pouvoir parler de mesures de Lebesgue orientées, souvent notée dxi A--- Adzxg et qui généralise-
raient le dz riemannien orienté sur R il faudrait entrer dans la théorie des formes différentielles exté-
rieures, ce que nous ne pourrons pas faire dans ce cours. On pourra tout de méme voir https://www.
youtube.com/watch?v=xRf9-hdxBOw&1list=PL9_jI1bdZmzOhIrNCMQW1YmZysAiIYSSS&index=6.

Coordonnées polaires sur R?

Le changement de variable en coordonnées polaires envoie des disque sur des rectangles. Voir absolument
https://www.geogebra.org/m/dN7Bjw96. On note U = R} x |—m, 7| C R? et on considére

F:U — R?
(r,0) — (rcosf,rsinf)


https://www.youtube.com/watch?v=xRf9-hdxB0w&list=PL9_jI1bdZmz0hIrNCMQW1YmZysAiIYSSS&index=6
https://www.youtube.com/watch?v=xRf9-hdxB0w&list=PL9_jI1bdZmz0hIrNCMQW1YmZysAiIYSSS&index=6
https://www.geogebra.org/m/dN7Bjw96
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FIGURE 5.4 — Coordonnées sphériques.

Coordonnées sphériques sur R3

De fagon analogue, le changement de coordonnées sphériques envoie des spheres sur des pavés. Attention
ici aux différentes conventions : latitude, colatitude, longitude, etc. On note V = R% x |-, 7[x]0, 7| C R3

et on considere
G:V — R3
(r,0,0) +—— (rcosfsiny,rsinfsing,rcosp).
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Voir la Figure 5.4 pour une illustration.

5.3 Produit de convolution et théoremes de densité

La propriété de complétude des espaces LP(R™) est cruciale dans beaucoup de situations, dés qu’on utilise
la norme ||-||,. Mais on a plus I'habitude de travailler avec des fonctions continues, voire différentiables,
voire de classe C'*°.

Les théoréemes de densité montrent que toute fonction f € LP(R™) est limite d’une suite de fonctions
continues, ou d’une suite de fonctions C*°.

Définition 5.21. Un sous-espace vectoriel E C LP(R™) est dense dans LP(R™) si, pour tout f € LP(R™)
il existe une suite (u,),en € EY telle que lirf 1f = uall, = 0.
n—-+0o0

Remarque 5.8. Cette propriété peut aussi s’écrire
VfeLP(R"), Ve >0, Juek, ||f —ull, <e.

Cette notion de densité est analogue a la densité de Q dans R.

Définition 5.22. Une fonction f : R™ — C est a support compact s'il existe un compact K C R" tel

que
vz € R\ K, f(z)=0.

On note CO(R™) (resp. CY1(R™), resp. C°(R™)) I'espace vectoriel des fonctions continues (resp.
lipschitziennes, resp. de classe C°°) a support compact.

Remarque 5.9. Les parties compactes de R™ étant les parties fermées et bornées, une fonction f : R™ — C
est & support compact si et seulement si il existe R > 0 tel que pour tout z € R™\ B(0, R) on ait f(z) = 0.
Dans la suite, on utilisera souvent cette caractérisation.

La somme de deux fonctions & support compact est encore a support compact, de méme que le produit
d’une fonction & support compact par un scalaire. Les espaces C2(R"), CO1(R") et C2°(R™) sont donc
bien des espaces vectoriels. Par ailleurs, les fonctions continues sur un compact étant bornées, pour toute
fonction f € CO(R") il existe R > 0 tel que

/ 1P, = / 17 dA < MPA,(B(0, R)) < +00
R™ B

)

ot M = supgg g (f)- Donc f € LP(R™) et on a les inclusions suivantes

C2(R™) € COH(R™) € CO(R™) € LP(R™).
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5.3.1 Densité des fonctions continues a support compact

Théoréme 5.23 Régularité de la mesure de Lebesgue. On se place dans (R™, (R"), \,,). Les compacts
de R™ sont des boréliens de mesure finis, c’est-a-dire que A, (K) < 400 pour tout compact K de R™.
Alors, pour tout A € ZB(R"™) et tout € > 0, il existe un ouvert O et un fermé F tel que F C A C O et
M(O\F) <e.

Démonstration. La preuve suit la stratégie suivante : on appelle J ’ensemble des A € B(R"™) tel que
pour tout & > 0, il existe O ouvert et F' fermé vérifiant FF C A C O et A(O\ F) < . On montre que .7
est une tribu contenant ensemble C' des pavés ouverts de R™. Comme C' engendre ZA(R™), ceci donne
T =BR").

Elle est détaillée dans [3] Théoréme 2.43 (pour le cas n = 1 et avec des mesures finies sur tout compact). O

Théoréme 5.24. L’espace C21(R™) des fonctions lipschitziennes & support compact dans R™ est dense
dans LP(R™, A\,,), pour tout p € [1,4o0].

Démonstration. On rédige la preuve dans le cas n = 1. Le cas général étant tres similaire.

On a déja vu que C%H(R) C L'(R). En toute rigueur, on a plutdt CO1(R) € LH(R) = LR, B(R), \1).
L’objectif est donc de montrer que pour tout f € Z1(R) et tout € > 0, il existe p € CO1(R) telle que
| f — ¢ll; < e. On va raisonner une nouvelle fois en plusieurs étapes : fonctions caractéristiques, fonctions
étagées, fonctions mesurables positives et enfin dans Z*(R).

Etape 1. On suppose ici que f = 14 avec A € B(R) et \(A) < +o0. Soit ¢ > 0. Comme \; est une
mesure réguliere (Théoréme 5.23), il existe un ouvert O et un fermé F tels que FF C A C O et
AM(O\F) < e. Pour k € N*, on pose Fj, = F N[—k, k|, de sorte que F} est compact pour tout k € N,
et F' = J,en- Fr- La continuité croissante de A\; donne alors Ay (Fy) — A1(F), quand k — +o0.
Comme A\ (F) < A\1(A) < 400, on a aussi A\ (F\ F) = M (F) — M\ (Fx) = 0 quand k — +o0. 11
existe donc kg € N tel que A\ (F'\ Fy,) < . On pose K = Fy,, et on obtient donc K C F C A C O,
ce qui donne

MONK) < MO\NF)+ M(F\K) < 2.

On a donc trouvé un compact K et un ouvert O tels que K C A C O et A\ (O \ K) < 2¢. Ceci va
nous permettre de construire ¢ € C2!(R) telle que || f — ¢||; < 2e. On pose

d=d(K,0°% =inf {d(z,y),x € K,y € O°}.

Montrons que d > 0 : par caractérisation de I'infimum, il existe des suites (z;)jen C K et (y;)jen C
O° telles que
d(zj,y;) = |z; — y;j| = d quand j — +o0.

Par compacité de K, on peut supposer (aprés extraction éventuelle d’une sous-suite) que z; — z,
quand j — +oo. Sid =0, on a alors aussi y; — « quand j — 400 et donc z € O°N K (car K et O°
sont fermés), ce qui est impossible puisque K C A C O et donc O°N K = (). On a donc bien montré
d> 0.

On définit maintenant la fonction? ¢ : R — R par
1
o(x) = E(d —d(z,K))4+, avec d(z, K) = inf{d(z,y),y € K}.

La fonction ¢ est continue car z — d(x, K) est continue (cette fonction est méme lipschitzienne,
on peut montrer que |d(z, K) — d(y, K)| < | — y|). Elle est & support compact car il existe A > 0
tel que K C [—A, A] et on remarque alors que ¢ = 0 sur [-A4 — d, A+ d]°. On a donc p € CY1(R).
Enfin, on remarque que ¢ =1 sur K, o =0 sur O° et 0 < ¢ < 1. On en déduit que f — ¢ =0 sur
KUO®et 0<|f — | <1, ce qui donne

If =l S M(ONK) < 2,

qui termine la principale étape.

2. Ce résultat est connue sous le nom de Lemme d'Urysohn
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1 e N k=1
k=2
k=3

e
> 050 .
QF============. eeemmmemeee===-
| | | | | | |

FIGURE 5.5 — Approximation d’une indicatrice de B(0, %) dans R™ par une suite de fonction Lipschitzienne

& support compact. A gauche : pour n = 1 et différentes valeurs du paramétre k € N*. A droite : pour
n=2et k=2

Etape 2. On suppose ici que f € & (R) N.Z*(R). 1l existe donc ay,...,a, > 0 et une partition (A, ..., A,)
mesurable tels que f = Y7 a;14,. Comme f € Z*(R), on a aussi A\i(4;) < +oo pour tout
i=1,...,p. Soit £ > 0, 'Etape 1. donne, pour tout i = 1,...,p, existence de p; € C%(R) telle
que |14, — ¢;|l; <e. On pose

p
o= aipi € CON(R)

i=1

P
1 -l < (z) i
1=1

et on obtient

(ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3. On suppose ici que f est mesurable, positive et dans .Z!(R). Soit ¢ > 0. D’aprés la définition de
I'intégrale des fonction mesurable positive (Proposition-Définition 3.8), il existe g € &1 (R) telle que

g< fet
/fdAl—e</gdA1 </fdA17
R R R

||g—f||1=/R(f—g)dA1 <e,

de sorte que

L’Etape 2. donne alors lexistence de ¢ € C2(R) telle que [|g — ¢||; < . D’ou I'on déduit

1f =l <2,

ce qui termine I'Etape 3.

Etape 4. On suppose enfin que f € Z'(R) et on fixe ¢ > 0. Comme f. sont mesurables, positives et dans
Z1(R), 'Etape 3. implique qu’il existe @1, o € CO1(R) telle que

If+ —@nlly <e et [lf- =gl <e
On pose alors p = @1 — 2. On a ¢ € CHH(R) et ||f — ¢||; < 2¢, ce qui prouve bien la densité de
CY1(R) dans .Z*(R).
O
Remarque 5.10. « Ce résultat est faux si p = +00. Un contre-exemple est donné par la fonction de
Heavyside 1g, .

« Les fonctions lipschitziennes étant continues, I'espace des fonctions continues & support compact est
aussi dense dans LP(R™).

« Le résultat de densité que nous venons de voir n’est pas limité a la mesure de Lebesgue. Il est vrai
pour toute mesure sur H(R"), finie sur les compacts.
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Ce résultat permet, dans certaines situations, d’étendre & LP(R"™) des propriétés vérifiées par les fonctions
continues ou Lipschitziennes. Un exemple typique (et trés utile pour la suite) est la propriété suivante qui
concerne la translatée d’une fonction f: R"™ — C.

Pour une fonction f: R® — Ket y € R", la translatée de f par y est la fonction 7, f : R" — K définie par

(ryf)(x) = f(x —y), pour tout x € R"™.

Proposition 5.25 Continuité en moyenne. Soit p € [1, +0o], pour tout f € LP(R") on a lin% |7y f — f||p =
Yy—
0.

Démonstration.
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O

Remarque 5.11. Pour ce résultat encore, I’hypotheése p < +00 est nécessaire. Si p = +00, un contre-exemple
est encore donné par la fonction de Heavyside.

5.3.2 Le produit de convolution

On pourra voir cette vidéo https://wuw.youtube.com/watch?v=KuXjwB4LzSA en guise d’introduction.

Définition 5.26. Soient f,g : R® — K deux fonctions mesurables. Pour tout = € R” tel que y —
f()g(z — y) soit intégrable, le produit de convolution de f et g en x est défini par

frgl@)= [ [fwg(z—y)di.(y).

R™

Remarque 5.12. A priori, le produit de convolution f % ¢ ne définit pas une fonction sur tout R™, ni
méme presque partout. Par contre, s’il est défini en z, alors le changement de variable z = x — y donne
f*g(x) =gx* f(z) : le produit de convolution est commutatif.

Exemple 5.7 Probabilité.


https://www.youtube.com/watch?v=KuXjwB4LzSA
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Exemple 5.8 Traitement du signal. 1. Moyenne mobile :
2. Flou gaussien : https://docs.gimp.org/2.10/nl/gimp-filter-gaussian-blur.html
3. Filtre de Sobel : pour la détection de contours https://en.wikipedia.org/wiki/Sobel_operator

Exemple 5.9 Apprentissage machine. Les réseaux de neurones convolutifs : https://www.youtube.com/
watch?v=aircAruvnKk&1ist=PLZHQObOWTQDNU6R1_67000Dx_ZCJB-3pi

Question : sous quelles hypothéses portant sur f et g le produit de convolution f * g définit-il une fonction
sur R™ 7
Théoréme 5.27. Soient p, q,r € [1,4+00] tels que % + % =1+1.SifeLP(R")etge LYR")ona:
1. si T =400 (i.e. p et ¢ sont des exposants conjugués), alors f * g(x) est défini pour tout x € R",
If *g(@)| < || fllpllgllq et f* g est continue sur R™.
2. sir < 400, alors f * g(x) est bien défini pour A, presque tout x € R™ et f*g € L"(R™). De plus
ona [[f*gll, <[ flpllgllg-

Remarque 5.13. On a 1 < p, ¢ < r néceessairement, car si on avait par exemple p > r et donc % < %, alors
a laide de 0 < % < 1l viendrait par addition % + % < 141, ce qui contredirait I'hypothese % + % =141,
et le méme argument s’applique pour justifier ¢ < 7.

Démonstration. 1.


https://docs.gimp.org/2.10/nl/gimp-filter-gaussian-blur.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Sobel_operator
https://www.youtube.com/watch?v=aircAruvnKk&list=PLZHQObOWTQDNU6R1_67000Dx_ZCJB-3pi
https://www.youtube.com/watch?v=aircAruvnKk&list=PLZHQObOWTQDNU6R1_67000Dx_ZCJB-3pi
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2. On traite tout d’abord le cas p = ¢ = r = 1 en montrant que

1 gl < [ fllllglls-

113

(5.4)
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Pour démonter le cas général, on va admettre provisoirement que 'inégalité suivante

(P 1D @)™ < 1" Ngllg™™ (LFI +1gl?) () (5.5)
|

constantes

est satisfaite pour presque tout x € R".

Dans le second membre de I'inégalité (5.5), on a par hypothese |f|” € L'(R") et |g|? € L'(R"), et
puisque L'(R™) « L (R™) c L*(R™), on voit que le membre & droite de I'inégalité est une fonction
intégrable par rapport & z, d’ott I'on déduit que le membre & gauche est dans L!(R™), ce qui revient
a dire que |f] * |g| appartient & L"(R™), en d’autres termes :

/n (/Rn [f(z =)l lg(y)] dA7»(y)>TdAn(x) < 400

Il découle en particulier de cette inégalité que la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable pour
presque tout & € R™ fixé, et donc que la convolée f x g(x) est définie pour presque tout = € R™.
On peut estimer la norme L"(R™) de la convolée (& la puissance r) :

r

£l = [ 1)@ @)= [ | [ @ = namiir| )

< [ ([ 16 -swianm ) o

[f1*lgl(=)

n

= 1+ lglll7.-

Grace a I'inégalité (5.5) on a alors

1 * gl < A1, gl ™ LA * dgl? [l
~—
eLt eL?!

Puis on peut appliquer U'inégalité (5.4) qui donne

ILf = gllz < AU glly ™ NP Mallly
= 1A, gl LAUS 1A
= [I£1; I1£1lg »
et en prenant finalement la racine r-eme de cette derniere inégalité, on obtient la majoration annoncée
dans le théoreme.

Il reste maintenant & établir (5.5). On note p’ et ¢’ les deux exposants conjugués de p et de g. De la
relation % + % = % + 1 qui existe par hypothése entre p, ¢ et r, on remarque que
1 1 1

l==+—+=
p/ q/ r
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Or il existe une inégalité de Holder généralisée a trois termes. Pour tout triplet d’exposants réels
1 < 81,892,583 < 400 tels que 1 = i + é + i, et tout triplet de fonctions mesurables f; € L% (R"™),

fa € L*2(R") et f3 € L% (R™) le produit f1faf3 appartient a L(R"), et on a

[ f1rf2fslly < falls, 1f2lls, (15, -
L’idée est de décomposer (z,y) — |f(z —y)||g(y)| en trois facteurs rentrant dans les hypotheses de
I’inégalité de Holder généralisée

1@ =)l l9w) = (@ =97 (g@)D7 (f @ =) lgw)]*)" .

=hi(z,y) =ha(z,y) =hsz(z,y)

Ainsi, en appliquant I'inégalité de Holder a trois termes, on obtient :

(1 19D) = [ Vs el )b )| o)

< ([ 1= nranm) ’ ([ s innw) y ([ 1re-wr |g<y>|"dxn<y>)i

= 171 gy (£ * lgl?) (@))* (5.6)

Remarquons alors que

Q

et de méme que ;—? =r — q. En prenant alors la puissance r-éme dans (5.6), on a :

S
X

((F1* 1D @) < 1F1E g3 (£ * 191 ()
= IFIZP Mgl (117 * 19l (@),

ce qui est bien l'inégalité (5.5).

5.3.3 Densité des fonctions C*>° a support compact

Le produit de convolution est utile pour ses propriétés de régularisation. Ainsi, une fonction juste continue
et intégrable, apres convolution par une application C*°, peut devenir C'*°.

Dans I'énoncé ci-dessous, si f : R — K est C*® et o = (aq, ..., ) € N” est un multi-indice, on note
aaf aa1+~-+0¢nf
%(1'17"'3*%71) = M(xla ey )

On note de plus |a| =ay + -+ - + ap.
Proposition 5.28. Soit p € [1,+00]. Si f € LP(R™) et g € C°(R™) alors
1. f * g est bien définie.

2. f g est de classe C°(R"™) et 9°(f*g) =f=x (8 k)

or™ Az

Démonstration.
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Régularisation par convolution

Définition 5.29 Suite régularisante. Soit p : R” — R, une fonction de C°(R"™) telle que p > 0,
{z e R" | p(x) # 0} C B(0,1) et / pdA, = 1. On appelle famille régularisante les fonctions définies
Rn

1 T
pszmn—>—p(—>.

s™ s

pour tout s > 0 par

La famille de fonction (ps)sso est parfois appelée unité approchée : les fs se “concentrent” autour de
Porigine tout en restant d’intégrale 1.
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FIGURE 5.6 — La fonction p, : R” — R définie avec la formule (5.7). A gauche : pour n = 1 et différentes
valeurs du parametre s > 0. A droite : pour n =2 et s = 1.

Remarque 5.14. . En utilisant le changement de variable (linéaire) ¢ : R” — R™ définie par x — £
on a |det(Jy,(x))| =s" et

[ooari= [ p() manta) = | olela)) et dh(o) = [ pliira) =1

S n

« La famille régularisante est & support compact et on a {z € R™ | ps(z) # 0} C B(0, s).
Exemple 5.10. Soit ¢ : R" — R, définie par

¢(z) = {EXP GW) si [|l] <1

0 sinon.

Cette fonction est bien de classe C°°(R™) comme composée de fonctions C°°(R™), et & support compact.
Dans la suite, on note p : R®™ — R définie par

¢(x)

o (5.7)

p(z)

n

On a alors bien p € CX(R"), p > 0, / pdA, =1 et p a son support dans la boule de rayon 1.

Lemme 5.30 Régularisation par convolution. Soient (p;)sso une famille régularisante et f € LP(R™).
On pose alors fi = f * p1 pour tout ke N Ona

1. fi bien définie partout sur R".
2. fr € C(R"™).

3. ¢’il existe a > 0 tel que f = 0 A,-pp sur B(0,a)¢, on a alors f*p; = 0 sur B(0, a+ s)¢. Autrement
dit, si f est a support compact alors f % ps est aussi a support compact.

Démonstration. 1. C’est une conséquence de la Proposition 5.28.
2. C’est une conséquence de la Proposition 5.28.
3.
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O

Si on convole une fonction f par une suite de fonctions régularisante, on peut retrouver la fonction f a la
limite.
Proposition 5.31 Densité de C*°(R"™) dans LP(R™). Soit p € [1,+oo[, pour tout f € LP(R™) on a
lim ||+ py — fllp = 0.
— 00

Démonstration.
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La proposition précédente est le point clé de la preuve du théoreme de densité suivant :

Théoréeme 5.32 Densité de C°(R™) dans LP(R™). Sur R™ muni de la mesure de Lebesgue A, 'espace
C°(R™) des fonctions C*° & support compact est dense dans LP(R™) pour tout p € [1, 4+00[.

Démonstration. La démonstration proposée ici utilise une méthode dite de troncature et régularisation. On
note A l’ensemble des fonctions f € LP(R™) a support compact.
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Etape 1.

Etape 2.

CHAPITRE 5. LES ESPACES LP ET LA MESURE DE LEBESGUE SUR R"

On montre dans cette étape que A est dense dans LP(R™). Soit donc f € LP(R™) et pour k£ € N, on
pose

Jr = flgok)-

C’est ’étape de troncature. Comme fj, — f A\,-pp quand k — 400 et |fi| < |f| A\n-pp (pour tout
k € N), on peut appliquer le Théoréme de convergence dominée dans L?(R™) (on utilise ici le fait
que p < o0). Il donne que fr — f dans LP(R™) quand k — +oo. Comme (f;)ren est une suite de A,
on a bien montré la densité de A dans LP(R™).

Soit maintenant f € A. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer qu’il existe une suite
(fr)ken de C°(R™) telle que fr — f dans LP(R™) quand k — +o00. Or cette suite est donnée par
Jw=[f*py, pour k € N,

ol (ps)s>0 une suite régularisante a support compact définie a l'aide de la formule (5.7). En effet, le
Lemme 5.30 permet d’affirmer que la suite (fx)ren est dans C2°(R™) et la Proposition 5.31 assure
que fr — f dans LP(R™) quand k — +oo0.

O

5.4 Exercices

5.4.1 Espaces [P

Exercice 1. Soient (X, &, 1) un espace mesuré, et p,q,r € [1,+00] tels que % + % -,

1

!
SifeLP(X,pu)etge LI(X,u), montrer qu'on a fg € L"™(X,pu) et ||[fgll < [Ifllpllgllq-

Exercice 2. Inclusions entre espaces LP

1.

2.

3.

Soit (X, o, ;) un espace mesuré tel que pu(X) < +o0o. Si p,q € [1,4+00] vérifient p < ¢, montrer que
LI(X, ) € LP(X, ).

On considére N muni de la mesure de comptage. Si p,q € [1,4o0] vérifient p < ¢, montrer que
P C .

On considére R muni de la mesure de Lebesgue et p, g € [1, +00] tels que p < ¢g. Donner un exemple
de fonctions f € LP(R) telle que f ¢ LI(R), et un exemple de fonction g € L4(R) telle que g & LP(R).

Exercice 3. On considére R muni de la mesure de Lebesgue ;.

1.

Pour tout n € N*, on note f,(x) = e~"*I. Montrer que f, € LP(R) pour tout p € [1, +00| et tout
n € N*. Calculer || f,||p-

. Pour tout n € N*, on note g,(z) = m Montrer que g, € LP(R) pour tout p € [1,+00] et tout

n € N*. Calculer ||gn||,-

. On consideére les normes ||.||; et ||.||2 sur £ = L'(R) N L?(R). Ces deux normes sont équivalentes sur

E sl existe 0 < a < b tels que a||f||1 < [|f]l2 < b||f]]1 pour tout f € E. Montrer que ||.||; et |||z ne
sont pas équivalentes sur F.

5.4.2 Mesure de Lebesgue sur R"

Exercice 4.

1.

2.

Soit D = {(x,y) €R?> | 2> 0,y >0et 1 <2+ y? < 4}. Calculer / %dxdy.
DI TY

1
+y?+ (2 —a)

= dxdydz

Soit B C R3 la boule unité, et a > 1. Calculer /
B \/2?

Exercice 5. Soient a,b > 1 et D I'ouvert de R? contenant le point (1,1) et délimité par les droites
1
xr

T

d’équation y = ax et y = £, et par les hyperboles d’équation y = % ety = .

a’
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3 3
2 9|
) S
11
1 |

ol

| | | 0L | |

0 1 2 3 0 1 2 3

X u

Pour tout (z,y) € R2, on note u = zy et v = &. Montrer que (z,y) € D < (u,v) € J3.0[ x |1, af et

calculer \3(D) en faisant un changement de variables.

Exercice 6. La fonction Béta d’Euler )
On considere la fonction B : R} x RY — R définie par B(xz,y) = / (1 —t)¥tdt.
0

z
1. Montrer que la fonction B est bien définie et que B(x,y) = B(y,x) = 2/ sin®*~1 6 cos?Y ! 0do.
0
2. Soit U = R% x ]0,1[ et F' : U — R? définie par F(u,v) = (uv,u(l — v)).
(a) Montrer que F est un difféomorphisme de U sur V = (R% )%

(b) Pour z,y € RY, soit I(z,y) = / s 1y le= (6t dsdt. Caleuler I(x,y) en utilisant le
(R )2

changement de variable (s,t) = F(u,v) et en déduire que B(x,y) = FF(Z”JZJI:;”))
3. Calculer B(3,3). En déduire I'(3) et I'(25t) pour tout n € N.
5.4.3 Convolution
Exercice 7. Soit f = 1[7%7%].
1. Calculer fx* fet fxfx*f.
2 2 2
1.5 < 1.5 < 1.5 .
1 —_ 11t 11t .
0.5 1 05) ~0.5»_/\~
0 L | | | | | i O L | | | | | i O L | | | | | i
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
0 si |z >3
1 3\2 o 3 1
s(z+2)? si —s<r<—3
On donne f * f x f(z) = 2743 2= 2
Ha-? s j<o<d
2. On note f** = f**~1x f avec f*! = f et n > 2. Vérifier que pour tout n > 1, f** € L'(R) et que

£l = 1.
3. Montrer que pour tout n > 2, f*™ est de classe C" 2.

Exercice 8. Soient p € [1,+00[ et soit ¢ son exposant conjugué. Soient f € LP(R™), g € LI(R"™) et
h=fxg.
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1. Montrer que h(x) est bien définie pour tout € R™ et que h est une fonction bornée sur R™.

2. Montrer que pour tout z,u € R"” on a h(z + u) — h(x) = (17— f — f) *x g et en déduire que h est
continue sur R™.

3. Soient A, B deux boréliens de R™ de mesures non nulles et finies. Calculer / 14 x1pgd)\, et en

n

déduire que 1 4 * 1 est une fonction continue non nulle.

5.4.4 Pour s’entrainer, pour aller plus loin

Exercice 9. Soient ay,...,a, € R des nombres réels deux a deux distincts, et soit y = 64, + -+ + dq,,,
mesure sur (R, Z(R)).

1. Soient f,g: R — R deux fonctions mesurables. A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on
f=gp—opp. 7
2. Montrer que pour tout p,q € [0,+00] on a LP(R, u) = LI(R, p).

3. Montrer que LP(R, 1) est un espace vectoriel de dimension finie et en donner une base.

Exercice 10. Inégalité d’interpolation
Soient (X, .7, 1) un espace mesuré, et p,q,r € [1,4+00] tels que p < r < q.

1. Montrer qu'il existe un unique a €]0,1[ tel que 1 = %+ 1_Ta

2. Pour toute fonction mesurable f: X — C, montrer que || f||, < [[f[|%][f]|i~*. Que dit cette inégalité
sur les espaces LP(X), LY(X) et L"(X) ?

Exercice 11. Soit (X, o/, u) un espace mesuré pour lequel les parties de mesures non nulles ont une
mesure uniformément minorée : 0 < o = inf{p(A) | A € & et p(A) > 0}.

1. Donner un exemple d’espace mesuré ayant cette propriété.
2. Soit p € [0, 400], et soit f € LP(X).
(a) Soit ¢ < || f|loo- Montrer qu'’il existe une partie mesurable E telle que pu(E) > 0 et |f(z)] = C
pour tout x € E. En déduire que / |fPdp > CPa.
X

_1
(b) Montrer que || f|jcc < & 7| f||p-
3. Soient p, ¢ € [0, 00| tels que p < ¢. En utilisant ce qui précede, montrer que |[f|l, < a =7 | f],

4. Que disent ces inégalités sur les inclusions entre espaces LP(X) et LY(X) ?

Exercice 12.

1. Soit D = {(z,y) € R? | > 0 et 22 + y* < 1}. Calculer /D TraZiye

z
/D Va4 y?

dxdy.

2. Soit D = {(z,y,2) € R® | 0 < 2 < a et 22 + y* < a?}. Calculer dxdydz.

Exercice 13. Soit D = {(z,y) € R? | x <y < 2z et x < y? < 2x}. Calculer /

gclacdy en utilisant le
DX

s
L

changement de variables u = £, v =

x
y b
Exercice 14. Soient f,g € Ll(R) deux fonctions paires. Montrer que f * g est paire. Que peut-on dire si
f et g sont impaires 7 Si I'une est paire et 'autre impaire ?

Exercice 15. Soient f et g deux fonctions de classe C! sur R, bornées et de dérivées bornées. On suppose
de plus que f € L*(R) et ¢’ € L*(R). Montrer que f * g est bien définie sur R et est une fonction de classe
C?.
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Exercice 16. Extrait d’un sujet d’examen
On considére R? muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A3. Pour tout u,v € R? on note
[u, v] le segment d’extrémités u et v défini par [u,v] = {(1 — t)u+tv | t € [0,1]}.

(0,1)
Dans la suite on identifie R? & R? x R, on pourra donc
noter (x,s) les points de R3, avec z € R? et s € R.
Soit A € B(R?), le cone Cy de sommet (0,1) € R3 et de
base A est I'union des segments de R? joignant (0,1) & un
point de A x {0} : Ca =U,c4 [(0,1), (z,0)].
R2

Montrer que C4 est un borélien de R3.
Pour tout s € R, déterminer (Cy). s = {z € R? | (z,5) € Ca}. En déduire A2((Ca).s).
Calculer A\3(C4) en fonction de Az(A).

Soit A > 0. On note C4 p, le cdne de sommet (0, h) € R3 et de base A : Ca,p, est 'union des segments
de R3 joignant (0,h) a un point de A x {0}. Que vaut A\3(Cap) ?

5. En identifiant R"*1 & R" xR, généraliser ce qui précedes aux cones de R"*1 de sommet (0,1) € R"xR
et de base A € Z(R").

- W o=

Exercice 17. Extrait d’un sujet d’examen
1
On rappelle que la fonction béta d’Euler est définie par B(z,y) = / t*7 (1 — )Y~ 1dt et vérifie
0

™

2 I'(z)T
B(z,y) = B(y,z) = 2/ sin?* 1§ cos? ! 0dh = L@)(y)
0

I'(x +vy)
Pour a,b > 0, on note I, = / |z |y|*~Ldady, ot D = {(x,y) € R? | 22 + 32 < 1} est le disque unité
D
de R2.
1. En utilisant des coordonnées polaires, exprimer I, ; & 1’aide de la fonction I'.

2. Méme question pour Jgp . = / |2 y[*~ Y 2| dadydz, out B est la boule unité de R3.
B
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Chapitre 6

Analyse de Fourier sur R

En guise d’introduction, on pourra regarder la vidéo suivante : https://www.youtube.com/watch?v=
spUNpyF58BY.

6.1 Définition et propriétés

La transformée de Fourier est un exemple d’opérateur linéaire intégral communément appelé opérateur
a noyau : une fonction linéaire définie a ’aide d’une intégrale paramétrique sur certains espaces vectoriels
de fonctions.

Définition 6.1. Si f € L'(R) la transformée de Fourier de f est la fonction f : R — C définie par

f —i z)e " dy
fl) = o= [ f@yetae.

On peut noter I'analogie d’écriture entre opérateurs a noyaux et opérateurs matriciels dans les espaces de
dimension fini. Etant donnée une matrice M € R™*™, I'image f € R™ d’un vecteur f = (f1,..., fn) € R?
s’écrit avec une multiplication matricielle

fl n n
ZMfZZMMfg & fk ZZngfg, pour tout k=1,...,n.

On remarque que le role de M = (M)} .y est joué par le noyau R? 3 (z,§) — ﬁe‘”f et le signe )
remplacé par le signe [. Contrairement & la dimension finie ot les espaces de départs et d’arrivées sont
facilement identifiés, en dimension infinie, il faut les préciser rigoureusement. Par exemple, la Définition
6.1 affirme que la transformée de Fourier est définie pour f € L!(R) et la Proposition 6.2 affirme que f
est “seulement” dans C{(R) l'espace des fonctions continues qui s’annulent & I'infinie (mais f n’est pas
nécessairement dans L!(R)).
Remarque 6.1. . Comme |f(z)e%¢| = |f(x)| et f € L}(R), la fonction z +— f(x)e™ "¢ est intégrable
et f(&) est bien défini pour tout £ € R.
« La transformée de Fourier se définit aussi pour une fonction f € L*(R™) par
~ 1 .
£ = g [ Fa)e 9
(27{‘)7 n

ou (z,&) = >p_, xx& est le produit scalaire canonique sur R™. Les propriétés (et leurs preuves)
son similaires & celle de la transformée de Fourier sur R. Dans la suite on se contentera de traiter le
cas de R.

Proposition 6.2. La transformée de Fourier a les propriétés suivantes :
. Linéarité : af +g=af +§
« f:R — R est bien définie en tout point, continue et bornée. En particulier, || f||los < \/%Hle et

f — f est une application linéaire continue de L'(R) dans L>(R).

125
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« Lemme de Riemann-Lebesgue :  lim f({) =0.
[€]—=+o0

Démonstration. » La linéarité est immédiate.
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O

Exemple 6.1 Fonction caractéristique de la Loi de Laplace. Pour tout a > 0, soit v, : R — R définie par
va(x) = e~ *|. Cette fonction vérifie 2 — z"v,(x) intégrable, pour tout n € N, donc sa transformée de
Fourier est C'*°. Elle se calcule :

En probabilité, on utilise des conventions légerement différentes. Soit X une variable aléatoire de loi de
Laplace de parametre o > 0, alors la densité de X est %v; et la fonction caractéristique est

. 1 ) 2 1
px(€) =E () = % /Rvée“”gdx - \/777 (=) = Tt a2e

Proposition 6.3. Pour f,g € L'(R) on a [, fgd\i = [; fgd:.

Démonstration. C’est la formule de réciprocité démontrée a 1’Exercice 5 du Chapitre 6. O
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Sif:R"™ — C, pour a € R" et A € R\{0}, on rappelle la définition de la translatée de f par a, et on
définit la dilatée de f par A comme

(raf) (@) = f(& = ),
) @) =£(5).

pour tout z € R".
Lemme 6.4. Si f € L'(R), a € R et A € R\{0}, on a

N

] (€) = e f (),
xf(&) = N1 F(9),

pour tout £ € R.

Démonstration.

6.1.1 Transformée de Fourier et dérivation

Proposition 6.5. Soit f € L*(R) et n € N. Si x + 2" f(z) est intégrable, alors fest C™ et
N 1 )
FOE) = <= [ (i)t e

pour tout k € [0,n].

Remarque 6.2. On remarque en particulier que f*) est la transformée de Fourier de z — (—iz)* f(z),
donc elle hérite de toutes les propriétés des transformées de Fourier.
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Démonstration. Soit F : R? — C définie par F(z,¢) = f(x)e” ™. On vérifie les hypotheses du théoréme
de dérivation sous le signe intégral (Corollaire 3.25) :

« Comme f € L'(R), z — F(z,£) est intégrable pour tout & € R.
oFF
« Pour tout k € [0,n] et tout € R, I'application ¢ — F(x,¢) est de classe CF et a—gk(x,g) =
(—iz)* f(x)e™ ™"
« Pour tout k € [0,n] et tout (z,£) € R? on a

F K n
e (00| =17 £ @) < 1@ (@) + | F@) 1. (2):

Comme f et x — 2™ f(z) sont intégrables, %k% est dominée par une fonction intégrable.
On en déduit que f est de classe C™ (R) et, pour tout k € [0,n] on a

N oF 1 o izt
7 = <= [ Farde = = [ (Fin f@pe .

Proposition 6.6. Soit f € L'(R) N C(R) telle que f’ soit intégrable. Alors

PN

7€) = igf(e).
Si f est C™(R) et f*) est intégrable pour tout k € [0,n], alors
TR = (&) ()
pour tout k € [0,n].

Démonstration.
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O

Remarque 6.3. « la transformée de Fourier transforme la dérivation en une multiplication, d’ou son
intérét dans le cadre des équations différentielles.

o Si f est C*°(R) et ) est intégrable pour tout k € N, la proposition précédente montre que

€ (i€)F f(€) est la transformée de Fourier de f*), donc le Lemme de Riemann-Lebesgue donne

|£|lim IEFIF ()] =0et f(&) =0 (ﬁ) en £o00. Si une fonction est trés réguliere, sa transformée de
—+00

Fourier décroit trés vite a I'infini (plus vite que n’importe quelle puissance de &).

Exemple 6.2. On peut utiliser la transformée de Fourier pour trouver une solution particuliere a I’équation
différentielle

u'(x) — u(z) = f(x)
ol f € LY(R) N C°(R) est donnée. Si on cherche des solutions intégrables et de dérivées intégrables, on
peut passer en Fourier. L’équation devient pour tout £ € R,
all

W) —aE) =) e —&uE) —al) = f©

& 10 = Tl

Une fagon de terminer le calcul est la suivante :

1. trouver une fonction g telle que §(&) = ﬁ L’exemple précédent monte que g : R — R définie par

PN

g(z) = —\/ge_k”| vérifie §(§) = —\/gﬁl &) = % Notre équation devient alors & = §f.
2. déterminer une fonction h telle que i = g f (de fagon générale, quels sont les liens entre transformée
de Fourier et produit). L’équation devient 4 = h

3. pouvoir “inverser” la transformer de Fourier pour en conclure que v = h

La suite donne les résultats permettant de réaliser les étapes 2 et 3.

6.1.2 Produit de convolution et formule d’inversion

—

Proposition 6.7. Pour f,g € L}(R) on a f x g(&) = \/%f('f)ﬁ(@

Démonstration.



6.1. DEFINITION ET PROPRIETES 131

O

Exemple 6.3 (suite). Pour suivre I'exemple 6.2, en prenant g : R — R définie par g(z) = —\/ge*m, on a
g(§) = 1;§27 et

1 ——

Eg * f(£),

et si on sait inverser la transformée de Fourier on peut en conclure que u = \/%7 g*f.

w(€) = 9(&)f(¢) =

Théoréme 6.8 Formule d’inversion. Soit f € L'(R) telle que f € L*(R). La fonction g : R — R définie

par
_ 1 n i&x

vérifie que f(x) = g(z) pour presque tout x € R.
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Démonstration. Idée : On applique deux fois la transformée de Fourier & f et on montre que f ()= f(—)
A1-pp (autrement dit, on retrouve quasiment f quand on applique successivement deux fois la transformée
de Fourier). Pour arriver a cela, on part de la définition

fa) / F(&)e < de.

Malheureusement, il n’est pas possible d’appliquer la Proposition 6.3 car & — e~ %? n’est pas intégrable.
La preuve consiste a perturber le probleme avec une suite de fonctions bien choisie et qui tends vers 1...

Soit (sp)nen une suite de réels telle que s, > 0 pour tout n € N et lixf $n = 0. On remarque que la
n——+0oo

famille de fonctions définie pour tout x € R par

1 s,
g2 2
TSy +x

Psn(T) =
est une suite régularisante au sens de la Définition 5.29. On a donc, d’apres la Proposition 5.31
lim [| f ps, = fllL = 0. (6.1)
n—oo

De plus, d’aprés 'Exemple 6.1 on a eT“\n(f) =/ 2mps, (£),

f*ps” /f r—=y ps" )dy

| [sn

Ex. 6.1 €

= 1z —_ E——— d
/RT f( y)m(y) y
Lem. 6.4, Pro]:l ng;f( ) ‘y|sndy

\/7

Lem. 6.4 1 i s
27T/f Yelyl " dy
— iz ‘E‘Snd .

< | f (£)] qui est bien intégrable par hypotheése. On peut alors

On remarque enfin que ‘f(ﬁ)eizge‘g‘sn

appliquer le Théoreme de convergence dominée :

im f=x im )eies elélsnqe = )eies i~ .
Jim ()= o= [ feeteingg = — [ feetas = f(-)

Enfin, la relation (6.1) implique que f * ps, — f dans L*(R) quand n — +o00. Cela permet d’appliquer la
remarque 5.4 (Théoréme de Riesz-Fischer) qui implique, qu’a extraction de sous suite pres, on a fxps — f
A1-pp quand n — +oo.

L’unicité de la limite (pour les suites dans R) permet alors de conclure que pour A\-pt « € R on a

f(=2) = f(@). o

Remarque 6.4. La formule d’inversion est trés proche de la formule donnant la transformée de Fourier.
Si f € LY(R), la fonction g donnée par la formule d’inversion posséde des propriétés analogues (qui se
démontrent de la méme facon) : g est continue sur R, bornée par || f[|1 et lim ;4o g(z) = 0.

Exemple 6.4. 11 existe des fonctions f € L'(R) telles que f ¢ LY(R) : c’est le cas dés que f n'est
pas égale A\1-pp a une fonction Contlnue ou deés que f ne tends pas vers 0 a l'infini. Par exemple, si
f:x— e "1y, (x), alors fiem \/ﬂ(l-s— 7 qui n’est pas dans L!(R).

Corollaire 6.9. Soient f,g € L'(R). Si f = g alors f = g. La transformée de Fourier est injective sur
L'(R).

Démonstration.
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O

Exemple 6.5 (suite et fin). Si u est une solution intégrable et de dérivées intégrables de I’équation
différentielle

u'(x) — u(z) = f(x)

alors on a montré que a(¢) = §(&)f(¢) = \/%g/g‘(ﬁ), avec g(x) = —\/ge":”'. L’injectivité de la
transformée de Fourier donne

ur) = =0 1) = o=~ \/3) [ 1wy =1 [ syea

On obtient donc, en fonction de f une solution particuliere de 1’équation différentielle.

6.2 Le cadre fonctionnel

La transformée de Fourier transforme les fonctions intégrables en fonctions continues, bornées qui tendent
vers 0 a U'infini. La formule d’inversion montre qu’elle est injective, mais elle n’est pas surjective. Il existe
des fonctions continues bornées tendant vers 0 a l'infini et qui ne sont pas des transformées de Fourier de
fonctions intégrables.

Le but ici est de construire un espace de fonctions E stable par la transformée de Fourier et tel que

F:E — E
fo— I

soit un isomorphisme. On se base pour cela sur les liens que fait la transformée de Fourier entre dérivabilité
et décroissance a l'infini.

6.2.1 Espace de Schwartz
Définition 6.10. Une fonction f : R — C est a décroissance rapide si f est C*°(R) et, pour tout
j,k €N, on asup |xkf(])(x)| < +00. L’espace de Schwartz est I’ensemble des fonctions & décroissance
zeR
rapide :

SR)={feC?R)|VjikeNzw 2* fU) () est bornée }.

Remarque 6.5. L’espace de Schwartz contient les fonctions réguliéres dont les dérivées décroissent plus
vite que tout polyndme. Il contient en particulier C2°(R) et est dense dans LP(R) pour tout p € [1, +o0].

Proposition 6.11. L’application F : . (R) — . (R) est une bijection dont la réciproque est donnée
par la formule d’inversion :

Floe) = o= [ e

Démonstration.
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6.2.2 Transformée de Fourier L?

L’espace de Schwartz peut étre muni d’'une multitude de normes. La norme la plus naturelle & considérer
serait la norme |[|-|| . Mais on choisit la norme |||, car elle est préservée par transformation de Fourier
(pour les fonctions de carré intégrable). Le produit hermitien associé a été défini par la formule (7 ?) a la
Remarque 5.5.

Proposition 6.12. Si f,g € .”(R) (on a donc f,g € L*(R)), alors f,§ € L3(R) et (f,g) = (f,9).

Démonstration.
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Remarque 6.6. En particulier, F est une isométrie de I'espace (.7 (R), ||-[|,)-

L’espace (-7(R), ||-||,) n’est pas complet, mais F s’étend naturellement en une isométrie sur tout L*(R). Le
théoréme suivant est un cas particulier d’un résultat trés général d’extension des applications uniformément
continues définies sur un sous-espace dense (cf. cours de topologie).

Théoréme 6.13 Plancherel. 1l existe une application linéaire continue F de L*(R) dans L?(R) telle
que :

1. Si f € LY(R) N L3(R), on a alors F(f) = f A\i-pp.

2. Pour tout f,g € L*(R), on a (f,g) = (F(f), F(g)).

3. Pour tout f € L*(R), on a f = F(F(f))(—-).

4. F est une bijection de L?(R) dans L?(R).

Pour f € L?(R), la fonction F(f) s’appelle la transformée de Fourier-Plancherel de f. Compte
tenu du premier item, on notera en général, f la transformée de Fourier de f si f € L'(R) (et alors
f=F(f) € Co(R)) ousi f € L2(R) (et alors f = F(f) € L*(R)).

“'»

Démonstration. L’application F : .7(R) — #(R) définie par f +— f est linéaire et continue pour la norme
de L*(R), et définie sur .7 (R ) qui est dense dans L?(R) (car .7 (R) contient C>°(R) qui est dense dans
L*(R) d’aprés le Théoreme 5.32). On décrit comment prolonger F par F : L?(R) — L?(R) en conservant
le caractere linéaire et continue.

Soit donc f € L?(R), il existe (fn)nen suite de . (R) telle que f,, — f dans L?(R) quand n — +o0. La
suite (f)nen est donc de Cauchy dans L?(R). La Proposition 6.12 implique que la suite ( fn)nEN est aussi
de Cauchy dans L?(R) et _converge donc dans L%(R). On aimerait définir F(f) comme étant la limite

(dans L%(R)) de la suite ( fn)neN. Ceci est possible & condition que cette limite ne dépende que de f et
non du choix de la suite (f,)nen convergeant dans L?(R) vers f. Or, ce dernier point est facile car si

(9n)nen est une autre suite convergeant dans L*(R) vers f,on a || fn — gnll2 = | fo — gulls = 0 quand
n — +00. On a ainsi défini F de L*(R) dans lui-méme.

La linéarité de F découle immédiatement du fait que Papplication f — f est linéaire de .7 (R) dans L%(R).
Enfin, soit f € L?(R) et (fu)nen C -7 (R) tels que f, — f dans L?(R). La Proposition 6.12 donne que
Hﬁ”g = ||full, pour tout n € N. En passant & la limite quand n — +o0, on en déduit || F(f)|la = || f[l5-
Ce qui prouve la continuité de F de L?(R) dans L?(R).

On montre maintenant les 4 items du théoréme.

1. Soit f € L*(R) N L3(R). En reprenant la démonstration du Théoréme 5.32, il est facile de voir qu’il
existe une suite (fn)nen € C°(R) telle que f, — f dans L?(R) et L'(R) lorsque n — +o0o (car
dans la démonstration du Théoreme 5.32, la suite construite pour converger vers f dans LP ne
dépend pas de p). On en déduit que }; — f uniformément sur R lorsque n — 400 (car f,, — f dans
LY(R)) et que A F(f) dans L*(R) lorsque n — +oo (car fn — f dans L?(R)) et donc que, apres
extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que fn - F (f) A\1-pp quand n — 4o00. On
en déduit bien que f = F(f) A\i-pp.

2. Soit f,g € L?(R). Il existe deux suites (fn)neN et (gn)nen de .Z(R) telles que f, = fet g, = ¢
dans L2(R). La Proposition 6.12 implique que <fn, Gn) = (fn,gn) pour tout n € N. En passant a la
limite quand n — 400 on obtient bien <.7-'(f), F(g)) = {f.9)-

3. Soit f € LQ(R) et (fn)nen suite de .Z(R) telles que fn — f dans L?(R) quand n — +o0. On
a_donc fo — F(f) dans L2(R), ce qui donne aussi fo(—-) — F(f)(—-) dans L%(R) et donc

fn( ) = F(F(f))(—-) dans L?*(R) quand n — +oc. La Proposition 6.11 implique que f,, = fn( )
pour tout n € N. On en déduit donc (par unicité de la limite dans L?) que f = F(F(f))(—-) A1-pp.
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4. Linjectivité de F (de L*(R) dans L?(R)) découle du fait que || F(f)|l2 = [|f]l, et que F est linéaire.
La surjectivité est une conséquence immédiate du troisiéme item.

O

Remarque 6.7. - Attention : si f € L?(R) mais f ¢ L'(R) et pour £ € R on ne peut pas calculer

F(f)(€) avec la formule \/12? A

« Par ailleurs, il existe des fonctions f € L!(R) telles que f ¢ L?(R). Pour ces fonctions, la transformée
de Fourier f est bien définie, mais F(f) n’est pas définie, car f ¢ L*(R).

f(z)e™ ™ dz car elle n’a pas de sens.

6.3 Exercices

6.3.1 Transformée de Fourier dans R

Exercice 1. Soient f,g: R — R

1. Etudier la parité de f * g lorsque f et g sont des fonctions paires, et lorsque 1'une est paire et 'autre
impaire.

2. Pour tout ¢ € R, exprimer f(—¢) en fonction de f(£). Si f est paire, montrer que f(£) € R pour
tout £ € R. Que se passe-t-il si f est impaire 7

3. Que deviennent les résultats précédents si f est a valeur complexe ?

Exercice 2. Soit g : R — R définie par

0 si|z] >1
gl)y=q1+xz si —1<x<0
11—z si0O<z<1

+oo :.2 +oo i 4
Sin” ¢ sin” ¢
Calculer § et en déduire / 51;12 dt et / %dt
0 0

Exercice 3. Transformée de Fourier de la Gaussienne

z2
Pour ¢ > 0, on note g,(z) = —e™ 2-2. Le but est de calculer §,.
o

1. Montrer que §, est dérivable et exprimer §/ (§) en fonction de §,(§) (Utiliser une IPP).
2. En déduire §,(€) pour tout £ € R. Que peut-on dire de gy ?

Exercice 4. Soient f,g: R — C définies par f(z) = e~ 1l et g(x) = ﬁ
1. Calculer f
2. Justif fla) =2 " tout 2 € R. En dédui COSL_ 1t et 4(€) pour tout € € R
. Justifier que f(z) = = | ———ds pour tout x . En déduire | ——dte our tou .
4 Vs R 1 + 52 P R 1 + t2 g P

3. Calculer f « f et en déduire la transformée de Fourier de h(z) = m

4. En utilisant les propriétés de dérivation, calculer la transformée de Fourier de k(z) = W

Exercice 5. Formule de réciprocité

Soient f,g € L*(R). Montrer que fj € L*(R) et fg € L*(R), et que / fadi = / fgd\
R R
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6.3.2 Pour s’entrainer, pour aller plus loin

sin?t

.

+oo
Exercice 6. Pour tout a > 0, on note f, = 1| 4. Calculer f, et en déduire /
0

Exercice 7. Soit f € L'(R).
1. Pour tout s > 0, on note f, la fonction définie par fs(z) = 1f(%£). Montrer que f, € L'(R) et

S
exprimer f, en fonction de f.

2. Pour tout y € R, exprimer 7/747 en fonction de f .

Exercice 8. Extrait d’un sujet d’examen
Soit f =T1[_xz z), et soit g : R — R définie par

0 si|xz| >
g(w)z{ el >
2

i
2
cosr si — T <x<

[SIE]

1. Calculer les transformées de Fourier f et §.

2. Calculer f x g et f/;k\g

3. Justifier que les intégrales suivantes sont bien définies et les calculer en utilisant ce qui précede.

oo sin? ¢ T sint

—00 —

Exercice 9. Extrait d’un sujet d’examen

Soient f,g: R — C définies par f(z) = ze~1*l et g(x) = W

1. Calculer f
—92 xS
2. Justifier que f(z) = - >

tsint
s mds pour tout z € R. En déduire / s 5dt et §(§) pour
tout £ € R.

r (1+12)
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Chapitre 7

Existence et unicité de la mesure de
Lebesgue

7.1 Mesures extérieures

Remember Banach-Tarski : la boule unité de R™ est équi-décomposable a 'union disjointe de deux boules
unités. Si on veut mesurer toutes les parties de R™ de sorte que toutes les boules unités aient la méme
mesure, il faut accepter que la somme des mesures des parties soit strictement supérieure a la mesure de
leur union. Il existe des partitions de la boule unité qui "rajoute de la mesure'.
En particulier, on ne peut pas espérer qu'une telle mesure soit additive, on peut demander au mieux
qu’elle soit sous-additive.
Définition 7.1. Une mesure extérieure sur X est une application pu* : 2(X) — R, telle que :
1. p (@) =0.
2. p* est croissante : si A C B alors u*(A) < p*(B).

3. p* est sous-additive : pour toute famille (Ay)ren de P(X) on a p*( U Ap) < Z w(Ag).
keN keN

Ces trois propriétés sont satisfaites par les mesures, donc une mesure sur & (X) est une mesure extérieure.
On remarque que la propriété 3 n’implique pas que la mesure extérieure d’une union disjointe de partie est
la somme des mesure extérieure des parties. Pour combler ce manque, on considere la définition suivante

Définition 7.2. Soit X un ensemble muni d’une mesure extérieure p*. Une partie B € Z(X) est
p*-réguliére si
VAe 2(X), u(A)=p"(AnB)+ p* (AN B°).

On note Z(p*) Pensemble des parties régulieres.

Une partie B est réguliére si elle permet de découper toute partie A en deux morceaux disjoints (A N B et
AN B°) sans rajouter de mesure.

Remarque 7.1. Pour tout A € #(X), comme A = (AN B) U (AN B°), la sous-additivité de la mesure
extérieure donne

i (A) < p*(AN B) + it (AN B°).
Pour montrer que B est une partie p*-réguliére, il suffit de montrer que pour tout A € Z(X),
i (A) > p*(AN B) + it (AN BY).
Proposition 7.3. Si p* est une mesure extérieure sur X. Alors
1. si p*(B) =0 alors B € Z(u*);

2. Z(u*) et une tribu sur X ;
3. w*: ZA(pw*) — Ry est une mesure sur (X, Z(u*)).

139
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Démonstration. 1. Soit B C X telle que p*(B) = 0. Alors, pour toute partie A de X,
uw* (AN B) < p*(B) =0 par croissance.
Donc
p(A) = p (AN B) = p* (AN B) + p* (AN B°)

et B € Z(u*).

2. T est clair que ) € Z(1*) et que B € Z(u*) si et seulement si B¢ € Z(u*). Pour montrer que Z(u*)
est une tribu, il reste donc a voir que Z(u*) est stable par réunion dénombrable. Commengons par
Pétablir pour une réunion finie. Soient By, Bs € Z(u*) et A une partie de X. Comme By € Z(u*),

= (AN By) + p* (AN By N BY).
Donc, comme By, By € Z(u*),
P (AN (B1UB2)) + p" (AN (B1 U By)°)
=p (ANBy) +p" (AN BiNBy) 4+ (AN Bf N B3)
=p* (AN By) + p* (AN BY)
= (A)
On en déduit que B U By € Z (™).

Pour terminer la preuve, considérons une suite (By,)nen d’éléments de Z(u*). On peux supposer,
sans perte de généralité, les B,, deux a deux disjoints. On veut montrer que

B=|JB., €& o w(B) =Y u(B)

neN neN

Notons E,, = |J Bg. Pour toute partie A C X et tout n € N, on va montrer par récurrence que
k=0

“(ANE,) Z“ (AN By). (7.1)

La fomule (7.1) est évidement vraie au rang n = 0 et si 'on suppose la propriété vraie au rang n — 1,
on a

p(ANE,) =p"(ANE,NB,) +p" (ANE,NB,)
B
=B =E, 1

=p*(ANBy) +p (ANE,_1).

Ce qui donne la propriété au rang n. En prenant la limite lorsque n tend vers +o00, et en se souvenant
que E,, C B, on trouve

lim p*(ANE,) =Y p (ANBy) < p*(ANB).

n—oo
k=0

Par ailleurs, d’apres la remarque 7.1 et avec la sous-additivité, on a bien

u*(AﬁB):u*(U ANB,) Zu ANB,)

neN neN
En particulier, si A = X cela donne
=2 w8
neN
Enfin, comme Z(p*) 3 E,, C B, on a pour tout n € N et pour toute partie A C X,
i (A) = pH(AN En) + u* (AN ES) > u*(AN En) + " (AN BY)

En prenant la limite quand n — +o00, on obtient pu*(A) > pu*(AN B) 4+ pu*(AN B°) donc B € Z(u*).
O
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7.1.1 Existence de la mesure de Lebesgue

Un pavé de R™ est une partie P € Z(R"™) de la forme
P211XI2X'~'XIn,

ou I,...I, sont des intervalles bornés de R. -
Pour chaque intervalle I C R on note ¢(I) = sup(I) — inf(I) € R, et on définit la mesure d’un pavé
P=1I xI x---x I, par

n

m(P) = [] e(Zx).

k=1
Définition 7.4. \* : Z(R") — R est définie par
+oo
A*(A) = inf { Z m(Py) ’ (Py)ken suite de pavés telle que A C U Pk}
k=0 keN

pour tout A € Z(R™).

Théoréme 7.5. L’application \* : Z(R") — R a les propriétés suivantes :
1. A* est une mesure extérieure sur R”.
2. La tribu Z(R"™) = Z(\*) est appelée tribu de Lebesgue et contient les boréliens : Z(R") C
R (NY).
3. Pour tout pavé P de R™ on a A*(P) = m(P).

Remarque 7.2. La tribu de Lebesgue est strictement plus grosse que la tribu de Borel : on peut montrer
que #(R™) est équipotent a R™ alors que .Z(R™) est équipotent a 2 (R™).

Démonstration. 1. On montre que A* est une mesure extérieure. Il est clair que A*()) = 0 et que A*
est croissante. Montrons la sous-additivité : soit (Ag)ren une suite de sous-ensembles de R™. On
peut supposer que A*(Ag) < 400, pour tout k € N (sans quoi il n’y a rien & montrer). Soit alors
€ > 0. Pour tout k£ € N; il existe une suite (Pik)ieN de pavés ouverts tels que

. €
Apc | JPF et D m(PF) <a(A) + 7
ieN i€N
Alors
Ja=UJur
keN keNeN
et

> m(PH) <Y (VA + 55 ) = DA (Aw) + 26

kEN ieN keN keN
Comme € > 0 peut étre pris arbitrairement petit, on conclut que

A*( U Ak) <3N (4).

keN keN

2. Montrons que Z(\*) contient Z(R™). Comme Z(A\*) est une tribu de R”™ (Proposition 7.3), il suffit
de montrer qu’elle contient un ensemble générateur de B(R™) pour conclure. Considérons pour cela
les demi-espaces ouverts définis & laide de j € {1,...,n} et a € R :

Bj(a) =RxRx---xRx Ja,4o0[ xRx---xR.
——
j-éme position
La famille { Bj(a)} eq1,....n},acr engendre bien la tribu des boréliens Z(R™). Il suffit donc de vérifier
que Bj(a) € Z(X*) pour tout j € {1,...,n} et « € R.
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Soit A une partie de R™ et soit € > 0. Il existe une suite de pavés ouverts (P;);en tels que A C ;o Pi
et Y enm(P;) < X(A) 4. Alors,

AN Bj(a) ¢ | (PN Bj(a))
1€EN

ol P; N Bj(c) est un pavé ouvert comme intersection d’un pavé ouvert et d'un demi-espace ouvert,
et

AN Bj(a)® | (PN Bj(a))
€N

ou P; N Bj(a)° est un pavé quelconque. Or,
VieN, m(P)=m(P,NBje)+m(P;NB;a))
Ainsi,

A(ANB;j(@) + A (AN Bj(a)°) < > m(P; N Bj(a)) + > m(P; N Bj(a)°)
€N €N

=2 m(P)
ieN
<A (A)+e
Et comme ¢ était arbitraire, on obtient

N*(A N Bj(a)) + A (AN By(a)°) < X(4)
donc Bj(a) € Z(\*).

. Pour tout pavé P C R", on a évidemment

A (P) < m(P).

Inversement, soit P C R™ un pavé fermé et soit (), y un recouvrement de P par des pavés ouverts :

PCUP,

€N

Par compacité de P, il existe un entier N € N tel que P C Uf\il P;. Par le Lemme 7.6 on a

m(P) < Z m(P) <) m(P)

Ainsi,
A (P) = m(P).

Enfin, si P est un pavé quelconque, on note P (resp. P) le pavé ouvert (resp. fermé) appelé aussi
I'intérieur (resp. fermeture) de P. On a

X (P) < m(P) < m(P) < X*(P).

Par ailleurs, P\ P = dP est une union finie de pavés fermés de m-mesure nulle, donc A*(9P) = 0
par sous-additivité. Ainsi,

A (P) < A*(P) + X*(OP) = X*(P).
On conclut que

A (P) = A (P) = \*(P) = m(P).
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Lemme 7.6. Soit N € N*. Si P, P;,..., Py sont des pavés de R™ avec P C Ufil P; alors

m(P) < Zm(ﬂ-)-

i=1

Démonstration. Voir [2] Lemme 3.8. O

Définition 7.7. La mesure de Lebesgue sur R™ est la restriction de \* aux boréliens de R™. Autrement
dit, c’est ’application

=

.
"(4)

At B(R™)

_>
A —

>

On pourra faire le lien avec le Théoreme 5.23.

7.1.2 Complétion de mesure

Définition 7.8. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré. La mesure p est compléte si tout sous-ensemble
d’une partie négligeable est mesurable.

Remarque 7.3. Certains sous-ensembles de ’ensemble de Cantor n’étant pas mesurable, la mesure de A\;
n’est pas complete sur (R, (R)).

Proposition 7.9. Soit (X, .«7, 1) un espace mesuré et soit
%:{EEW(X) ‘ JA,Beo, ACECBet u(B\A):O}.

Si E € & alors on note ji(E) = u(A), ot A € o est telle qu'il existe B € .« vérifiant A C E C B et
u(B\ A) =0. On a alors

. o/ est une tribu et & C <.

. pour tout A € & on a i(A) = p(A).

- [i est une mesure compléte sur (X, o).

Démonstration. Admise. La preuve n’est pas difficile, vous pouvez la faire en exercice. Il faut penser a
tout démontrer :

o [ est bien définie (u(E) ne dépend pas du choix de A et B)
. o/ est une tribu contenant 7.
« [ est une mesure et elle coincide avec p sur 2.

« cette mesure est complete.
O

Si (X, o, p) est une espace mesuré, cette proposition implique qu’on peut toujours compléter la tribu et
étendre la mesure pour en faire une mesure compleéte.
Dans le cas de la mesure de Lebesgue sur R”, on a :

o (R™, Z(R"™), \,) n’est pas complet : Il existe des parties de I’ensemble de Cantor qui ne sont pas
boréliennes.
o (R™, Z(R"™), \) est complet : ¢’est une conséquence des propriétés de la tribu Z(\*).
« Ona
AR") & Z(R") & Z(R").
Ces deux inclusions sont strictes.

Attention : en particulier, la tribu Z(R™) n’est pas engendrée par les ouverts, ni par les pavés,. .. Certains
résultats démontrés sur les boréliens, ou les foncions boréliennes, utilisent le fait que Z(R™) est engendré
par une classe particuliere. Ces résultats ne sont plus vrais si on remplace la tribu borélienne par la tribu
de Lebesgue.
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7.2 Classes monotones

Soit (X, o) un espace mesurable, pour montrer que la mesure de Lebesgue et caractérisée par sa valeur
sur les pavés, on a besoin de se poser la question suivante : Si &/ = o(.%) et si deux mesures u et v sont
égales sur %, sont-elles égales sur &/ 7 En général, c’est faux, il faut en dire un peut plus sur .%.

Le résultat central utilise un outil et un lemme.

Définition 7.10. Soit X un ensemble, .# C Z?(X) est une classe monotone sur X si
1. Xed
2. SiA,Be . # et AC Balors B\Ae .#

3. Si (Ag)ken est une suite de . telle que Vk € N Ay C Agq, alors U A, e M.
kEN

Exemple 7.1. Soit (X, <) un espace probabilisable. Si P et Q sont deux lois de probabilité sur (X, o).
Alors
F ={Aed|P(A)=Q(A)}

est une classe monotone. Voir la preuve 1'Etape 1. de la preuve du Théoréme 7.13.
Remarque 7.4. o Si Ae A alors A° =X \ A € . En particulier, ) € 4.

« Toute tribu sur X est une classe monotone.

« Une intersection de classes monotones est une classe monotone. Si # C #(X), on note

o= )

A classe monotone
FCM

la classe monotone engendrée par .% . Comme les tribus sont des classes monotones, on a en particulier

F C p(F) Co(Z).

Lemme 7.11. Si .# est une classe monotone sur X et si .# est stable par intersection finie, alors .4
est une tribu.

Démonstration. En effet toute classe monotone .# contient X et est stable par passage au complémentaire
(puisque stable par différence et contenant X). Si de plus .# est stable par intersection, les Lois de De
Morgan entraine qu’elle est stable par réunion :

{A,Be #} = {A°, B € #}
= {A°NB°ec.#}
= {(A°NB)(=AUB) e A}.
Par une récurrence évidente, la réunion d’une famille finie d’éléments de .#Z est encore un élément de .Z .
Soit alors une famille dénombrable d’éléments de .# notée (A,),>1. Posons B,, = U1< k<n Ap.

Alors (B, )n>1 est une suite croissante d’éléments de ., donc Un>1 B, € ., mais par ailleurs, on peut
démontrer, par exemple par double inclusion, que Un>1 B, = Un>1 A,. O

Lemme 7.12 Lemme des classes monotones. Si .% C (X)) est stable par intersections finies, alors
p(F) =o(F).

Démonstration. 1l suffit de montrer que p(%#) est stable par intersections finies d’apres la Proposition
7.12. Soit A € .%. Notons

N ={Bep(F)|BNAEp(F)}

Par hypothése, N7 contient .%. En outre, c’est une classe monotone. En effet,
o X € Ny, puisque X NA = A € p(F)
o Si By, By € Ny, avec By C By, alors By \ By € p(F) et

Ainsi, By \ B G./\G.
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« Si By € p(.F) pour tout k € N, avec By C Byy1, alors B = oy Br € p(F) et

BnA=|]J(BynA) e p(F)
keN
Ainsi, B € NV;.
La classe monotone Nj contient donc p(%#), mais comme on a 'inclusion inverse par définition de A7, on
déduit que Ny = p(F).
On a montré que si A € .F et B € p(.%) alors AN B € p(.%). Soit maintenant B € p(.#). Notons

No={Aep(F)|ANB € p(F)}.

Par la premicre étape, on a que Ny contient .%. On vérifie comme précédemment que N> est une classe
monotone, et on a donc N = p(F). Ainsi, si A, B € p(F) alors AN B € p(F). O

Exemple 7.2. L’intersection de deux pavés de R™ est un pavé de R™. Si # C Z(R") est la classe des
pavés, alors p(F) = o(F) = B(R").

Théoréme 7.13. Soit (X, ) un espace mesurable, et p, v deux mesures sur (X,.o). S’il existe
F C P(X) tel que

1. .7 est stable par intersection finie, et o(.%) = &7,

2. pour tout A € % on a u(A) =v(A),

3. il existe une suite croissante (Ey)ren de F telle que X = U Ey et u(Ey) = v(Ey) < 400 pour

keN
tout k € N,

alors pu = v.

Démonstration. La preuve procede en deux étapes :

Etape 1. Supposons, dans un premier temps que p(X) < +oo. Soit N' = {A € o | u(A) = v(A)} C o. Par
hypothése, N' O .%. Montrons que N est une classe monotone.

« X € N par I'hypothese 3.
« SiA,Bec N avec A C B, alors

WB\A) = u(B)—u(A)=v(B)—v(4) = v(B\4)

w finie v finie

et B\ AeN.
« Si A; € N pour tout ¢ € N et que A; C A;y1, alors

(U ) = ) = ) =+ 4).
€N €N

ieN A; € N.
On a bien montré que A est une classe monotone. Ainsi, par le Lemme des classes monotones,

NON(F)=o(F)=d 5N

Cela implique que |J

Donc N = & et les mesures i et v sont les mémes.

Etape 2. On ne suppose plus que X soit de mesure finie. Pour tout k& € N, on restreint u et v & E}, en posant :
VAe o/, u(A)=pu(ANE;) e vi(A) =v(ANEy).
Comme Ej, € .7, on a u(A) = vp(A) pour tout A € .Z. En appliquant I’Etape 1., on trouve que
ur(A) = (A) VAe o.
En prenant la limite quand k tend vers +oo, on trouve

p(A) = lim pp(A)= lim vx(A) =v(A)

k— 400 k——+4oc0

pour tout A € & et v = p.
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7.2.1 Caractérisation de la mesure de Lebesgue et autres conséquences

Les trois résultats suivants utilisent directement le Théoréme 7.13 ou le Lemme 7.12.
La caractérisation de la mesure de Lebesgue est une conséquence directe du théoreme 7.13 appliquée a la
classe des pavés de R™.

n

Théoréme 7.14. Soit 1 une mesure sur (R™, Z(R™)). Si, pour tout P = H[ak,bk] on a u(P) =

k=1
n
H(bk —ag), alors = Ay,
k=1
Démonstration. Voir la Proposition 5.17. O

Retour sur les mesures produit

Le théoréme d’existence et de caractérisation de la mesure produit a été admis au chapitre 5, on le montre
ici. Sa preuve utilise le théoréeme 7.13 pour la partie caractérisation, et le Lemme 7.12 pour montrer la
mesurabilité des fonctions z — v(E;,) et y — p(E ).

5o

Théoréeme 7.15. Soient (X, .o, u) et (Y, %,v) deux espaces mesurés o-finis.

1. il existe une unique mesure, notée p ® v, sur (X x Y, o/ @ A) telle que
VAe o/, VBe B, nuv(AxB)=u(Av(B). (7.2)

2. Pour tout E € o ® A, les fonctions  — v(E, ) et y — p(E ) sont mesurables et on a

5.

1 ® v(E) = /X V(Ey. )du(z) = / H(E. ,)dv(y)

Y

Démonstration. 1. Unicité. Par hypothese, il existe (Ag)ren et (By)ren telles que X = (J,cn Ar,
Y = Upen Br et pour tout k € N, Ay € &7, By, € B, Ay C Agq1, Br C Bryr, p(Ag) < 400 et
v(By) < +oo. Alors, X XY = (J, oy Er avec Ej, = Ay, x By pour tout k € N. Soient my, my deux
mesures sur (X x Y, & ® #B) qui vérifient (7.2). Alors,

« my et mo coincident sur la famille des rectangles mesurables, qui est stable par intersection
finie et engendre la tribu &/ ® 4.

o mi(Ey) = p(Ar)v(By) = ma(Ey) < 400 pour tout k € N.

Par le Théoréme 7.13 on a m; = mgy. Notons cette mesure (unique) g ® v. Cet argument montre
que toute mesure vérifiant (7.2) est o-finie.

2. Existence. L’idée est de définir u ® v par la formule
pev(E) :/ v(E;)du, pour E e o @AB.
b'e

De méme, on aurait pu utiliser la formule p ® v(E) = [, p(EY)dv, et I'unicité permet de voir
qu’elle définisse bien le méme objet.

Remarquons que v(F,) est bien définie pour tout € E d’apres la Proposition 4.12. Pour vérifier que
la formule (7.2) a bien un sens, il faut vérifier que pour tout E € o/ ® A, lapplication = — v(E,)
est o/-mesurable.

(a) Supposons tout d’abord que v est une mesure finie. Notons
M={EeAdRB|x— v(E,) est &/-mesurable } C &/ @ B.

Alors,

o M contient les rectangles mesurables : si E = Ax B, A € o/, B € %, on a v(E,) =
1 4(x)v(B). De plus, la classe des rectangles mesurables est stable par intersections finies.

- on vérifie aisément que M est une classe monotone :

(i) X xYeMecarv((X xY),) =1x(z)v(Y)=v(Y).
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(15) SSE,FeMet ECF,ona :

vI(F\E):) =v(F:\E:) = v(F)—v(E)

v finie

qui est une fonction mesurable, donc F'\ E € M.
(7i1) Si (Ep)nen est une famille croissante d’éléments de M, alors :

(U E)) = (UEDe) e S 2 ()

ne mesurable

est une limite de fonctions mesurables, donc est mesurable et | J,, oy En € M.

Par le Lemme des classes monotones , on a M = &/ ® 9. Ainsi, « — v(E,) est mesurable pour
tout F € &7 @ A.

(b) Si v est seulement o-finie, on écrit comme avant que Y = J,, .y Bn, et on applique le résultat
de (a) & la mesure v, définie par v,(B) = v(B N B,,) pour tout B € #. Comme v(E,) =
lim,, 4o Vn(FEy), on en déduit que z — v(E,) est mesurable pour tout F € & @ 4.

On peut donc définir

M®V(E):/1/(Em)duz VE € o @ B.
X

Reste & vérifier que u ® v est bien une mesure. Par construction, u ® v(0) =0, et u® v(A x B) =
u(A)v(B) pour tout A € o/ et B € . Si (Ey,)nen est une famille disjointe de &/ ® %, les {(En)z},en
sont aussi disjoints pour tout x € X, et on a

,u®z/( U En) = /Xu( U(En)w)d/m
= [ S vE) du

Retour sur le théoréme du changement de variable

Le résultat clé pour démontrer la formule du changement de variables dans R"™ est la proposition suivante
(admise au chapitre 5) :

Proposition 7.16. Soient U,V deux ouverts de R", et F': U — V un difféomorphisme de classe C.
Pour tout A € B(U) on a F(A) € B(V) et

M (F(A)) = [ |dex(Te(a))ldn(z).

Démonstration. On en trouvera une preuve (tres) complete dans [1]. Elle repose sur le Théoreme 7.13 et

consiste a montrer que les applications A — A, (F'(A4)) et A — / | det(Jp(x))|dAn(z) sont des mesures
A

sur (U, B(U)) qui coincident sur les pavés de R™ contenus dans U. La classe des pavés contenus dans U
est stable par intersection finie et engendre #(U), donc le Théoréme 7.13 permet de conclure que ces
mesures sont égales sur B(U). O
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