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Les espaces L et la mesure de Lebesgue sur R"

Espaces L”
Exercice 1. Soient (X, 7, 1) un espace mesuré, et p,q,r € [1,400] tels que % + é = %
Si f € LP(X,p) et g € L9(X, p), montrer qu'on a fg € L"(X, p) et |[fgll- < [[fll,llgllq-

Exercice 2. Inclusions entre espaces L?

1. Soit (X, .o, u) un espace mesuré tel que u(X) < 4o00. Si p,q € [1,+oco| vérifient p < g,
montrer que LY(X, u) C LP(X, p).

2. On considére N muni de la mesure de comptage. Si p, ¢ € [1, +oco] vérifient p < g, montrer
que P C (1.

3. On considére R muni de la mesure de Lebesgue et p, g € [1, +00] tels que p < ¢. Donner un
exemple de fonctions f € LP(R) telle que f ¢ LY(R), et un exemple de fonction g € L(R)
telle que g & LP(R).

Exercice 3. On considere R muni de la mesure de Lebesgue A;.

1. Pour tout n € N*, on note f,(z) = e "#l. Montrer que f, € L?(R) pour tout p € [1, +oc]
et tout n € N*. Calculer ||f,]],-
1

2. Pour tout n € N*, on note g,(x) = iz - Montrer que gy, € LP(R) pour tout p € [1, +o0]

et tout n € N*. Calculer ||g,||,-

3. On considere les normes ||.||; et |||z sur £ = L'(R) N L*(R). Ces deux normes sont
équivalentes sur E §'il existe 0 < a < b tels que al|f]|1 < ||f|l2 < b||f|l1 pour tout f € E.
Montrer que ||.||; et ||.||2 ne sont pas équivalentes sur F.

Mesure de Lebesgue sur R”

Exercice 4.
1. Soit D ={(z,y) € R* |z >0,y > 0 et 1 < 2* + y* < 4}. Calculer / 23:3/ sdxdy.
Dx°+Y
2. Soit B C R? la boule unité, et a > 1. Calculer dxdydz

1
/13\/a72+y2+(z—a)2

Exercice 5. Soient a,b > 1 et D I'ouvert de R? contenant le point (1,1) et délimité par les

droites d’équation y = ax et y = £, et par les hyperboles d’équation y = g et y = é

a’
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Pour tout (z,y) € R? on note u = zy et v = =. Montrer que (z,y) € D < (u,v) € J3, 0 x ]+, a]

et calculer A\y(D) en faisant un changement de variables.

Exercice 6. La fonction Béta d’Euler .
On considere la fonction B : R x R% — R définie par B(xz,y) = / 71 —t)v .
0

1. Montrer que la fonction B est bien définie et que B(z,y) = B(y,x) = 2 /5 sin?* 1 6 cos® 1 0do.
0
2. Soit U = R% x ]0,1][ et F': U — R? définie par F(u,v) = (uv,u(l —v)).
(a) Montrer que F est un difféomorphisme de U sur V = (R% ).
(b) Pour z,y € R%, soit I(z,y) = / s* 71y te~ (5t dsdt. Calculer I(z,y) en utilisant

(RY)?
le changement de variable (s,t) = F'(u,v) et en déduire que B(z,y) = Flffq?iél’))

3. Calculer B(1,1). En déduire I'() et T'(*%) pour tout n € N.

1
2

Convolution

Exercice 7. Soit f =1, 1.
1. Calculer fx fet fxfx*f.

(NI

2 9 )
ol 18] 1 15) ]
di T 1oL 1o |
0.5 4 0.5 . 0,5k_/\a
Okl - - . 1% O*l | | | 1a ij | | | 1*
- ’ 2 —2 0 2 —2 0 2
0 si|m|>%
3 32 si 21
On donnef*f*f(w): 2($2+ 26) S% i\x\ 1 5
x+§ Sl —§<ZL'<§
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2. On note f*™ = f**~1x f avec f*' = f et n > 2. Vérifier que pour tout n > 1, f** € L}(R)
et que || f*™]], = 1.

3. Montrer que pour tout n > 2, f** est de classe C" 2.

Exercice 8. Soient p € [1, 4+00[ et soit ¢ son exposant conjugué. Soient f € LP(R"), g € LI(R")
et h= fx*g.
1. Montrer que h(z) est bien définie pour tout x € R” et que h est une fonction bornée sur
R™.
2. Montrer que pour tout z,u € R™ on a h(x +u) — h(z) = (7_of — f) * g et en déduire que
h est continue sur R".
3. Soient A, B deux boréliens de R™ de mesures non nulles et finies. Calculer 14 *x1gd\,

Rn
et en déduire que 14 * 1 g est une fonction continue non nulle.

Pour s’entrainer, pour aller plus loin

Exercice 9. Soient ay,...,a, € R des nombres réels deux a deux distincts, et soit yu =
da; + -+ + 0, mesure sur (R, B(R)).
1. Soient f,g: R — R deux fonctions mesurables. A quelle condition nécessaire et suffisante
a-t-on f =g u—p.p. ?
2. Montrer que pour tout p,q € [0, +00] on a LP(R, u) = LR, p).

3. Montrer que LP(R, 1) est un espace vectoriel de dimension finie et en donner une base.

Exercice 10. Inégalité d’interpolation
Soient (X, 47, p) un espace mesuré, et p,q,r € [1,400] tels que p < r < q.

1. Montrer qu’il existe un unique a €0, 1] tel que £ = o+ l%q“.

2. Pour toute fonction mesurable f : X — C, montrer que || f||, < [|f[|4]|f]l:~¢. Que dit cette
inégalité sur les espaces LP(X), LY(X) et L"(X) ?

Exercice 11. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré pour lequel les parties de mesures non nulles
ont une mesure uniformément minorée : 0 < o = inf{u(A4) | A € & et u(A) > 0}.

1. Donner un exemple d’espace mesuré ayant cette propriété.
2. Soit p € [0, 400, et soit f € LP(X).
(a) Soit ¢ < ||fl||co- Montrer qu’il existe une partie mesurable E telle que pu(E) > 0 et
|f(x)] = C pour tout x € E. En déduire que /X |f|Pdp > CPa.

(b) Montrer que || f|le < Oé_%||f||p'
3. Soient p,q € [0,+00[ tels que p < ¢. En utilisant ce qui précede, montrer que [|f[l; <

11
ai || fl

4. Que disent ces inégalités sur les inclusions entre espaces LP(X) et LI(X) ?

Exercice 12.
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1
1. Soit D = {(x,y) € R* | z > 0 et z*> + y* < 1}. Calculer / dxdy.

D1+ 224192

z
/D Va2 + y?

2. Soit D = {(z,y,2) € R? | 0 < 2 < a et x* + y* < a*}. Calculer dxdydz.

Exercice 13. Soit D = {(z,y) €e R?* | 2z < y < 2v et © < y? < 2x}. Calculer / gd:ztdy en
DX

utilisant le changement de variables u = i, v =2

g[S

Exercice 14. Soient f,g € L'(R) deux fonctions paires. Montrer que f * g est paire. Que
peut-on dire si f et g sont impaires 7 Si I'une est paire et 'autre impaire 7

Exercice 15. Soient f et g deux fonctions de classe C! sur R, bornées et de dérivées bornées.
On suppose de plus que f € L'(R) et ¢’ € L*(R). Montrer que f * g est bien définie sur R et est
une fonction de classe C?.

Exercice 16. Extrait d’'un sujet d’examen
On considére R? muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue \3. Pour tout u, v € R3
on note [u, v] le segment d’extrémités u et v défini par [u,v] = {(1 —tu+tv ’ t €0, 1}}

Dans la suite on identifie R? & R? x R, on pourra

donc noter (z,s) les points de R?, avec x € R? et (0,1)

s € R.

Soit A € B(R?), le come Cy de sommet (0,1) €

R? et de base A est I'union des segments de R3

joignant (0,1) & un point de A x {0}: Cy =

UzeA |:(O> 1)7 (xa O)] . ]R2 A C R?

Montrer que C4 est un borélien de R3.

Pour tout s € R, déterminer (Cy) s = {x € R? ’ (x,s) € CA}. En déduire A\3((C4a) s)-
Calculer A\3(C4) en fonction de \y(A).

Soit & > 0. On note C4y, le cone de sommet (0,h) € R? et de base A : Cyy est I'union
des segments de R? joignant (0,/) & un point de A x {0}. Que vaut A\3(Cay) ?

5. En identifiant R"*! & R" x R, généraliser ce qui préceédes aux cones de R™™! de sommet
(0,1) € R" x R et de base A € B(R").

- w Do

Exercice 17. Extrait d'un sujet d’examen
1

On rappelle que la fonction béta d’Euler est définie par B(z,y) = / t"7 (1 — )Y~ dt et vérifie
0

ER - ['(2)T(y)
B(z,y) = B(y,z :2/2 sin?* 1@ cos® L dh = -2
(z,y) = B(y, z) ; Tz 1)
Pour a,b > 0, on note I, = / 12| y[* tdady, ot D = {(z,y) € R? | 22 + 1% < 1} est le
D
disque unité de R2.
1. En utilisant des coordonnées polaires, exprimer I,; a 1'aide de la fonction I'.

2. Méme question pour J, ;. = / 2|y |~ 2| dadydz, ot B est la boule unité de R3.
B
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