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Théorie générale de l'intégration

Intégrale par rapport a une mesure

Exercice 1. Soit (X, .o/, ;1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes :

1. Si f=aly+blg avec a,b € Ret A, B € &, alors / fdu = au(A) + bu(B).
X
2. Si f: X — Ry est mesurable et u(f_l({+oo})) =0, alors / fdp < +o0.
X

3. Soit f: X -R.Ona / fdu =0 si et seulement si f =0 u-pp.
X

Exercice 2. Mesures a densité Soit (X, 7, 1) un espace mesuré et ¢ : X — R, une fonction
mesurable. Pour tout A € .7, on note

v(A) :/X]lAgpdp.

La fonction ¢ est appelée fonction densité.
1. Montrer que v est une mesure sur (X, .«7).
2. Donner des examples de mesure & densité sur (R, 8, A1) et (N, Z(N), x).

3. On souhaite déterminer quelle est I'intégrale d’une fonction pour la mesure v.

(a) Pour toute fonction mesurable positive f : X — [0, +oc], montrer qu’on a / fdv =
X

/ fedup. On commencera par le montrer pour les fonctions étagées positives.
X

(b) Soit f : X — R mesurable. Montrer que f € Z'(X,v) si et seulement si fo €
LY (X, ). Lorsque c’est le cas, montrer que / fdv = / fedp.
X X

Théoremes limites

Exercice 3. Soit (X, .o/, i) un espace mesuré et f: X — R, une fonction mesurable. On note
A= f7H([0,1]), B=f7'({1}) et C = f7(]1, +00])

1. Déterminer lim frdu.
n—+oo J BUC

1
2. Montrer que la série » / f"du converge dans R si et seulement si 1 A 7 c Z1(X).
neN A -

3. On suppose que f € Z1(X), déterminer lim frdp.
n—+oo J AUB

Exercice 4. Soit f : R — C une fonction intégrable. Calculer 1_1}111 / f(x) cos™ (mx)dA ().
n oo JR

Exercice 5. Soit f une fonction intégrable sur (R, (R, ), A\1).
1. Montrer que lim fdh\y = 0.

T——+00 [CE,+OO[
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2. On suppose que f est décroissante. En déduire que f est positive et montrer qu’il existe
une constante C' telle que f(z) < £ pour tout z > 0.

3. Montrer que le résultat est faux si on suppose seulement f positive.

Exercice 6. On considere [—1, 1] muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue A;.
Pour tout n > 1, soit f,, la fonction définie sur [—1,1] par f,(t) =nl_ L 1,

2n°2n

1. Calculer la limite simple de la suite (f,)nen et la limite de la suite ( /

fnd)\1>
1] neN

Expliquer pourquoi ce résultat ne contredit pas les théoremes de convergence monotone et
de convergence dominée.

2. Soit ¢ : [=1,1] — R une fonction continue. Montrer que lim /[ ]gofnd)\l = ¢(0).
—1,1

n—-+o0o

Intégrales a parametres

Exercice 7.  Soit p une mesure finie sur (R, B(R)). Pour tout ¢ > 0 on note F(t) =
/arctan(ﬁt}du(az).
R
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1. Montrer que F' est bien définie et déterminer tliin F(t).
—+00

2. Montrer que F' est continue sur R,.

3. Montrer que F' est dérivable sur R* et exprimer F’ sous la forme d'une intégrale dépendant

d’un parametre. Indication : montrer que F' est dérivable sur tout intervalle de la forme
la, 400 avec 0 < a.

4. Donner une condition suffisante pour que la fonction F' soit dérivable en 0. Que vaut alors
F'(0)?

Pour s’entrainer, pour aller plus loin

Exercice 8. Soit f : R — R une fonction intégrable.

1. Montrer que pour tout x € R on a lim fdhy =0.

T—=+00 J[z—e,xte]
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2. Soient a,b € R tels que a < b. Que peut-on dire de lim fd\?

T—=+00 J[ax,bx)]

Exercice 9. Soit (X,.«, 1) un espace mesuré et f € Z(X, ). On suppose que 0 < f < 1 et

que / fdu = / f?dp. Montrer qu'’il existe une partie mesurable A € o7 telle que f(z) = 14()
X X

pour p presque tout x € X.

Exercice 10. Soit f une fonction intégrable sur R,. On suppose que f est décroissante, montrer
que f est positive et que 1_131 xf(x) = 0. Indication : utiliser la premiére question de [’exercice
x o0

5.

Exercice 11. Soit f : R — C un fonction Lebesgue intégrable sur R, et soit h € R’.. Pour tout
r € R, on pose ¢p(z) = / T oy dAs.
R

1. Montrer que la fonction ¢, ainsi définie est continue sur R.

2. Montrer que wl_l}riloo on(x) =0.

Exercice 12. Extrait d'un sujet d’examen Soit p une mesure finie sur (R, B(R)). Pour tout

1
t > 0 on note F(t) = /R T thdp(x).
1. Montrer que F' est bien définie et déterminer tngrn F(t).

2. Montrer que F' est continue sur R.

3. Montrer que F' est dérivable sur RY et exprimer F’ sous la forme d'une intégrale dépendant
d’un parametre. Indication : montrer que F' est dérivable sur tout intervalle de la forme
la, 400 avec 0 < a.

4. Donner une condition suffisante pour que la fonction F' soit dérivable en 0. Que vaut alors
F'(0) ?
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