Université de Montpellier Année 2023-2024

Examen

Durée 3h00. Les documents, la calculatrice, les téléphones portables, tablettes, ordinateurs ne
sont pas autorisés. La qualité de la rédaction sera prise en compte.

Exercice 1. Questions de cours

1. Enoncer le Lemme de Fatou et le Théoréme de convergence dominée. (1pt)

Théoréme 0.1 Lemme de Fatou. Soit (X, .o/, ) un espace mesuré, soit (fy)nen une suite de
fonctions X — R4 mesurables positives définies sur X. On a

lim inf(f, < lim inf n .
[ imint )i < imnt (i)

Théoréme 0.2 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (CDL). Soit (X, .o/, 1) un
espace mesuré et (f,,)nen une suite de fonctions intégrables sur X. On suppose que

(1) Convergence simple. Il existe f : X — C telle Vz € X, ngrfm fu(z) = f(x).
(77) Domination. Il existe g : X — R intégrable telle que Vn € N, Vz € X, |f,(2)| < g(z).

Alors, f est intégrable sur X et on a / fdpu = lim fndp et lim / |fn— fldu = 0.
X X n—+oo Jx

n—-+00

2. Pour f € L*(R) et y € R, donner la définition de la translatée 7,f et montrer que
7,/ € L*(R). Démontrer une expression qui relie la transformée de Fourier de 7,f et la
transformée de Fourier de f. (1pt)

On a (1, f) () = f(x —y) et en utilisant un changement de variable,
1

21 JR

/ Fly)e edy = e f(e).

T —a)e dr = f(y)(;zf’/(‘/+(1')£cly

Taf(€)

=7 b

677'(15

h V2T .

3. Soit f,g € L'(R) démontrer que f + g(&) = V27 £(£)§(€). (1.5pt)

Comme f,g € L*(R), f * g(x) est bien définit presque partout et f * g € L'(R). Donc f * g(€)
est bien défini pour tout £ et

— 1

06 = o= [ ([ 1z~ votwdy)e=aa.

Par le théoréme de Tonelli on obtient
/ f(z = y)g(y)e "¢ |dudy = / (/ |f(z — ;1/)\\.(1(;1/)\(1:%)@
JR2 JR VJR

-/ .q@(' [ 15 = wlaz)ay
=171 [, lotw)ldy

= [Ifll1 lgll; < +oo.
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Donc (z,y) — f(z — y)g(y)e ™€ est intégrable sur R? et le théoréme de Fubini donne

Frgle) = m/ ([ S = y)e )y,

Pour y fixé, le changement de variable z = x — y donne

Fra(6) = <= [Lo)( [ ree e veaz)ay

\/12*/(] e /f Gz dy
: j?? | /IR (y)e~¥E/2r F(€)dy
= V21 f(€)a().

4. Donner un exemple de fonction f : R — R telle que f € LP(R,Z(R), \;) pour tout
p>1let f¢& LY (R, B(R),\). Donner un exemple de fonction g : R — R telle que
g€ L' (R, B(R),\) et g ¢ LP(R, B(R), \) sip> 1. (1pt)

L’idée est de “jouer” avec les cas limites des criteres de Bertrand. Pour le premier exemple,

1
on peut prendre f(z) = { i

: . Pour le deuxiéme exemple, on peut prendre g(z) =
0 sinon
1 1
{:Llog()2 six S }0. 5[

0 sinon

Exercice 2. Linéarité de I'intégrale
Soient j1y et po deux mesures sur l'espace mesurable (E, 7).

1. Montrer que iy + pg est une mesure sur (£, .7). (1pt)
2. Montrer que si f : E — R est une fonction mesurable positive, on a :

/Efd(/h—l-/ubz):/Efdm-i-/Efd,uz
(2pt)

Nous allons démontrer le résultat en trois étapes.

(a) Si f est une fonction indicatrice i.e. f =14 avec A € 7. On a
/r Lad (1 + p2) = (1 + p2) (A) = pa(A) + p2(A) = /F Ladp + /F L adps.

Donc le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices.
(b) Si f est une fonction étagée positive i.e. f =31 a;la, (ota; >0et A; € T et A;NA; =1
si 7 #£ j alors

/(Z(uﬂzx) (1 + p2) =

M:

07/ La,d(p1 + p2)
< B

a; </ ]lA(l’,lll—i-/]lld/Iz)
1 E

a; /}5 Ta,dpa + Z / 1 4,dp2

(Z a/iﬂA,) dpy —|—/ <Z a,i]l/;?.) dpa.
=1 i=1

)

3

0]

1

:H

N
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—
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Le résultat subsiste donc pour les fonctions étagées.

(c) Si f est une fonction mesurable positive, alors il existe une suite croissante (un), oy de
fonctions étagées positives qui converge simplement vers f et le théoréeme de la convergence
monotone s’applique. Ainsi I’étape précédente entrainent

/E fd(pr+p2) = lm [ wupd(p1 + p2)

n—+oo J g

= lim </ undlul—&—/ ’un,d/,@)
n—-+00 E E

= lim Updpy +  lim / Updito
n—+oo J g n—+oo J g

fsf

Donc le résultat est démontré pour toute fonction mesurable positive.

3. Que dire pour une fonction mesurable de signe quelconque 7 Démontrer ou donner un
contre-exemple. (1pt)

D’apres la premiere question, nous avons les équivalences suivantes pour une fonction f: £ — R
mesurable,

fe L u+ ) & /E |fld(p1 + pe2) < +o0
‘i’/ \f\dll1+/ | fldpe < 400
E E

@/ | fldp1 < +o0 et / | fldpa < +o0
E JE

Pour une telle fonction, on a alors

/ Fd (i + o) = / Frd (us + pz) — / Fd (g + p2)
JE E E

—([rtdm+ [ rans) — ([ 1 dwr+ [ 5 dpa)
= </E frdm —/Ef_dm> + </E f+d/1/2—/Ef_d/L2>

= / fdui + / Fdps.
JE JE

Exercice 3. Convergence uniforme Soit (F,.7, i) une espace mesuré tel que p(F) < +oo.
Soit (f,)n>1 une suite de fonctions a valeurs réelles qui converge uniformément vers f : £ — R.

1. Montrer que

dim [ 1= fldp=o0.

(1pt)

Soit € > 0, il s’agit de montrer qu’il existe ng € N* tel que pour tout n € N* et n > ng, on ait

/ ‘fn - f‘ dﬂ’ <e
E
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Comme la suite (fy,) n>1 converge uniformément vers f, il existe alors ng € N* tel que pour tout
n € N* et n > ng, on ait

€

)

/ ‘f’n - f‘ dﬂ’ g €
E

2. Montrer sur un contre-exemple que le résultat est faux si u(E) = +o0. (0.5pt)

Donc pour tout n > ng,

- . . . - 7 - _ 1 e o ()| —
Pour le contre-exemple, prenons (E, 7, u) = (R, Z(R), \) et f, = 1, 4 oo Comme sup, g | fn(z)] =
1 la suite (fy,),cn+ converge uniformément vers 0 sur R mais

/' fal d\ = ZA(n, +o0]) = +00.

Autrement dit, la suite (fy), <, ne converge pas vers la fonction nulle dans (L'(E), || - [|1).

Exercice 4. Intégrale a parameéetre On considere 'application définie sur R, par

F e
= [T
(z) /0 142

1. Montrer que F' est continue sur R, et déterminer lim F'(x). (1pt)

T—+00

On pose pour tout (z, f) [0, +c[2, f(z,t) = 1+f2 L'Intégrale impropre [;™* it? dt converge

donc la fonction ¢ +— 7 tQ est intégrable sur [0, 4o0].
« Comme pour tout (x,t) € [0, +00[?, 0 < f(z,t) < H%’ F' est bien définie [0, 4o00].
o De plus, pour tout ¢ € [0, 400, z — f(x,t) est continue sur [0, +oo[ donc F' est continue
sur [0, 4o00].
e Soit (2y),cyn une suite quelconque qui tend vers +oo. Le théoreme de la convergence
dominée entraine que

+oo
lim F(z,) = / lim f(zp,t)dt =0.
J0

Tp—>+00 Tn——+00

2. Montrer que F est dérivable sur |0, +0o] et déterminer lim F'(z). (1.5pt) Indication : On

z—0t
pourra montrer dans un premier temps que F' est dérivable sur ]a,+oo[ pour tout a > 0.

o Montrons que F' est dérivable sur | 0,+oc[. Pour tout ¢ > 0, 'application z — f(x,t) est
dérivable et

Of(x,t) 2o at?
or 1+t

Soit a €]0, +oo] fixé, on a pour tout = > a,
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Or la fonction ¢ — e~ est intégrable sur [0, +oo[. Donc le théoréme de dérivabilité sous
le signe intégral entraine que F' est dérivable sur [a, +00]. Comme a est arbitraire, F' est
dérivable sur |0, +o0 et on a

, +o00 _t2efxt2
Fi(x) = ——dt
(@) /0 1+t2

o Déterminons lim F’'(z).
z—0F
Soit (), une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 , et posons f,(t) =
th—J:HtQ
1+t2
converge simplement vers la fonction ¢ —

. Chaque fonction f,, est continue (donc borélienne) et positive, et la suite (fn),~0
t2

Sl Donc le lemme de Fatou implique que

+o00 +o00
lim inf Jn(t)dt > / liminf f,,(t)dt = +oo,
0

n—+oo Jo n——+o0o

et donc

lim —F' (z,) = lim fn(t)dt > +oo

n—-4o0o n—+o0 /o

PR . / .
d’ou nEI-PooF (xp) = —00.

3. Vérifier que pour tout x > 0,

I +oo 2
F(r) = Flo)= = onl :/O L dt.

(1pt)

Pour tout = > 0, on a F(z) — F'(z) = [, e~ dt. En effectuant le changement de variable
u = ty/x, on obtient

F(z) - F'(z) = \/1:5 /(;+oc e~ du.

4. Etablir que, pour tout z > 0,

VT
F(z) =¢" (g - 2[/ e_tht>
0

et en déduire la valeur de I. (1.5pt)

L’équation différentielle précédente a pour solution F(z) = e*C(x) avec C'(z) = —%I, c’est-a-

dire que

C(z) = C(0) 1/: iﬁjdu — C(0) —2I /(;ﬁ e dt.

Par ailleurs C'(0) = F(0) = [;" 1+1t2 dt =7, d’ott

VT .
Flz) = e (” .y / etzdt>
2 0

Comme lim,_, o F'(z) = 0 d’apres la question 1, nécessairement 5 —2I 2 =0, soit I =

efS
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Exercice 5. Transformée de Fourier Dans cet exercice, les variables x et ¢ sont a valeurs réelles.

Le but est de calculer la Transformée de Fourier de x — 5 +1x2.

1. Calculer pour tout a > 0 la transformée de Fourier de £,(x) = e~%l. (1pt)

On a

/ 67'£:1'567(1|:I:\dm _ / (f:*i"‘fe‘l:rdx + / e*irl;fefa,mdx
JR JR JRY

= / e el dy + ‘ e AT Iy
R_ R
:/ e®(a=1) gy 4 e @(atig) go.
_ JRY
1 1 2a
=
a—1i§ a4+ a*+¢

On a donc an(f) = \/%? a22+a§2'

—itx

2. Soit a > 0et fo(t) = [g ¢

T e~?ldz. Calculer la limite de lim,_o f,(¢). (1pt)

Tout d’abord remarquons que
,—itz o —alx|

€ 1 1
1+a2 < 1+22 €L (R)
e*itfl:e*(l‘ft‘ e—itw

1422 cj) 1422

si bien que par convergence dominée on a fg(t) — V21 F (J — ﬁ) (t) (i.e. fq est, a un
a—
facteur v/2m pres, la transformée de Fourier recherchée évaluée en t).

3. Donner une expression de ; +1x2 en fonction de la transformée de Fourier de ¢; pour aboutir

a l’égahté fa(t) = f]R me_lyldy. (].pt)

D’apres la question précédente

1 1 .
I P
1+LL’272./R€ e

. efitscefa\w\ . .
JR 2 JR

1
2 Jre2

si bien que

Puisque
e~ elelvl qydr < +o0,

il vient finalement par le théoréme de Fubini et la question précédente

fa(t> - / Ci‘yl </ C”'Lv(/(gl’t‘[’e”'['d.’ll> dy
2 Jr JR

a
_ vl gy
= = =€ Y.
/R a?+ (y+1)? /
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4. En déduire la transformée de Fourier de x — ﬁ (2pt) On pourra utiliser le changement
de variable : s = ¥

D’apres la question précédente, et en utilisant le changement de variable suggéré, on a y = as —t

et
’ a
(1) = —lvlg
fa(t) ./Ra2+(y+t)2€ J
1

e ¥ dy

1
a/RlJr(y;’t)Q

1 1
— /_las_t‘ /»Z!
a /}R 1+ 32€ s

- e las—t|
== 72d8.
JR 1+
On remarque cette fois ci que
e~ las—t| 1 1
* | [ S w2 €L R),

e—las—t| e—ltl

° 1+82 a—0 1+827

et donc par convergence dominée, f,(t) —>0 me 1 et on en déduit finalement
a—r

1
— [T eIt
@(TH 1+I2)(t)—\/;e .




