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Durée 1h30. Les documents, la calculatrice, les téléphones portables, tablettes, ordinateurs ne
sont pas autorisés. La qualité de la rédaction sera prise en compte.

Exercice 1. Convolutions
1. Démontrer quessi f,g € L'(R) alors fx*g existe et est dans L'(R) avec || f * g, < |11 [l9ll;-
(2pt)
On souhaite démontrer que

1F* glly < [ Fllallglls- (1)

En effet, on observe que 'on peut appliquer le Théoréeme de Fubini-Tonelli car la fonction
(z,y) = |f(y)g(z — y)| est positive :

L (L 15wtz = lax )i = [ 151 ( [ loe -l dn) )anm)
=llglh

= llgl [ 1dx = 1flhllgls < +o0

Ainsi, I'application @ — [pn | f(y)g(2 — y)| dA\n(y) prend des valeurs finies A,-pp car son intégrale
est finie. On en déduit par I'inégalité triangulaire que f * g est elle aussi bien définie \,,-pp. Pour
avoir le controle sur la norme, on utilise directement 'inégalité triangulaire et la majoration que
I’on vient de montrer :

1529l = [ | [ 1wt = w]dr@ian < |

n

([ 17w)gte =)l dnnlo) )ara(a),
qui permet de montrer I'inégalité (1).

2. Donner la définition d’une suite régularisante de fonctions de R — R. Donner un exemple
explicite. Expliquer en deux phrases a quoi a servi, dans le cours, cette notion. (2pt)

o Soit p: R™ — Ry une fonction de C°(R"™) telle que p > 0, {x € R™ | p(x) # 0} C B(0,1)

et / pdA, = 1. On appelle famille régularisante les fonctions définies pour tout s > 0 par

: <L)
Ps:Tr—=>—pl—|.
STL S
e Soit ¢ : R™ — R définie par

o(x) = {exp (~rfa)  sillell <1

0 sinon.

Cette fonction est bien de classe C*°(R"™) comme composée de fonctions C*°(R"), et a
support compact. Dans la suite, on note p : R™ — R définie par

¢(x)
xT — 2
p(x) T o (2)
On a alors bien p € C(R™), p > 0, / pdA, = 1 et p a son support dans la boule de
Rn

rayon 1.
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o Les suites régularisantes sont utilisées pour approximer les fonctions de LP avec des fonctions
C* a support compact. Pour cela on utilise 'opération de convolution en faisant tendre le
parametre s — 0.

3. Etant donné ¢ € R, on pose f¢(r) = 51 4o0(() pour tout z € R. Soit a et B deux
nombres réels. Montrer I'existence et calculer le produit de convolution f, * fz. (4pt)

Remarquons d’abord que 'existence du produit de convolution de ces deux fonctions ne résulte
pas immédiatement des théoréemes du cours. En effet, si a et 3 sont strictement positifs, alors les
deux fonctions ne sont dans aucun LP pour p > 1. Elles sont dans LllOC , et aucune des deux n’est
a support compact. Ainsi, pour démontrer ’existence du produit de convolution, il faut montrer
que, pour tout x € R, la fonction y — ea(”"_y)]l[o’_s_x[(x — y)eﬁy]l[07+oo[(y) est intégrable. Mais
comme cette fonction est positive, il suffit de faire le calcul sans les valeurs absolues. On a alors :

frg(x) = /R g 4 ooi( — )P g ool (y)dy

= e™* +Ooe_ay]l (x — )ﬁyd
=e™ | e g pa(x — y)edy

Or, x —y € [0, +o0[<= = > y. Il en résulte que, si z < 0, on a f x g(x) = 0. D’autre part, si
xz>20,ona:

"z
f*g(x) — o0 /0 C(ﬁ_a)ydy

ﬂ%@ (6[3:1: o ea:l;) si ﬁ ?é o

sinon.

Exercice 2. Soient «, 8 > 0. On définit le domaine
Das={(z,y) e R* | y* — ax <0 et 2 — By < 0}

1. Représenter le domaine D, 3 sur un dessin et déterminer les points d’intersection des
courbes introduites dans le domaine. (2pt)

La courbe d’équation y? — ax < 0 est une parabole de sommet I'origine et d’axe de symétrie
la demi-droite (Oy) alors que la courbe d’équation z? — By < 0 est une parabole de sommet
l'origine et d’axe de symétrie la demi-droite (Ox). Les points d’intersections de ces paraboles sont
(z,y) = (0,0) et (x,y) = (a/332%/3,a%/331/3). En effet en combinant les inégalités, on déduit
y* = o22? = o?By donc y = 0 ou y® = a?f soit y = a?/36Y3 . Siy = 0 alors z = 0 et si
y = /363 alors & = y2a = a/35%/3.
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2. Justifier que G : (u,v) — (v®v, uwv?) est un C* difféomorphisme de R% x R* dans lui-méme.
(2pt)

Le systeme d’équations

xzu%, y:uv2, u>0, v>0

admet 'unique solution suivante ou z > 0 et y > 0

w= By 1By = 231/,

Les fonctions

(u,v) = (WPv,uv?), (z,y) — (@ 3y 1/3, 42 35=1/3)
sont toutes les deux de classe C™ sur (R )? et inverse 'une de 'autre donc G est bien un C!
difféomorphisme de R* dans lui-méme.

3. En utilisant le changement de variable induit par G, calculer

3,3
/ exp (—u> dXo(z,y).
Da,s Ty

(3pt)

Le nouveau domaine d’intégration est G1(D, 3) et est décrit par les conditions
1/
(1 = v?v? <oz = auv) & 0 < v < al/?

et
(22 = u*? < By = fu?) & 0 < u < B3,

Le déterminant de la matrice jacobienne de G vaut

2
9 = 3u’v? > 0.

2uv u
v 2uv

Les hypotheses de la formule de changement de variable sont remplies. En appliquant la formule
suivie du Théoreme de Fubini-Tonelli & notre fonction mesurable positive ainsi qu’en utilisant
I'intégrale de Riemann car la fonction est continue, on obtient

3 3
2+ . 2\ .
/ exp <—1 4 ) (1)\2(!1}, U) =3 exp (—u'j — 1)‘5> uZ/UQd/\Q (J, y)
Do Yy G~1(Dg,p)

.31/3
/
0

— 3 [M] 81/3 [M] (}'1/3
3 ; .
(1 — (3*04)(1 B (3*;3)
3 .

3

()(,1/
eXp(—u‘g)u2du / exp(fvj)'UQdu
Jo

0

Exercice 3. Cosinus et Sinus hyperbolique On rappelle que les fonction sinus et cosinus
hyperbolique sont définies, pour tout z € R, par sinhz = £=¢— et coshz = %

2
+o0o

On considere h : R} — R définie par h(z) = / e~ reoshtgy,
0

3
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1. Montrer que h est monotone. Calculer lim h(z) et liir(l) h(x). (3pt)

T—-+00

. 4 . ~ o (S —_ 2! cog
La fonction h est décroissante. En effet, z > 2’ entraine que e % sht < o=’ cosht

t € R;. La croissance de 'intégrale permet de conclure.

pour tout

Pour le calcul des limites :

e en x — 400, on peut appliquer convergence dominée. On se donne une suite (z,)pen qui
tend vers +o0o quand n — +o00. On a (a partir d'un certain rang) e™* cosht < g=cosht nour
tout x et qui est intégrable. Cela donne

+oo
lim h(x) = / lim e ®htgt =0
Jo

r——+00 T—+00
e en z — 0, on peut appliquer convergence monotone. On se donne une suite (zy)nen qui
tend vers 0 quand n — +4o00. La remarque précédente implique que la suite de fonctions

h,, = e~ *nsht oot croissante et on a

+o00 +00
lim h(x) = / lim e %ncoshigy — / 1dt =
0 0

z—0 n—-+o0o

+oo d
2. Calculer / h(xz)dz (On pourra commencer par montrer que / i 7.) (2.5pt)
0

R cosh s

En ce qui concerne l'indication, on utilise la formule de changement de variable :

du -
- —— = 2| arcte = 7TT.
/R coshs / 1+ e% R, 1+ u2 [arc ’Ln(u)}o 0

—x cosht

Le Théoreme de Fubini-Tonelli appliqué a (z,t) = e permet d’écrire :

40 400 +00 +00 ,—xcosht +oo
- _ —xcosht _ _C
/0 h(z)de = / (/O e dm)dt /0 [ — ] dt

=0

+oo T
/ cosh t 2 e cosh 2

ou l'on a utilisé la parité du cosinus hyperbolique.

3. On considere les intégrales suivantes :

dsdt dsdt dudv
I= L J= ot K= [
(R;)2 cosh s + cosht r2 cosh s + cosh t r2 cosh u cosh v

(a) En faisant le changement de variable (s,t) = (v — v,u + v), montrer que J = K.
(1.5pt)

1 -1
Le changement de variable est linéaire, de matrice < 11 > Le déterminant du Jacobien

est donc constant et égale a 2. On a

B dsdt B dudv
~ Jr2 coshs +cosht /R2 cosh(u — v) + cosh(u + v)
_ 4 dudv
RQP“ V4 e u+u_|_()u+b_|_()uu
4 dudv

Jr2 (6“ +67u)(6v +67U) -
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(b) Montrer que J = 41 et en déduire I. (1.5pt)

Encore une fois, on peut appliquer le Théoréme de Fubini-Tonelli car les fonctions en jeu
sont positives. Il suffira alors d’utiliser la parité (resp. imparité) de cosh (resp. sinh)

dsdt ds
J = _— _——)dt
®r2 cosh s + cosh t /R (/R cosh s + Cosht)

ds ds
—/ / +/ —)dt
R_ coshs+cosht R, cosh s+ cosht
ds dt
/R /R+ Cosh5+cosht) R (/R coshs—i—cosht) ’

d: dsdt
=4 (/ —9)dt:4/ 9—:4[.
Jr, \Jr, coshs + cosht J(r,)2 cosh s + cosh t

Maintenant on a d’apres ce qui précede et le Théoréme de Fubini-Tonelli (car I'intégrante
de K est scindable)

I:—:f _ = —
4 4 Jr2 coshucoshv 4

K 1 dudv 1(/]R du )2 w2

coshu

(c) Calculer /0+oo h(z)%dz. (2pt)

Remarquons que

h(:L’)2 _ (/R+ efmcoshtdt) (/R+ efwcoshsd8>

_ '/R-F (/R+ efw(cosh s+cosht)dt) ds

= / e—(coshstcosht) g1y
(R4)

On peut maintenant calculer en appliquant le Théoréme de Fubini-Tonelli

“+oo +o0o
/ h(z)*de = / ( / e*x(COShSJFCOSht)dsdt)dx
0 0 (R4)?
—x(cosh s+cosht) o 4o

+oo
_ (/ 6fa:(cosh s+cosh t)dx) dsdt — / [_ e dsdt
®)2 \Jo (R4)2 cosh s 4 cosht Jz=0

_/ dsdt _I_7T2
~ J®,)2 coshs+cosht) ~ 4~



