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CCI

Durée 1h30. Les documents, la calculatrice, les téléphones portables, tablettes, ordinateurs ne
sont pas autorisés. La qualité de la rédaction sera prise en compte. Le bareme est donné a titre
indicatif. Le sujet comporte deux pages.

Exercice 1. Questions de cours

1. Soit f : X — Y une application de X dans Y et 4 un ensemble de parties de Y. Démontrer
que o(f~1(€)) C f~1(o(%)). L'inclusion réciproque est-elle vraie ? (1.5pt)

Comme € C 0(%€), on a f~1(€) C f1o(%)). Comme f~1(c(%)) est une tribu, elle contient
o(f~4(¥)), autrement dit on a bien o(f~1(%)) C f~1(a(¥)).

2. Enoncer le Théoréme de convergence dominée. (1pt)

3. Soit u une mesure sur un espace mesurable (F,.A). On suppose que u(E) = 1. Montrez
que

B={XecA|uX)=0ouuX)=1}
est une tribu sur E. (2.5pt)

Exercice 2. Soient A la mesure de Lebesgue sur R et 1 = §_1 + 2d5. On munit alors (R? Z(R?))
de la mesure v = A ® p et considére la fonction f : R? — R définie par

_ )
f<x’y)_x2+y2+1
+oo 1
1. Soit a > 0. Calculer I'intégrale / 5——dx. (1pt)
-0 T+ a

Poser le changement de variable affine x = t\/a donne dans l'intégrale de Riemnann généralisée :

oo oo ] 1
/ de = / —Vadt = {
J =00

Jooo 2?2+ a (t?+ 1)a va

+o0

arctant

2. Le théoréme de Fubini, est-il applicable & la fonction f et la mesure v sur R?? (Justifier
la réponse.) (2pt)

D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli pour les fonctions mesurables positives,
/ |fldv = / / | fldu(y)dA(z) = / |f(x,—=1) + 2f(z,2)|d\(z) =
< /r F (e, —1)| + 2| f(2,2)| dA (@)
1 2
< , . 2— , I\(z
./L<i<:172+12+1+ (lfz+22+1>( (z)

1 4
<|—4=4+— |7 <00
<\@ ﬁ)l

Ainsi f est v-intégrable, et le théoréme de Fubini s’applique.
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3. Calculer alors l'intégrale /2 f(z,y)dv(z,y). (1pt)
R

Il donne

- }‘duf// flx,y) du(y)dA(z) = /(}‘(1 —1) 4+ 2f(x,2))d\(z) = <—+ 4r>7r

Exercice 3. Soit 0 < a < 1 et (r,)nen+ une suite de points distincts dans U'intervalle [0, 1]. On
considere la fonction ® : [0, 1] — [0, oo] définie par

O(x) = Z 1

————=& avec la convention que — = oo.
=n? e — 1| 0

1. Montrer que pour r € [0, 1], la fonction x +— |z —7r|~* est Lebesgue intégrable sur I'intervalle
[0, 1], et qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1 1
/ Lo e
0

x —r®
pour tout r € [0,1]. (2pt)

La fonction f est continue sur [0,1]\ {r}. Si 0 < e < r, alors

/r‘fc 1 4\ — _(7. o u(/)l ar—¢ B T,lfu o 617(1 - 1
o |z—r| l—a |, 1 -« 1 -«

Si0<e<1-—r,alors

/.1 1 D= |:(l o ,)1 u‘| 1 : (1 . T.)lfu o 617”’ _ 1
! r+e

rte | —1|® -« l-—«a S 1l-a

Ainsi [ |z — 7|~*d\ < 2=, et on peut prendre C' = =

-«

1
2. En déduire que / O (z)dA(x) < co. (1.5pt)
0

Comme intégration et sommation commutent pour les fonctions positives mesurables,

/ D(x dA_'/ Z" n2| d/\_zﬂz/ —2d\ < OZM:—W < 00

n>0 n>0 n>0

«

3. En déduire que ®(z) < +o00 pour A-presque tout x. (0.5pt)

Pour toute fonction mesurable positive f (ou Lebesgue inégrable), [ f < oo implique f < oo
presque partout. Comme ® est mesurable positive, on a ® < co\-presque partout.

4. Montrer que pour tout n € N* on a lim O () = +00. (0.5pt)

. I . . 1 _
Pour n > 0 on a lim,_,, ®(x) > lim,_,,, W2 = 00
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Exercice 4. Supposons que f: R, — R, est une fonction non-negative et Borel mesurable
satisfaisant a la condition

/ S F(B)AN(E) < oo (1)
R4
On étudie la fonction Jy : |—o00, 1] — [0, co[ définie par 'intégrale de Lebesgue

Ji(z) = /R A,

1. Montrer les assertions suivantes :

(a) La fonction Jy est a valeurs finies et continue sur l'intervalle |—oo, 1]. (1.5pt)

Pour z < 1et ¢t >0 on ae® < e. Par monotonie de l'intégrale,
Jp(z) = / & F(DAA(E) < / e F()dA(H) < oo
JrR>0 ,

De plus, e f(t)| < e f(t) pour tout z < 1, la premiére fonction est continue en z et la
deuxieme est intégrable en ¢t. Donc Jy(x) est continue.

(b) La fonction J; est deux fois dérivable dans I'intervalle |—oo,1[, et Ji(x) > 0 et

J}’(m) > 0 pour tout = < 1. Indication : Etant donné § > 0, on admettra qu’il existe
une constante Cs > 0 telle que (t + t2) et < Cset pour tout x <1 —0 ett > 0. On
pourra alors montrer le résultat pour v < 1 —§. (3pt)

Soit Cs = max {(5*1, 2(5*2} > 0. Alors pour t > 0 on a
ot e (6" 2
C()€ = CA Z ol > (f +1 )

n>0

Pour ¢t > 0 on a

<t + t2> et <t + t2> (1=t < Csedte(1-00t — (el

Pour tout 6 >0, tout z <1 —dett>0o0na
d /.

0< o (1) = te™ [ (1) < Coe' £ (1)
ox

et

92 L
0< 55 (e“f(t)) = 2e" £ (1) < Csel £(1)

Comme les dérivées sont positives et bornées par une fonction intégrable pour x < 1 — 4,
on peut dériver sous l'intégrale. Ainsi

T(w) = /K ) % (e 5) dre) = /K AN >0

et
. 2 .
T} (x) = o ((2”_;"(75))(1)\(7‘,) = / 26" f(£)dA() > 0

2
Jr, Oz JRy

L’énoncé en découle.
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2. Considérons dans la suite le cas particulier ou

(a) Montrer que h vérifie la condition (1). (1pt)

,—t

. . : : 1
eth(t)d\(t / ct;, AN (¢t :/ ——— dA\(t) = |arctan t]s® =
f, ermaxo = [ A = [ o O = farctant]

1+12

(b) Montrer que la fonction J, satisfait a 1’équation différentielle

1
J(x) + Jh(x) = )
1)+ (o) =
(1pt)
Pour § >0etz<1—-9ona
T () + Ju / 2et it = [ et an)
, e 7‘( e C
h ] R t R, 14 ¢2
ILZ 1 (z—1)t S(z—1)t o0 1
. S e A = |© .
JR, 1+1‘ r— 1 1—12



