PARTIE 1

1 ESPACE VECTORIEL

— Addition de 2 vecteurs
— Multiplication par un scalaire
— Propriétés de ’addition

— Propriétés de la multiplication par un
scalaire

— Propriétés déduites des précédentes

1.1 Sous espace vectoriel

1.2 Combinaison linéaire

1.3 Indépendance linéaire

1.4 Base d’un espace vectoriel
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PARTIE 1

1.5 Longueur, distance, angle, produit scalaire

— Intérét du produit scalaire

— Propriétés du produit scalaire

1.6 Décomposition en somme directe
2 PROJECTIONS

3 COORDONNEES DANS IR’
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1 ESPACE VECTORIEL

Addition de 2 vecteurs

v
U+V
U
Multiplication par un scalaire
3V
v
—0.5U O U
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-

Propriétés de ’addition

///// p+V=V4+¢=V
O
v
O V4 (=V)=¢
—V
%4 %4
V+U
U+V=V+U
U+V
O U
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Propriétés de ’addition

U
0
U+V
V \\\\\
S (U+V)+W

\/ \\\\\
W U+(V+W)

V+W N

U+(V+W)=(U+V)+ W
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Propriétés de la multiplication par un scalaire

2V 20U0+V)
4 U+V
a(U+V)=aU+aV
O U 2U
2.5V
2V
. (a+pB)V =aV +pV
0.5V
/
O

(af)V = (V)
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Propriétés déduites des précédentes

1. (a+pB)U =aU + U

2 T (a+p)U =0.U
st B = :é{@U+ﬁU:aU+Cﬂ%U:¢
Y
o.U =¢
2. a(U+V)=aU+aV
— a(U +V) = ag
soV=-U {@U+@V:@U+Cﬂﬂﬂz¢
Y
ap = ¢
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1.1 Sous espace vectoriel

>

Dimension = 2

Dimension = 3

N
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1.2 Combinaison linéaire

/ 1L6(U+V)

V06U / /V/ ///
N
3 /O\/u/ —
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1.3 Indépendance linéaire

e

. . /7
Ces vecteurs sont-ils independants ?

/
L
s

W

U, V et W sont-ils indépendants ?
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1.6 Décomposition en somme directe

Vi

B>

// V2
/ B]
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1.4 Base d’un espace vectoriel de dimension finie

. Une base d'un espace vectoriel est un ensemble de vecteurs
linéairement indépendants qui engendrent I'espace dans sa to-
talité.

. Tout vecteur est défini de facon unique comme combinaison
linéaire des vecteurs d'une base.
. Un espace vectoriel a toujours une base (mais elle n'est pas

unique).

. Chaque base a le meme nombre d’éléments, ce nombre repré-
sente la dimension de l'espace.
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Définition du produit scalaire

1. <, > application de £ x E dans IR
2. < U,V >=< V.U >

3.<UU> >0

4. < U,U >= 0si et seulement si U = 0

. <aU +pBV,W>=a<UW >+ < VW >
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1.5 Longueur, distance, angle, produit scalaire

V-U V-U V+U
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Intérét du produit scalaire

. Longueur :

U] =< U,U >

. Distance:

V—-UP=<UU>+<V.V>-2<UV>

Angle (U], [V] # 0):

<U, V> <UV >
U|IV]  (<UU><V,V >)12

cost) =

. Orthogonalité :
U et V sont orthogonaux si et seulement si:

<UV>=0
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2 PROJECTIONS
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PROJECTION ORTHOGONALE

Direction de la projection
orthogonale de U sur P

Direction d’une projection
quelconque de U sur P
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3 BASE ORTHONORMEE DE R’

= I = I =
Base orthonormee : { |II| |2| 3| 1
<11’I2>=<11’I3> =<l I;>=0

Xg
3
i 13
|
‘\
/ II X1
Y
I
X s 2
2 /
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PARTIE II

GEOMETRIE ET STATISTIQUE

1 REPRESENTATION DES DONNEES

Les espaces des individus et des variables

2 LES RESUMES STATISTIQUES

Moyenne et variance

3 LES LIAISONS STATISTIQUES

Exemple: la liaison pression - température
Notion de corrélation

3 LES TESTS STATISTIQUES

Comparaison de deux populations

4 RESUME
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1 REPRESENTATION DES DONNEES

Exemple:

Un tableau de données
les lignes <= les individus
les colonnes <= les variables

var.l wvar.2

ind. 1 2 4
nd.2 4 3

mnd.3 6 5

Que peut-on représenter géométriquement ?
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dus et ’espace des variables

1v1

L’espace des ind

var.1

ind.l
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2 DES RESUMES STATISTIQUES

o
To ) , e
X = une variable observée sur n individus.
| Tn
.
J = | | le vecteur a n composantes égales a 1.
1

X la projection orthogonale de X sur J.

1
T = — Y x; la moyenne.
ni=1

| X|? le carré de la longueur du vecteur X
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Moyenne et variance

Y
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Moyenne et variance

<
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Moyenne et variance
Exemple: X' = [3 4]. Moyenne?

N
S
=
X
4+
35 +
Xj
J
b
f I
0 7 3 3.5

ind. 1
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3 LES LIAISONS STATISTIQUES

k‘\/
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3 LES LIAISONS STATISTIQUES

L1 Y1 21
ey 2 29 : :

- X = Y = y 4 = trois variables
Ly | Yn Zn

~ X;.Y; et Z; les projections orthogonales de X, Y et Z sur J.
— X', Y et Z' les variables X, Y et Z centrées.

Exemple: Soit le tableau suivant des pressions et des tempéra-
tures (degrés centigrade et Fahrenheit).

P T. Ty
ind.1 10 5 41
ind.2 20 15 59
ind.3 35 20 69

Quel angle exprime la liaison entre la pression et la
température?
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La liaison pression-température

N
=
S
20
ST T T T T T T P
15— P
A2 7 I
O Te |
L A |
__'; : :
| |
| |
5 il .
10 ind.l
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La liaison pression-température

N
=
£
N
W //\
s |
// ‘
0 |
/ T, ‘
4/77777 o o iz :
| |
| |
| |
| |
| |
20k —-—---- g | |
I s 7 . |
‘ SASF——=1 ‘
| Va4 D, '
} A,LffTC;,p/‘ } |
I (. | | | } |
A« L | |
; L 5 Ao 1 Al
‘ 204" | /" ind.1
(4 s
3 = |
| .
68 ———— —————- ————-
%
&
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Notion de corrélation
L’espace des variables centrées
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La liaison pression-température
L’espace des variables centrées

P T, Ty

ind. 1 10 5 41
ind.2 20 15 59

imnd.3 35 20 69

Centrons les variables

C

P T T

ind. 1 -11.7 -84 -15

ind.2 -1.7 1.7 3

ind.3 134 6.7 12
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La liaison pression-température
L’espace des variables centrées

ind.2
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Notion de corrélation
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Notion de corrélation
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Notion de corrélation
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Notion de corrélation
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3 LES TESTS STATISTIQUES
Comparaison de deux populations

— P et P, deux populations de moyenne p; et po
— Y le vecteur des observations (n; pour P, et ny pour P»)

— Jp et Jy deux vecteurs orthogonaux tels que:

< Ji,Jo>=0et J=J+Jy

[ Yit | 1] 0] 1]

Yin 1 0
Y21 : 0 i 1

L Y2ns | _O_ _1_ _1_
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Comparaison de deux populations
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Comparaison de deux populations

(Les deux populations sont identiques)
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Comparaison de deux populations

(Les deux populations sont différentes)
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Comparaison de deux populations
(Notion de test)
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4 Résumé

Représentation
géométrique

Expression
statistique

Vecteur X

Vecteur J

segment orienté

de O vers X

segment orienté

de O vers J

Vecteur X; = Z.J Projeté orthogonal

X = X

de X sur J

Carré distance
entre X et X

moyerlie

(n—1)x

variance
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4 Résumé

Représentation Expression
géométrique statistique
<X-X,Y-Y;>
X - X)|lY - Y]
Cosinus angle  Corrélation
X — X et simple
Y - Y, entre
XetY
Y = Y57
1 —
Y — Yp|?
ny + Ny — 2
Rapport Fisher
carres alet
distances ny + ny — 2
pondérées d.d.l.
par d.d.l. (si X et Y normales)
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PARTIE III

1 MATRICES

— Ranger des données
— Traiter des données

— Faire une transformation

2 MATRICES PARTICULIERES

— Matrice carrée

— Matrice nulle

— Matrice diagonale

— Matrice identité [

— Matrice J

— Matrice transposée: A’ transposée de A

— Matrice symétrique

o
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PARTIE III

3 OPERATIONS MATRICIELLES

— Addition

— Multiplication par un scalaire

— Multiplication de deux matrices

— Transposée d’un produit de matrices
— Trace

— Matrice idempotente

— Matrice inverse

— Notion de rang

— Déterminant d’une matrice
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1 MATRICES
Ranger des données

— Exemple : age, poids et taille de 5 individus

15 50 1607 li _ individ
2065 152) " lonne  une variable
25 63 175 B
22 55 180 -

0 70 167 Matrice (5 x 3)

— Notation
_ ay aip cccoap, 1
a1 Q2 - Gy
A: A(nxp) OUA(n7p)
. e .o CL.L']'
LGpl Qp2  * Oppl

A= [a‘ij]izl,---n et j=1p
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Traiter des données

— Exemple: age, poids, taille de 5 femmes

(15 50 1607
20 65 152
F=|25 63 175 Fisx3)
22 55 180
130 70 167

-~ Exemple: age, poids, taille de 5 hommes

(15 82 187]
20 65 179
25 78 175
H=15 5 175 Hizxs)
22 68 180

30 70 187

— Rechercher les liaisons age, poids, taille chez les femmes et chez
les hommes.

Comparer les résultats.
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Faire une transformation

Exemple : Faire correspondre a chaque homme X d’age (z), de
poids (z2) et de taille (x3):

- Un indice y; de risque de cancer.
- Un indice y» de risque d’infarctus du myocarde.

— Le produit de la matrice R des risques par unité d’age, de poids
et de taille par X permet d’obtenir le vecteur Y des risques y;
et ys.

Yiox1) = Rax3) X X3x1)
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2 MATRICES PARTICULIERES

Matrice carrée: M, )

W N
O W N
—_ DN

Matrice nulle: a;; =0V, j

00 0 0
00 0 0
00 0 0

Matrice diagonale: a;; =0si¢ # j

O O =
O N O
— O O
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Matrice identité [:a;; =1Viet a;; =0Vi # 3

o O =
o = O
— O O

Matrice J:a;; =1V, j

11 1 1
I 1 1 1
11 1 1

Matrice transposée : A’ transposée de A (a}; = aj; , Vi, j)

4 2 1
A= {—4 —2 —1}
4 —4
A = —2
I -1
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Matrice symétrique: a;; = a;; , Vi, j

— N
N DN
—_ = =

Une matrice carrée est symétrique si elle est égale a sa transposée

(A=A,

On n’écrit en général que la partie triangulaire haute ou basse.
Soit :

4 2
2
4
2 2
I 11
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3 OPERATIONS MATRICIELLES

Addition

Soient A = [a;j] et B = [b;;] des matrices de méme dimension.
La somme de A et de B est une matrice C' telle que:

C = A+ B a pour éléments: ¢;; = (a;; + b;;)

Exemple:

1 0] [1 6] [14+1 0+46]
5 4 |3 1] [543 441
s 4| Tl2 5/7 842 445
3 2] |2 2| [3+42 242

Multiplication par un scalaire

4 x

DO DN =~ O

L oo Ut =
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Multiplication de deux matrices

k J
i A x Kl Byg
]
il C

A(nXp) B(p><m) — C=AxB

Les éléments de C', ) sont:

p
Cij = 2 g by
f=1
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Multiplication de deux matrices

Exercices : effectuer les produits

1 4 5 9 2
01 2 3
5 4 2 1 0

1 30

8

0 2 1
1 3 4 2 5
0 0
11 2 01

O W O Ut N
N — OO
_ O N = =

INRA - Formation statistique - Module A-54




Transposée d’un produit de matrices

Py
a=[ih] el
45)=|g 5
[ wel ]
pa=[® %= any
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Trace

11 2 1]
0 8 3 0
Donner la trace de A = L9 9 14
2 6 1 5
TT(A) = Ezf‘:laii

Matrice idempotente

Une matrice A(,.y,) est idempotente si:

AA=A

Exemple: A = {1 O]

0 0
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Matrice inverse

On appelle matrice inverse de A la matrice A~! telle que:
AAT ' =ATA=1

si A! existe, elle est unique, A est dite non singuliere

si A™! n’existe pas, A est dite singuliere

Exemple : Inverse de A = B (1)]7
a 1
a b] N b = 0
c d 20+c = 0
2b+d = 1

21l oo

Inverse d’une matrice diagonale?
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NOTION DE RANG

Nombre de vecteurs linéairement indépendants
Vecteurs-ligne (si n < p)
Vecteurs-colonne (si . > p)

Si tous vecteurs sont linéairement indépendants alors la matrice
est de plein rang.

Exemple:
10 0 0 Rang =3
A=10 12 0 <= matrice
0 0 20 de plein rang
10 10 10
B=115 15 15 Rang = 2
3 6 9
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DETERMINANT D’UNE MATRICE

Soit le systeme d’équations:
3x1 +5x9 +1x3 =7
201 +4x9 + dxg =4
lzy + 229 + 223 = 6

on l'écrit matriciellement :

35 1 7 7
2 4 5| x|ae| =4
1 2 2 T3 6

0

AX =1D

Si A est inversible alors le systeme d’équations admet une solution :

X=A"'B

Pour savoir si A~! existe, on calcule son déterminant.

det(A) # 0 <= A~ existe.
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Calcul du déterminant

Soit la matrice:
aipr a2 ais
A= as1 G2 423

asz; azz ass

det(A) = (]1G22033 + 012093031 + 413021032
—a13022G3] — 411023032 — Q12021033

Exemple:

3 5 1
A=|2 4
2 2

det(A) =24+25+4—-4-30—-20= -1

1- A de plein rang
A non singuliere <= 2- det(A) # 0
3- A7 existe
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PARTIE IV

VALEURS ET VECTEURS PROPRES

1 Notion de valeur et de vecteur propre

— Exemple: Symétrie par rapport a la 7ére bissectrice

— (Rénéralisation

2 Propriétés

3 Exercices

— Symétrie par rapport a la 7¢ére bissectrice
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1 Notion de valeur et de vecteur propre
Symétrie par rapport a la /¢re bissectrice

Soit lapplication f; : IR*> — IR?

01]

La matrice A; associée a f] est A = [1 0

Quels sont les vecteurs V; non nuls du plan tels que:

AV = MNWavee N\ e IR
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Symétrie par rapport a la /¢re bissectrice

Vi V:=Vi

V2=-Vi
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Généralisation

Soit :

— E un espace vectoriel de dimension n.

— A matrice.

V' € E, non nul, est un vecteur propre de A associ¢ a la valeur
propre A € IR si et seulement si A.V = \V.
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2 Propriétés

1. A une matrice carrée A d’ordre n sont associées au plus n
valeurs propres réelles.

2. Les valeurs propres sont les racines d'un polynome de degré n
appellé polynome caractéristique. Elles satisfont a I’équa-
tion: det(A — AI) = 0 avec I = matrice identité.

3. Si A est une matrice symétrique (cas des matrices d’inertie
et de variance-covariance):
— toutes les racines du polynome caractéristique sont réelles.
— Si toutes les racines sont positives la matrice A est dite
définie positive.
— 51 A; et A; sont deux valeurs propres distinctes les vecteurs
propres associés sont orthogonaux.
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3 Exercices
Symétrie par rapport a la /¢re bissectrice

Soit lapplication f; : IR*> — IR?

1

Y1

Vi =

01}

La matrice A; associée a f] est A; = [1 0

Rechercher les valeurs et les vecteurs propres de la matrice A7
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PARTIE V

MAXIMISATION-DERIVATION

1 Recherche des extrema

— Extremum d’une fonction

2 Dérivation

— Dérivée premiere

— Exemple

— Dérivée seconde

3 Recherche des extrema

— Exemples
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Extremum d’une fonction d’une variable

1. dérivable deux fois.

2. Calcul de f'(z)

f admet un extremum en z( €la, b = f'(xy) = 0.

3. Calcul de f7(z)

f(zo) est minimum si f"(xy) > 0
f(zo) est maximum si f"(xy) < 0

Contre exemples:

~ flz)=2% f(0)=0, pasdextremum en 0

~ flz)y=2* f(0)=0 f"(0)=0, minimum en 0

~ f(z) =z sur [0,1] , 0 est un minimum mais f'(0) # 0

~ f(z)=|z|, 0 est un minimum mais f non dérivable en 0
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2 Dérivation
Dérivée premiere

fiR"— R

—56'1_
)

| Tn |

b
g
=
v |
= Q>
e

I
Q
8
N

Q
k’3...
>
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Exemple

[ R — R
= 2 :
T9 — f(X) = a137 + ag sin(zy) + a3
Jf(X)
(9f(X) = L1
ox | ar)
(9262
M _ 2a11
0X  |agcos(zs)
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Quelques dérivées premieres

Soient

e n
T2 by

X = et B = :
Ly _bn

— Si pour tout X, f(X)=B.X = X".B alors:

0f(X)
0X =5
— Si pour tout X, f(X) = Constante , alors:
0]
af(X) _ |0
oxX |
_O_
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Quelques dérivées premieres

soit

T
F(X) = [z122 -+ - 3] ”72 = X'.X
alors
Of(X) _IX'X)

0X 0X
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Quelques dérivées premieres

F(X) =X

1=17

Aij.T4.25
1

n n

f(X) = an.x‘% + a19.21.29 + -+ -+ QA1,,.T1.2p,
+a21.22.71 + @22.1'% + st a9,.T9.7,
e+ QT

an ap e ar| |
f(X) _ [xlx:z o xn] . a1 CI,:ZQ .o a?n . 37‘2
(@ G2 Gun| [T
A
f(X)=X"AX
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Quelques dérivées premieres

F(X) =X AX

alors

Of(X) O(X.AX) ,
= S = AX + ALX

si de plus A est symétrique (A = A’) alors
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Dérivée seconde

Quand f(X) est une forme quadratique

FX) =X AX
af(X) _ :
oy = AX +ALX

alors

If(X) (AX+AX)
ox” — ox 4t

si de plus A est symétrique (A = A’)

0 f(X)
HX?

=2.A

C’est une matrice appelée:

matrice HESSIENNE (H)
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3 Recherche des extrema

f  IR" — IR 2 fois dérivable

EX 2
vecteur gradient : % et matrice hessienne: l% f (9X ]
: t T,0%;

Condition nécessaire pour obtenir un extremum de f(X) au point

X =X,

X=X,

Condition suffisante pour avoir un:

1. Maximum : matrice hessienne évaluée en X définie négative.

2. Minimum : matrice hessienne évaluée en X, définie positive.
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Exemples

Déterminer les extrema s’ils existent :

1. Soit f une application de IR? dans IR

flz,y) =2 +y°
2. Soit f une application de IR? dans IR :

flz,y)=—2" +22 —y* +4y — 7
3. Soit f une application de IR? dans IR :

flz,y)=2> -y’
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Exemple 1

Calcul du gradient :

of (z,y)

Iz (22
Jy

Recherche d’'un extremum :

3féij)

31?@;@0

Calcul de la matrice hessienne:

:O@(xvy):(ovo)

& flzy) O f(zy)

O flzy) O flz,y)| 10 2

La matrice hessienne est définie positive, le point (0, 0) est un mi-
nimumn.

,/
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Exemple 2
Calcul du gradient :
of (.
fé; Y) 2z + 2]
Jy

Recherche d’'un extremum :

3féij)

31?@;@0

Calcul de la matrice hessienne:

=0<:>(5L'7?J):(172)

O flzy) O f(zy)

La matrice hessienne est définie négative , le point (1,2) est un
maximum,.

,/
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Exemple 3

Calcul du gradient :

of (z,y)

Oz [ 2z
af(ZU, y) - —2y
Jy

Recherche d’'un extremum :

3féij)

31?@;@0

Calcul de la matrice hessienne:

:O@(xvy):(ovo)

O fla,y) O flz,y)

La matrice hessienne n’est ni définie positive ni définie négative.
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Application: Modele linéaire

Construction de la droite des moindres carrés sur une régression
linéaire simple

équation de la régression :

yi=axr;+b+e¢ 1=1,...n

n <
On cherche a et b minimisant Y €
=1

e = S[y; — (az; +b)]?
=1 =

1=1

4

4

on pose f(a,b) = 3 T i[y? — 2ui(az; + b) + (az; +b)?]
=1 i=1

INRA - Formation statistique - Module A-81




Application: Modéle linéaire (suite)

Calcul du gradient :

Jdf(a,b)
da
Ofga,b)
b

Recherche d’'un extremum :

S [~2yiz; + 22;(az; +b)]
1=1

é[ 2y; + 2(ax; + b))

df(a.b) — Y i+ Y@ i(az; +0) =0
a =0 — lzln zil

df(a.b) S i+ Y (ami+b) = 0
db i=1 i=1
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Application: Modéle linéaire (suite)

—Eyz‘xi—I—aZx?—Fbei:O
i=1 =1 i=1
—nY +naX +nb=20

Calculs intermeédiaires :

S (2 — X)?

1=1

Zn: (27 — 22, X + X

=1
ix?—Q)_(ixi—i—nXQ
=1 =1

S ol —nX?

=1

i [zy; — Y —y X + XY]

1=1

S iy — nXY —nXY +nXY
1=1

Sz — nXY
1=1
(2)
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Application: Modéle linéaire (suite)

En utilisant les équations (1) et (2), le systeme devient :

— ¢

— (= Xy — V) = nXY +a 3 (2, — X)? +anX’

B 1=1
+nbX =0
b=Y —aX

- +n(Y —aX)X :L_(l)
b=Y —aX
3 (i = X)(s = V)
a="=—
2 (2 — X)
b—Y —aX
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