2 Géométrie - Statistique - Probabilité

Objectif : Montrer que les concepts statistiques, probabilistes s’expriment géomé-
triquement.

2.1 Statistique et Géométrie

Soient (1, T2, -+, &), (Y1, Y2, ***» Yn), - - - respectivement n observations indépen-
dantes des variables X, Y, ... faites sur n unités statistiques différentes appelées
individus.

La statistique a pour but de répondre a des questions telles que :
e | - Quels nombres résument au mieux I'information véhiculée par les observa-
tions 7 Que valent ces résumés ?

o 2 - Quelle est I'intensité de la relation qui lie les variables 7 Comment peut-on
la mesurer a partir des observations ?

e 3 - Quelle est la fonction linéaire qui permet d’expliquer (resp. prédire) au
mieux une variable en fonction d’autres variables 7 Quelle est la qualité de
I'explication (resp. prédiction) ?

Pour répondre a ces questions on utilise le critere des moindres carrés exprimé d’'un

point de vue géométrique.
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2.1.1 Résumer des observations

D’apres le critere des moindres carrés, le meilleur résumé des n observations z;,
¢t = 1,--+,n est le nombre o qui minimise :

Z( o ()

Soit X le vecteur de coordonnées (zq, x3, ---, ,), J le vecteur de coordonnées
(1,1,---,1). La formule (1) s’écrit comme un produit scalaire :

<X —-al,X —al>= |X —aJ|

Le critere des moindres carrés signifie que parmi les résumés possibles, de la forme
a.J, on choisit celui qui est le plus proche de X (i.e., celui situé a la “plus petite
distance” quand on utilise le produit scalaire Euclidien).

Le point de J le plus proche de X est le projeté (orthogonalement) de X sur J.
On peut donc déterminer la valeur de « en explicitant la projection orthogonale au
moyen du produit scalaire. En effet, soit X; une projection quelconque de X sur J,
alors :

e X; = aJ pour tout a

e Parmi les projections de X sur J, il en existe une (la projection orthogonale

notée XJ) qui satisfait aux propriétés Py et Py du § 1.3 :
X; = aJ (2)
<X-X;,J>=0 (3)

Si on substitue (2) dans (3), alors :
<X-X;J>=<X-alJ>=0<=<X,J>=a<JJ>

En utilisant le produit scalaire Euclidien, on déduit que :

1

n n
in:anﬁaziz—in
. n —
=1 =1

On peut donc conclure que la moyenne d’échantillonnage (notée z) est le meilleur
nombre qui résume les données. Sur la figure 2.1 est représentée la solution suggérée
par la géométrie ainsi que la décomposition de X en deux composantes orthogonales
X, = 2 = (z, &, -+, 7) et I'erreur que 'on commet quand on résume les
données par z.
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Figure 2.1 : Ecart a la moyenne.

Si toutes les observations étaient identiques, X et J seraient colinéaires, on aurait
|E]? = 0 et X serait une constante . On interprete donc £ comme la variation des
composantes de X (X = zJ + (X — zJ)).

La décomposition correspondante des carrés des longueurs est obtenue en appliquant
le théoreme de Pythagore :

X—zJ < Y 2! = nd® + ) (2, —2)°

XP = 2P +

elle correspond a la décomposition classique de la somme des carrés.

|zJ|? est la somme des carrés expliquée par la moyenne d’échantillonnage, elle dé-
pend du nombre n d’observations.

|E* = |X — 2J|? est la somme des carrés des erreurs (SCE), elle dépend du
nombre n d’observations.

Le vecteur X = ZJ 4 (X — zJ) est dans un espace vectoriel de dimension n. On
dit que le vecteur z.J est dans un sous espace vectoriel de dimension 1 (engendré par

J) de 'espace vectoriel de dimension n car :

e J a toutes les propriétés d’un espace vectoriel (addition et multiplication par
un scalaire).

e .J est contenu dans I'espace de dimension n.

Le vecteur ¥ quant a lui est dans un sous espace de dimension n — 1 de 'espace de
dimension n car :

o I est dans le sous espace orthogonal a J (complémentaire orthogonal).

o La somme des dimensions de deux sous espaces complémentaires orthogonaux
est égale a la dimension de I'espace vectoriel qui contient ces sous espaces.
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La moyenne d’échantillonnage sera un bon résumé de I'information véhiculée par les
observations si chaque composante du vecteur E est petite (proche de zéro). Pour
apprécier cela, on estime la moyenne “par dimension” de la somme des carrés des
erreurs en divisant SCE par n — 1 (dimension du sous espace vectoriel qui contient
E). On obtient ainsi le carré moyen d’erreur (CME) :

Y _ |‘E’|2 _ 1 - =\2
CME = T Z(:z:z—:z:)

=1

on reconnait 'expression de la variance d’échantillonnage.

e Les dimensions des espaces sont appelées les degrés de liberté.

Illustration numérique

Soit le vecteur :

o

4

des observations faites sur deux individus (ind.1 et ind.2). Sur la figure 2.2 on a
représenté les vecteurs X, J et X; = zJ.

N
E
4 X
3,5
N
XJ
J
J2
| |
o Ji 3 3,5
ind. 1

Figure 2.2 : Repréesentation des vecteurs observations, moyenne et erreur.

On veut vérifier que :

IXP? = |X52 + [X - X,
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Pour cela, on calcule chaque élément de 1’égalité précédente. Soit :

X =< X, X >= 3>+ 4° =25
. [3,5
%o =[]
IXJ)2 =< X5, Xy >= (3,5)2 + (3,5)% = 24,5
X — Xy =<X - X5, X - X;>= (3-3,5)7+(41-3,5)% = 0,5

(X5 +1X = X5P = 245405 = 25 = |X[

2.1.2 Mesurer des liaisons

Apprécier 'intensité de la relation qui lie deux variables X et Y consiste a mesurer
Iinfluence des variations de X sur Y.

Ces variations liées de X et Y sont appréhendées a partir des composantes ortho-
gonales a J (X — X; = X—azJetY -V, =Y — yJ), la mesure utilisée est le
cosinus de 'angle 0 entre ces composantes (figure 2.3). Cet angle 0 est insensible a
tout changement d’échelle ou translation sur X ou Y, son cosinus n’est autre que le
coeflicient de corrélation simple de X et Y.

Le produit scalaire de X — zJ et Y — yJ divisé par les degrés de liberté appropriés
(n — 1) n’est autre que la covariance d’échantillonnage de X et Y.

Y

Figure 2.3 : Coefficient de correlation simple.

D’un point de vue tres général :
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o les différentes mesures d’intensité des relations entre des variables X, Y, Z,
- sont appréhendées dans le sous espace vectoriel orthogonal a J.

o Le sous espace vectoriel orthogonal a J est le sous espace vectoriel des variables
centrées. Il permet de visualiser simplement les différents coefficients de cor-
rélation (corrélations simple, multiple et partielle).

On note :

X = X-2J,Y =Y —yJet Z' = Z — ZJ trois variables centrées.
A”Z/, }A’é, respectivement les projections de X' et Y’ sur Z'.

X{NZ, la projection de X’ sur le plan déterminé par Y’ et Z'.

La figure 2.4 visualise dans I'espace des variables centrées :

o Le coeflicient de corrélation simple de X et Y. C’est le cosinus de 'angle que
font les vecteurs X' et Y’ (cos(0)).

o Le coeflicient de corrélation multiple de X et Y, Z. C’est le coefficient de
corrélation de X avec Y et Z considérés conjointement. C’est donc le cosinus

de 'angle des vecteurs X’ et X'y1z (cos(3)).

o Le coefficient de corrélation partielle de X et Y. C’est le coeflicient de corréla-
tion de X et Y quand l'effet de Z est éliminé. Le vecteur Z’ étant orthogonal
a X' — X’Zr et a X’y:g: — X’Z/, le coefficient de corrélation partielle est le
cosinus de 'angle que font ces deux derniers vecteurs (cos(a)).

Figure 2./ : Corrélations simple, multiple el partielle.
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Illustration numérique

Soit la matrice :

10 5 41
X =120 15 59
35 20 69

Les lignes représentent des individus (notés ind. 1, ind.2, ind.3), les colonnes représentent
des variables. De la premiere a la troisieme colonne on a les variables pression en
atmospheres (P), température en degrés centigrades (7.) et température en degrés
Fahrenheit (7). On veut vérifier graphiquement que :

- I'angle que fait T, avec P est différent de 'angle que fait 7y avec P
-les angles que font les variables centrées T et T avec P’ sont identiques.

Sur la figure 2.5 on a représenté les vecteurs T, Ty et P. On observe que T et T’
ne sont pas colinéaires.

ind.2

59

1

20

Tc

1
20, ind.1

35

Figure 2.5 : Representation de T, Ty et P.

Soient P’, T] et T'} les variables centrées. La matrice des observations centrées est :

~11,7 -8,4 -15
X =|-1,7 1,7 3
13,4 6,7 12

3
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Sur la figure 2.6 on a représenté les vecteurs des variables centr ées, on observe que
T? et T} sont colinéaires.

ind.2

Figure 2.6 : Représentation de T, T} et P'.

2.1.3 Expliquer ou prédire des variables
Considérons le modele de régression Y = a+ X + -+ dans lequel X, Y, .- sont
interprétés comme des vecteurs.

Le critere des moindres carrés consiste a choisir o, 3, - - - tels que |Y —aJ — X —- - |?
soit minimum.

Si P est 'hyperplan déterminé par J, X, - - alors la meilleure estimation de aJ +
BX + - est la projection orthogonale Yp de Y sur P. Pour mesurer la qualité de
lestimation on utilise soit SCE = |Y —Yp|? soit langle que font Y —Y; et Yp— Y.
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Figure 2.7 : Régression et coefficient de correlation multiple.

Sur la figure 2.7, on a représenté 'angle 3 que font les vecteurs Y — Vet Vp — Y.
Ces deux vecteurs sont dans le sous espace des variables centrées car ils sont tous
les deux orthogonaux a .J. Une fonction de cet angle peut donc servir pour mesurer
la qualité du modele utilisé. En particulier, cos*(3) qui n’est autre que le rapport
des carrés des longueurs des vecteurs }Afp - Y/J et Y — }Afj. 0052(5) est le carré du
coeflicient de corrélation multiple c’est, le coefficient de détermination que 'on note

R%.

Le coefficient de détermination est donc le rapport du carré de la longueur d’un coté
de l'angle droit et du carré de la longueur de 'hypothénuse du triangle limité par
les extrémités Y, Y et }J des vecteurs OY, O} et O}J Dans ces conditions, il
est clair, que le coefficient de détermination est, au méme titre que |Y — Y’p|2, une
mesure de la qualité du modele utilisé. En effet, le théoreme de pythagore permet lui

aussi d’ errlmer Ierreur que I'on commet quand on utilise un modele car |Y Y, 7|

est lié a [V — Y52 et |[Vp — V5|? par la relation |[Y — V52 = |V —=Yp|2 4+ [Vp— V5%
Notion de dualité

On illustre la notion de dualité sur 'exemple de la droite de régression (Bachacou

et al., 1981).

Classiquement, on estime les parametres « et 3 de la droite de régression de Y en
X sur un échantillon de n individus (y; = a+ fz;+¢€ ;¢ = 1,---,n) par la
méthode des moindres carrés, en se placant dans I'espace des individus (/R?) . Nous
allons montrer que ces estimations peuvent aussi étre obtenues en raisonnant dans
I'espace des variables (IR™). Soit :

e OY le vecteur de composantes (y1,- -, ¥i, ", Yn)
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e OX le vecteur de composantes (zy,- -, 2+, x,)

e OJ le vecteur de composantes (1,---,1,---,1)

Le probleme consiAste A trouver le vecteur OY = a OJ + f OX tel que |OY — O}Af|2
soit minimum (OY projection orthogonale de OY sur le plan défini par OJ et OX).

J

X

Figure 2.8 : Projection sur le plan XO.J.

On cherche a et 3 tels que :
OA = pOX et OB = aOJ

1 - I'stimation de o

On projette orthogonalement OV, OV, OX et OA sur OJ (figure 2.9). D’apres le
théoreme des trois perpendiculaires, Y et Y se projettent au méme point ¥ ; X et
A se projettent respectivement en X et A. De OB = AY (figure 2.8) et AY = AY
(figure 2.9), on déduit que :

OB = OY +YB = OY —QAcarYB = —0A

OB = O0Y —BOX = a = j-fB7

avec
n

y = lX:yi, T = lz:ﬂcZ (cf. §2.1.1)
=1 ni:l

n -
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X

Figure 2.9 : Projections sur O.J.

2 - Fstimation de 8

On projette orthogonalement Y, }A’, X et A sur le sous espace des variables centrées
orthogonal a O.J. On obtient les vecteurs OX’ et OY’ des variables centrées ainsi

que la projection orthogonale de A et de Y en A’ (figure 2.10).

Figure 2.10 : Projections sur le sous espace des variables centrées.
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La régression sur les variables centrées se résout en projetant orthogonalement OY”’
sur OX'. Comme OA’ est le projeté de QY sur OX', on écrit que le produit scalaire
des vecteurs OA" et OY' — OA’ est nul :

< OA,0Y' —0A' > = < BOX',0Y' — BOX' >
< BOX',0Y' —BOX'>= B<O0X',0Y' > -3 <0X',0X'>= 0

5 — <O0X',0Y' > <O0X',0Y" > L < OY',0Y" >1/2
< O0X,0X'> < O0X,0X' >V2< Y, 0Y' >/ 7 < OX',0X' >1/?

Q Sy

B = PS.

p est I'estimation du coefficient de corrélation, S, et S, les estimations des écarts
types des y et des . En effet :

<OX',0Y' > =) (zi—7)(yi — )

=1
<O0X',0X'>= > (z; —7)°
=1
<OY',0Y' > =) (yi — y)
=1
Le sous espace des variables centrées est de dimension n — 1 (degrés de liberté).

Les résultats ainsi obtenus sont identiques a ceux que 'on obtient quand on raisonne
sur 'espace des individus.

2.1.4 Comparer des populations

On veut comparer deux populations P; et P,. Soit Y une variable aléatoire observée

sur P, et Ps.
;oo }/1
v =y

On suppose Y] et Y; normalement distribuées :
Yy ~ N(py,07) et Yy ~ N(py,03)

On note y11, -+, Yin, €t Y21, -+, Yon, les ny et ny observations de Y; et Y;
respectivement.

Pour comparer les moyennes des populations P; et P, :

1 - On estime les moyennes (y; et wuy) et la variance (o%). Soient y;. et y, les
estimateurs de py et py ; S7, S7 les estimateurs des variances des populations Py,
P, et S? l'estimateur de la variance commune aux deux populations :
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Moyennes :

7=1 ni 71=1 UP)
Variances : ) . ,
¢z _ Wm0 S (2 —y2)
1 = — Y2 = — 1\
j=1 (n1—1) j=1 (n2 —1)
Variance commune :
g2 _ (m = 1)S7+ (np — 1)57

TL1+TL2—2

1

Sy — ) + i(yzj — yz.)?

2 _ =1 =
5 = ny + ng — 2
2 -On utilise la statistique de test :
Y1. — Yo, 2 ny X ng o
P BeT¥e e X e
(i + ) U T8 )

T est la statistique de Student a ny + ny — 2 degrés de liberté.
Quelle est 'interprétation géométrique de la statistique de Student ?
Considérons le terme (y1. — y2.)S ™ ?(y1. — y2.) de T, il contient :

1 - Le terme (y1. — y2.)(y1. — y2.) qui n’est autre que le carré de la distance entre les
points moyens des deux populations P; et P;.

2 - Le terme S™2.

Donc dans T2, le carré de la distance entre les points moyens des deux populations
est pondéré par I'inverse de la variance commune aux deux populations.

Faisons le changement de variable y; = y;./S5 et y5 = y,./5 alors :

(1. — 92)S (. —v2.) = (y1. —v3)(ys. —v3)

Le deuxieme membre de cette expression est le carré d’une distance au sens ou nous
I’avons défini jusqu’a présent. On en déduit que le premier membre est aussi le carré
d’une distance. Comme une distance dérive d'un produit scalaire, on peut définir le
produit scalaire de deux vecteurs U et V par < U,V > = U'MYV avec U’ le vecteur
U transposé et M une matrice symétrique definie positive désignée sous le nom de
mélrique (ces notions seront définies ultérieurement).

Dans le cas qui nous intéresse, U = U' = V = y; —y, et M = S72. Ainsi,
le carré de la statistique de Student n’est autre (au coefficient nyny/(ng + ny) pres)
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qu'une distance au carré qui prend en compte la variabilité des observations par
le truchement d’une métrique dite intra-population. Cette notion de métrique est
essentielle en analyse multidimensionnelle (analyses factorielles, classifications). En

analyse de variance multidimensionnelle, on retrouve un équivalent de la distance
mise en évidence dans la statistique de Student, c’est la distance dite de Maha-
lanobis.

Comment poser ce probleme de test d’un point de vue géométrique ?

1 - On représente les variables par des vecteurs. Soit :

Yu Y. Y. M1 [17 '01
y = |¥m b vl gy = 1M ox = [ a2 Y
Y2 Ya. . 1 0 1
L Y20, | LY2. | Ly L1 L0 1]
Ces vecteurs sont dans des espaces vectoriels :
o YV € IR" (espace de dimension n = nj + ny).

e YreP (sous espace de IR" de dimension 2 engendré par X; et Xj).

Y’J € sous espace de P, de dimension 1, engendré par J.

o Y —Yp € Pt (sous espace orthogonal a P, de dimension n — 2).

A

» — Y € sous espace de P, orthogonal a .J, de dimension 1.

La représentation géométrique de ces vecteurs est la suivante (figure 2.11) :

Y

Figure 2.11 : Comparaison de deux populations Py et P;.
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2 - Pour chaque observation, on écrit que la valeur observée est égale a la moyenne
générale (m) plus un écart a la moyenne générale spécifique a chaque population
(my pour les observations de P; et my pour les observations de P,) plus un terme
d’erreur. Soit :

yu = m + m; + en
Ying, = M + my + €y
Yy = m + my + egq
y2n2 = m + m2 + 627’1.2

[’écriture matricielle de ce systeme est :

[ Y11 ] r1 1 07 [ en 1
m
ylnl — 1 1 0 X m1 + elnl
Y2 I 0 1 ‘ €21
. - ma .
_y2’n2- '1 O 1' _EZTLzJ

On I'écrit symboliquement : ¥ = X x O + F
Pour estimer les parametres (m, my, m;) et la variance (5?), on minimise :

E? = [V —Yp)? =<Y -X0,Y — X0 >

3 - Pour éprouver '’hypothese que les deux populations P; et P, sont identiques
(p1 = ,uz) contre 'hypothese alternative, elles sont différentes (u; # ), on évalue
|} 72 et |V — Yp|2 (si Py et P, sont 1dent1ques les écarts (my et my) a la moyenne
m sont nuls et Y se projette sur .J). Soit :

2

~ ~ A A A A ny Xn
Yp Y =<Yp—-Y,,Yp-Y;>= > (y.—y) = ~ = 2y — y)?
= ny + ny
(g, + )
avec = n n
Y. 1+ g 1Y1. 2Y2.
A~ i1 P
V —Yp|? =<Y —Yp, ¥V —Vp > = Sy — )2+ D (Y25 — y2.)?
j=1 7=1

On utilise la statistique F' de Fisher a 1 et ny +ny — 2 degrés de liberté :

Ve — Y5 )

F = 1 — (Y. — ¥2.)
Y - Vel SZ(L + L)

ny +ny — 2 o M
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Conclusion

1 - Les sommes des carrés sont des longueurs de vecteurs au carré.

2 - Les degrés de liberté sont les dimensions des espaces qui contiennent les vecteurs.
3 - L’hypothese testée est :

Hy : py = pp = p

Hy @y #=

Sous Hy, I suit une loi de Fisher F{y ,,, 1n,—2) degrés de liberté.

Si I est supérieure & une certaine valeur (lue dans une table) <= Si |Vp — Y7| est
grand, on rejette Hy.

4 - La statistique de Fisher a 1 et ny +ny — 2 degrés de liberté est identique au carré
de la statistique de Student a ny + ny — 2 degrés de liberté.

2.2 Probabilité et Géométrie

A condition de bien identifier les notions de vecteur et de produit scalaire, on peut
raisonner géométriquement avec des variables aléatoires (cf. § 1.2). Supposons

que nous avons des variables aléatoires X, Y, Z, .-+ conjointement distribuées
F(CE,y,Z, n )

2.2.1 Espérance mathématique

L’espérance d’une variable aléatoire est calculée par :
E(X) = /:ndF(:c)

avec I'() la fonction de répartition des variables impliquées.

Supposons que les variables aléatoires X, Y, ... ont pour moyenne E(X) =
px, E(Y) = py, ---. Ces variables aléatoires peuvent étre représentées par
des vecteurs qu’on peut additionner et multiplier par des scalaires. La quantité :

<X,Y >= E(XY) = /:cde(:c,y)

définit le produit scalaire de X et Y.

Ici, Iéquivalent du vecteur J (vecteur dont toutes les composantes sont égales a
1) est la constante 1. Par exemple, la projection d’une variable aléatoire X sur 1
doit étre telle que X; = al quelque soit « (cf. propriété P; du § 1.3) et telle que
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<X-X;,1>=0 (cf. propriété P, du § 1.3). On en déduit que E(X) = « de
telle sorte que px1 = px est la projection de X sur 1.

Le vecteur X — px est une variable aléatoire centrée.

2.2.2 Variance

Pour toute variable aléatoire X, < X, X > = F(X?) est la longueur au carré du
vecteur X. Le carré de la longueur de la variable aléatoire X — px est :

(X —pxP =< X —px, X —px >= BE(X —px)* = 0%

c’est la variance de X.

2.2.3 Corrélation

L’angle # que font les variables centrées X — px et Y — puy joue un role important

car .
<X—/'LX7}/_/'LY>

|X - NX||Y - MY|

représente la corréelation entre X et Y.

cos(0) =

Quand en théorie des probabilités on écrit :
var(X +Y) = var(X) +var(Y) + 2cov(X,Y)
on ne fait qu’écrire la loi du cosinus.

Dire que deux variables aléatoires ne sont pas corrélées est équivalent a dire que les
vecteurs correspondants sont orthogonaux. Les interprétations géométriques sont
analogues a celles qui ont été faites précédemment, la seule différence est qu’ici, on
interprete un modele théorique alors qu’en statistique, on interprete les données.

2.2.4 Espérance conditionnelle

D’un point de vue plus général, 'espérance conditionnelle de X sachant Y, Z, - -,
notée E(X|Y,Z, ), est identique a la projection de X sur un plan P déterminé
par Y, Z, ---. En fait, P est 'espace des fonctions de Y, Z, -+ - de carré intégrable,
il est fermé pour les opérations linéaires. C’est pour cette raison qu’il est interprété
comime un sous espace linéaire.

Considérons les trois propriétés des espérances conditionnelles :

E(X|Y,Z, ) est une fonction de Y, Z, - (4)
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EIE(X|Y.Z,-)] = E(X)  (5)

Si g est une fonction de Y, Z, - -, alors :
B(XglY,Z,-) = gB(X|V.Z,)  (6)
De (5) et (6), on déduit que si ¢g est une fonction de Y, Z, --- alors :
<g,X—-EX

Y. Z,)>=0  (7)

Donc, (4) dit que E(X|Y,Z,---) est dans le plan P, tandis que (7) précise que
X — E(X|Y,Z,--) est orthogonal a tout vecteur ¢ de P donc en particulier a
EX|\Y,Z, ).

L’espérance conditionnelle est donc I'analogue d’une projection (figure 2.12).

X-E(X/Y,Z,...)

Figure 2.12 : Espérance conditionnelle.

Les concepts géométriques permettent d’interpréter la projection Xp de X sur P
comme le point de P le plus proche de X. Ainsi, si Y, 7, --- représentent la
connaissance et X une valeur a prédire, alors la projection est la fonction de la
connaissance qui prédit le mieux X car elle donne le plus petit carré moyen d’erreur.

2.2.5 Variance et variance conditionnelle
Un autre théoreme de la théorie des probabilités dit que :
var(X) = var[E(X|Y,Z, )] + Evar(X|Y, Z, )] (8)
D’apres (5), E[X — E(X|Y,Z,---)] = 0 alors:
var[X — BE(X|Y,Z,-)] = EIX - E(X|Y,Z,--)]?
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Puisque la variance conditionnelle est la variance relative a la distribution condi-
tionnelle, (5) implique que c’est aussi égal a Elvar(X|Y,Z,---)]. Donc (8) s’écrit :

var(X) = var[E(X|Y,Z, )] + var[X — E(X|Y, Z,- )]

qui n’est autre qu'une extension du théoreme de Pythagore.

2.2.6 Exemple

Il y a différentes facons de démontrer qu'une combinaison linéaire de deux variables
aléatoires normales, indépendantes suit une loi normale (Anderson, 1958 pp. 19-24 ;
Mood, Graybill et Boes, 1974 pp. 185-186, 193-194). Cette démonstration proposée
par Hombas (1989) a pour objectif d’appliquer les notions de géométrie analytique
qui ont été présentées, elle a le mérite d’étre plus simple et plus imagée que les
démonstrations faites classiquement.

e Soient X et X, deux variables aléatoires distribuées indépendamment suivant
une loi normale centrée réduite N(0,1). Soit X = (X1, X3).

La densité conjointe de X; et X, est :
fx(z1,23) = (2m)reap(—(af + 23)/2)
—o0 < <00, —00 < Ty <00

e Soient X et X} deux autres variables aléatoires, indépendantes et distribuées
normalement N(0,1). Soit X' = (X7, X}).

La densité conjointe de X et X7, est :
Fxo(ah,ah) = (2m) teap(—(e + 27)/2)  (9)
—00 < ¥} < 00, —00 < Th < 00

e Dans les deux cas, les densités conjointes ont pour contours des cercles centrés
sur 0. Pour les espaces échantillons (X7, X3) et (X, X)) qui sont coplanaires,
les surfaces définies par les densités de probabilité coincident si z? + z} =
22+ 3. Une transformation (X, X;) — (X}, X}) qui satisfait cette condition
est la rotation orthogonale montrée sur la figure 2.13 :

X = Xicosl + Xysunb
X, = —Xjsind + Xycos (10)
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Figure 2.13 : Rotation orthogonale dans le plan.

e La factorisation de (9) donne :
fxo(ay,ah) = (2m) Peap(—ait[2) x (27) " eap(—a)/2)
Puisque X] ~ N(0,1) il en est de méme pour Xjcosf + Xysin ~ N(0,1). De
plus, X et X sont indépendantes.

e Donc les deux variables indépendantes, normalement distribuées N (0, 1), obéis-
sent a la propriété d’invariance rotationnelle suivante : la rotation ortho-
gonale d'un systeme de coordonnées déterminé par deux variables aléatoires
indépendantes N(0,1) préserve I'indépendance et la normalité.

Cette discussion prouve aussi que la variable aléatoire X’ = oy X; 4+ ap X5 avec of +

a; = 1, qui représente I'une des composantes de (10), est elle-méme normalement,
distribuée N(0,1).

Considérons maintenant les scalaires 3, et 3, et soient ay et «ay tels que :

NN E LT (BB
Ils satisfont a oz% + oz% = 1.
Ainsi, si X; et X, sont N(0,1), on déduit que :
X X
(51.X1 + B2X3) ~ N(0,1)

(BE+ B3)\/2
Donc :

B X1 + B Xy ~ N(0,a? +a?)
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Soient X et Y deux variables aléatoires normales indépendantes N(p;,0?), 1 = 1,2.
Alors, la variable 7 = 5, X + 3, peut étre écrite :

Z = proy(X —pr)]or+ Baoa(Y — pa)/ o2 + Brpr + Bape (11)

Les variables aléatoires (X — p1)/0q et (Y — p2)/o2 sont N(0,1). En appliquant a
(11) les résultats précédents, on déduit que :

Z ~ N(Bipr + Bapa, Bios + Bios)

La généralisation a plus de deux variables aléatoires est évidente.

2.3 Compléments bibliographiques

La présentation géométrique des concepts utilisés en statistique a fait 1'objet de
quelques articles. Elle a été initiée par Fisher (1915) avec son article sur la dis-
tribution du coefficient de corrélation, elle s’est poursuivie jusqu’a la parution de
larticle de Kruskal (1975) sur la géométrie des inverses généralisees. L'impopularité
relative de cette approche a pour origine l'idée fausse que géométrie est synonyme
d’abstraction alors que, au contraire, elle permet de mieux comprendre la significa-
tion des objets manipulés par la statistique. De ce dernier point de vue, les articles
de Herr (1980) et de Margolis (1979) présentent de I'intérét.
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2.4 Tableau résumé

Espace Expression géométrique Expression

vectoriel Représentation Forme analytique Statistique Probabiliste

Vecteur U  Segment orienté U = (uy,ug, -,u,) Données V. aléatoire U
de 0 vers U Uy, Uz, = Uy

Vecteur Segment orienté U — V = (uy — vy, Différences V. aléatoire

U-VvV de V vers U sy Uy — V) Uy — Uy, U-V

< U,V > Mesure de non uvy + - F Uy, Somme des EWUV)
orthogonalité produits

< U,U > Longueur au uf 4+ ul Somme des E(U?)
carré carrés

|U —V|*  Distance au (ug —v)? + - Somme carrés  E(U — V)?
carré différences

<U,V>=0 Orthogonalité : U/, V' perpendiculaires

all + 8V + -+ Hyperplans contenant O, Modeles Fonctions de

engendrés par U, V, --- all + BV + - carré intégrable

<U-U,V>=0 Projection de U sur P Meilleur EUWV,W,...)

V V dans P modele aU + BV + - -

Vecteur J  Segment orienté  J =(1,1,...,1) Constante Constante 1
incliné a 45° (1,1,---,1)

U — ;]2 S(u; —u)? (n — 1) x variance  Variance de U

d’échantillonnage de U/

<U-U; V-V;>

U0, VT Cosinus de  'angle Corrélation d’échantil- Corrélation
—UJl|\v=vs n n
entre U — Ujet V —Vj; lonnage de U et V' de U et V
<U—UJ,V—VJ>:0 U—O’JetV—VJ U et V non U et V non
perpendiculaires corrélées corrélées

Tableau 2.1 : Correspondance entre Espace vectoriel, GEométrie, Statistique el

Probabilité.
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