PARTIE 1V-B
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1 Notion de valeur et de vecteur propre

e Symétrie par rapport a la Iere bissectrice

e Généralisation
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1 Notion de valeur et de vecteur propre
Symeétrie par rapport a la Iére bissectrice

Soit 'application f; : IR? — IR?

La matrice A; associée a f, est A, =

01]
1 0

Quels sont les vecteurs V; du plan tels que :

A1V = MNWjavec A€ IR 7
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1 Notion de valeur et de vecteur propre
Symeétrie par rapport a la Iére bissectrice
(c¢f. paragraphe 4.4)

Soit f; l'application de IR? dans IR> qui & tout
vecteur V) associe son symétrique par rapport a la
1ere bissectrice. Le transformé d’un vecteur Vj de
coordonnées [zﬂ est un vecteur V5 de coordonnées
x To=1

[yﬂ telles que {yz:xll .

A cette application f; est associée une matrice :

0 1
4=l o

e On vérifiera au tableau qu’on a bien Vo = A;.V7,
2=[0 dlE -l
1 O LY Xy

Y2
e On recherche ’ensemble des vecteurs V; du plan
dont le transformé par f; est un vecteur coliné-
aire a V5. Autrement dit tel que :

V, = AV, avec X € IR.

c’est-a-dire [

168



Symeétrie par rapport a la Iére bissectrice

Vi V2=Vi

V:=-Vi
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Symeétrie par rapport a la Iére bissectrice

Deux ensembles de vecteurs satisfont a cette pro-

priéteé :

51] tels que y, = x,.
1

Ces vecteurs sont transformés en eux-meémes.

Pour ces vecteurs, on a A = 1.

e [.’ensemble des vecteurs [gﬂ tels que y, = —x;.

Ces vecteurs sont transformés en un vecteur de
sens Opposeé.
Pour ces vecteurs, on a A = —1.

e [.’'ensemble des vecteurs [

Ces deux ensembles de vecteurs sont appelés vec-
teurs propres de 'application f, (ou de la matrice
A,) associés respectivement aux valeurs propres
A=1¢et A= —-1.
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Généralisation

Soit :
e [/ un espace vectoriel de dimension n.

e A la matrice associée a ’application linéaire f
de E dans E.

V € FE est un vecteur propre de A associé¢ a la
valeur propre A € IR si A.V = AV.
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Généralisation

On insiste a nouveau sur 1’équivalence entre les
valeurs et vecteurs propres d’une application linéai-
re et les valeurs et vecteurs propres de la matrice

associée.
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2 Propriétés

e A une matrice carrée A d’ordre n sont associées
au plus n valeurs propres réelles.

e Les valeurs propres sont les racines d’un polyno-
me de degré n appellé polynoéme caractéristi-
que. Elles satisfont a 1’équation :

det (A—AI) =0 avec I = matrice identité

e Si A est une matrice symétrique (cas des ma-
trices d’inertie et de variance-covariance) :

— toutes les racines du polynome caractéristique
sont réelles.

— 51 toutes les racines sont positives la matrice
A est dite définie positive.

— 81 A; et A;j sont deux valeurs propres distinctes
les vecteurs propres associés sont orthogo-
naux.
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2 Propriétés
(c¢f. paragraphe 4.4.2)

a’ll a’12

a’21 a’22
valeur et un vecteur propre de A. Par définition

AV = AV. Soit :

, Aet V="

Y1

Soit une matrice A = une

G117 Qg2 | | L2 L1 AT

Az21 Q22| VY, Y, )\yl
d'ou {afllxl T Q1Y) = AL,
A1 X1 + A2y = AYy

o {(all — )\) T, + A2Y; = 0

(21T, + (CL22 - )\) Y, = 0

= A

On a la un systeme homogene qui admet des solu-
tions non nulles si et seulement si :
A, — )\ Ao

=0
A2y Ay — A

det

Les valeurs propres de A sont donc les solutions de
’équation det (A — ) =0 .
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3 Exercices
Symeétrie par rapport a la Iére bissectrice

Soit 'application f; : IR? — IR?

L2
Yo

Lo = 1Y,
Y = Iy

V.=

— V=

avec {
Ya

V2

0 1

1 O
Rechercher les valeurs et les vecteurs propres de la

matrice A; 7

La matrice A; associée a f, est A, = {

J
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Symeétrie par rapport a la Iére bissectrice
(On donne la solution au tableau)

e Les valeurs propres de la matrice A; sont les
solutions de I’équation det(A; — AI) = 0. Soit :

0—-Xx 1 1 |=-x 1
et 1 0TI 1 A
Il vy a donc 2 solutions A\; =1 et Ay = —1.

=\ -1=0

e Les vecteurs propres associés a la valeur propre
A1 = 1 sont tels que :

Dol Bl =[] = [

Y I .
Douy, =z, ; e Y

1
ﬁ]

V2
De méme les vecteurs propres associés a la valeur
L
propre )\2 — —1 sont tels que Yy, = —T, ; €, \{El
ﬁ

On retrouve bien les valeurs et les vecteurs pro-
pres trouvés intuitivement.
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L’exemple iris setosa

On a appelé W, la matrice d’inertie de la popula-
tion d’Iris Setosa

W, = {6.088 4.865]

4.865 7.046

e Pouvez vous écrire I’équation qui permet de cal-
culer les valeurs et vecteurs propres de Ws 7

e Qu’observe t’on si on trace dans le plan, a partir
du point moyen de la population, deux vecteurs
propres associés respectivement aux deux valeurs
propres de Wy 7

Formation Statistique - Module A - 1991 IV-B-7




L’exemple iris setosa
(¢f. paragraphe 5.6)

On ne demande pas de résoudre entierement I’équa-
tion, mais seulement d’écrire le polynoéme caracté-
ristique. On donne la solution au tableau.

On écrit det(W, — AI) = 0. Soit encore :

6.088 — A 4.865

4865  7.046 — A 0

(6.088 — \) (7.046 — \) — 4.865° = 0
Les valeurs propres de W5 sont solutions de :

A2 —13.134) +19.228 = 0
On trouve deux valeurs propres :
A = 11.455et Ao = 1.679

associées respectivement aux groupes de vecteurs
propres :
e les vecteurs V,= [?jﬂ tels que y, = 1.103x,

e les vecteurs V,= [zﬂ tels que y, = —0.906x,
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L’exemple iris setosa

largeur des sépales
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L’exemple iris setosa

On a représenté les données initiales (longueur des
sépales et largeur des sépales) de la population iris
setosa dans un systeme d’axes orthonormés.
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L’exemple iris setosa

largeur des sépales
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L’exemple iris setosa

Les vecteurs propres associés a la Iere valeur pro-

pre A1 = 11.455 sont de la forme [1-15(%331}‘

On peut par exemple tracer le vecteur [1_1103].

Les vecteurs propres associés a la 2iéme valeur pro-
pre Ao = 1.679 sont de la forme [_0';6016331].

1
On peut par exemple tracer le vecteur [_0_906].
On observe que ces 2 vecteurs sont orthogonaux
(on renverra aux propriétés vues au transparent
numéro 4).

On observe que les vecteurs propres associés a la
plus grande valeur propre de la matrice d’inertie
W5 semblent correspondre a la direction de plus
grande variabilité du nuage.

C’est une propriété générale qui va étre démontrée
dans la suite de ce cours.



