PARTIE II1I

1 MATRICES

e Ranger des données
e Traiter des données

e Faire une transformation

2 MATRICES PARTICULIERES

e Matrice carrée

e Matrice nulle

e Matrice diagonale

e Matrice identité [

e Matrice J

e Matrice transposée : A' transposée de A

e Matrice symétrique
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PARTIE II1I

3 OPERATIONS MATRICIELLES

e Addition

e Multiplication par un scalaire

e Multiplication de deux matrices

e Transposée d’un produit de matrices
e Trace

e Matrice idempotente

e Matrice inverse

e Notion de rang

e Déterminant d’une matrice
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1 MATRICES

Ranger des données

e Exemple : age, poids et taille de 5 individus

15 50 160] . Coa.
une ligne = un individu

2065 152 ne colonne = une variable

25 63 175 b —unewv

22 55 180 .

30 70 167 Matrice (5 x 3)

e Notation

ai; a2 aip |
azr Qa2 - a4
A=1--- v .. ... A(nxp) ou A(nm)
Ap1  aAp2 afnpj
A = [aij)
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1 MATRICES

Ranger des données
(c¢f. paragraphe 1)

e On montre sur un exemple que des observations
faites sur des individus peuvent étre rangées dans
un tableau. Les lignes se réferent aux individus
et les colonnes aux variables.

e On rappelle que le tableau ainsi construit s’ap-
pelle une matrice et que les lignes et les colon-
nes du tableau sont des vecteurs lignes et des
vecteurs colonnes.

e On donne les notations couramment utilisées.
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Traiter des données

e Exemple : age, poids, taille de 5 femmes

15
20
F=|25

22
30

50
65
63
55
70

160 |
152
175
180

167

Fi5x3)

e Exemple : age, poids, taille de 5 hommes

15
20
25
22
22

30

e Rechercher les liaisons age, poids, taille chez les
femmes et chez les hommes.

Comparer les resultats.

82
65
78
78
63
70

187 ]
179
175
175
180

187
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Traiter des données

e On prend I’exemple de trois variables observées
sur deux groupes distincts d’individus, des fem-
mes et des hommes. Les observations sont ran-
gées dans deux matrices H et F'. On précise les
dimensions de ces matrices.

e On dit que cette présentation des données est
pratique pour calculer, indépendamment sur cha-
que groupe d’individus, des variables statistiques
telles que des moyennes, des coeflicients de cor-
rélation, etc.

e On aurait pu superposer les deux tableaux. Dans
ce cas, les 5 premieres lignes se seraient référées
aux femmes et les 5 suivantes aux hommes. La
matrice ainsi eécrite aurait 10 lignes et 5 colonnes.



Faire une transformation

Exemple : Faire correspondre a chaque homme
X d’age (1), de poids (x2) et de taille (x3) :

- Un indice y; de risque de cancer.
- Un indice ys de risque d’infarctus du myocarde.

e Le produit de la matrice R des risques par unité
d’age, de poids et de taille par X permet d’ob-
tenir le vecteur Y des risques y; et yo.

Yox1) = Rax3) X X3x1)

e La transformation qui a chaque individu fait
correspondre les deux indices de risque est une
application linéaire.

e R est la matrice associée de 'application li-
néaire.
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Faire une transformation
(c¢f. paragraphe 3.9.4)

e [/ 'ensemble des hommes sur lesquels on a ob-
servé I’age x1, le poids x> et la taille x3. Soit
X1
L2
L3

X =

e I’ I'espace des couples Y avec y; le risque de
cancer et y, le risque d’infarctus du myocarde.

Y = {yl
Y2

® 111, T2, T13 respectivement les risques de cancer
associés a une unité d’age, de poids et de taille.
T91, 729, T93 respectivement les risques d’infarctus
du myocarde associés a une unité d’age, de poids
et de taille.

rin T2 T3
T21 T22 T23
La matrice R telle que Y = R.X est la matrice
associée a l’application linéaire f de E dans F
qui, a chaque vecteur de F, fait correspondre un
et un seul vecteur de F'.

R =
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2 MATRICES PARTICULIERES

Matrice carrée : M,y

1 2 1
2 3 2
3 0 1

0O 0 0 O
0O 0 0 O
0O 0 0 O

4 0 O
0 2 O
0 0 1
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2 MATRICES PARTICULIERES
(¢f. paragraphe 4.1)



Matrice identité [

1 0 O
0O 1 O
0 0 1

Matrice J : a;; =1V, j

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

Matrice transposée : A’ transposée de A

1 2 1
A=15 5 4
1 -
A=2 =2
1 -1
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Matrice symétrique

4 2 1
2 2 1
1 1 1

Une matrice carrée est symétrique si elle est eégale
a sa transposée (A = A’).

On n’écrit en général que la partie triangulaire
haute ou basse. Soit :

4 2 1
2 1
1
1
2 2
1 1 1
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3 OPERATIONS MATRICIELLES

Addition

Soient A = [a;;] et B = [b;;] des matrices de méme
dimension. La somme de A et de B est une ma-
trice C' telle que :

C' = A+ B a pour éléments : ¢;; = (a;j + b;j)

Exemple :
1 0] |1 6] [14+1 046
5 4 + 3 1| |5+3 4+1
8 4 2 5| [8+2 445
3 2] |2 2] |342 24 2]

Multiplication par un scalaire

1 0]
5 4

_ ?

4 x g 9 !
3 2]
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3 OPERATIONS MATRICIELLES
(¢f. paragraphe 4.2)
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Multiplication de deux matrices

(p xm)
(n xp) (n xm)
X BN
-
V. 7 R+

Afnxp) Bpsxm) — C=AXDB
Les eléments de C(, ) sont :

P
cii = X Qi by
i j
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Multiplication de deux matrices

e Un autre dessin plus classique peut étre fait au
tableau, c’est le dessin suivant :

e Multiplier ligne par colonne, c’est faire la som-
me des produits des termes de méeéme rang dans
la ligne et la colonne considérée.

e Préciser la contrainte sur les dimensions : le
nombre de colonnes de A doit étre égal au nom-

bre de lignes de B.
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Multiplication de deux matrices

Exercices : effectuer les produits

1 4 5 9 2
0O 0 1 2 3
5 4 2 1 0

N
co W
o O

0 2 1
1 3 4 2 5
8 2 0 0 0
1 1 2 0 1

S WO Ut N
N = OO O
_ O N =
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Multiplication de deux matrices

Solutions
1 4 5 9 2
O 01 2 3
5 4 2 1 0
1 3 0 1 4 8 15 11
2 8 0 2 8 18 34 28
0O 2 1 5 4 4 5 6
1 3 4 2 5
8 2 0 0 0
1 1 2 0 1

'3 7 10 4 11]
6 12 22 10 26
10 29 40 18 47
11 11 12 6 15
17 5 2 0 1]

_ O N =

O W O ot
= OO O
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Exemple du repas du laboratoire

6 personnes ont récapitulé leur consommation :

personne 1 : 1 biere 4+ 2 verres de vin

personne 2 : 1 apéritit + 1 biere + 1 digestif
personne 3 : jus d’orange + eau

personne 4 : 2 bieres + 4 verres de vin + 1 digestif
personne o5 : eau

personne 6 : 1 biere

Sachant que :

e Les titres des différentes boissons sont :
apéritif 20 °
biere 5°
vin 13 °
digestif 30 °

e 1 degré alcoolique : 10g/1

Quelle quantité d’alcool (g) ont-elles
avalées 7

Formation statistique - Module A - 1991 III-12




133



/

Solution

1 verre d’apéro

1 demi

1 verre de vin
1 verre digestif :

Personne

SO W~

oo oo+ O

:20clet20°= 40¢g
:25clet 5° = 125 ¢
:20clet13°= 26¢g

10clet 30°= 30¢g

Consommation g alcool

_ o N O = =

e
12,5
26
L 30 i

(64,5
82,5
0
159
0
(12,5 ]

SO = O O N
ool el -
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Transposée d’un produit de matrices

(A.B) = B.A'
Exemple :
A=y el
(A.B)—{z ;]
ey wefi
B’.A’:B glz(A.B)’
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Trace

SR
VLR U
1 Vil

Lo 8

R 2 B B

Donner la trace de : A =

=N W N

N =~ O =
Sy © OO -

Matrice idempotente

Une matrice A,y est idempotente si :

AA=A
1 O
Exemple : A = {O O]

QU = O =
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Trace

Matrice idempotente

L’idempotence est un concept important lié¢ a la
notion de projecteurs associés a une décomposition
en somme directe (c¢f. paragraphe 4.5).
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Matrice 1nverse

On appelle matrice inverse de A la matrice A~!

telle que :
AAT P =AT1TA=1T

si A~! existe, elle est unique, A est dite non singuliére

si A™! n’existe pas, A est dite singuliere

Exemple : Inverse de A = ; (1)] 7
a = 1
a b] N b = 0
c d 20 +c = 0
20+d = 1

21l o

Inverse d’une matrice diagonale ?
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Matrice inverse
(¢f. paragraphe 4.2)

e [.’exemple traité ici pourra étre repris apres avoir
vu le calcul d'un déterminant.

1 0
=12
« 1 =2 : ..
A* = {O ! ] (matrice adjointe)

/ 1 0 : .. .
A* = {_2 1] (matrice adjointe transposée)
det(A) =1 = A~' = L 47 = 4

B o det(A)”TT

e L’inverse d’une matrice diagonale D est une ma-
trice diagonale D™! avec pour éléments diago-
naux les inverses des éléments diagonaux de D.



NOTION DE RANG

Nombre de vecteurs linéairement indépendants
Vecteurs-ligne (si n < p)
Vecteurs-colonne (si n > p)

Si tous vecteurs sont linéairement indépendants alors
la matrice est de plein rang.

Exemple :
10 0 O Rang = 3
A=10 12 0 <> matrice
0O 0 20 de plein rang
10 10 10
B=|15 15 15 Rang = 2
3 6 9
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NOTION DE RANG
(¢f. paragraphe 4.2)
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DETERMINANT D’UNE MATRICE

Soit le systeme d’équations :

3x1+ 910+ 1w =7
201 + 4xo + dx3 =4
ley + 229 + 225 = 6

on 1’écrit matriciellement :

3 5 1 1 7
2 4 5| X o | = 4
1 2 2 3 6

0
AX =B

Si A est inversible alors le systeme d’équations ad-
met une solution :

X=A41'B

Pour savoir si A~! existe, on calcule son déterminant.

Si det(A) # 0 alors A™! existe.

J
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DETERMINANT D’UNE MATRICE
(¢f. paragraphe 4.2)

e On donne au tableau la notation suivante :

3 5 1
det(A) =12 4 5
1 2 2

e On rappelle les définitions suivantes :

— Le mineur de ’élément a;; de A est le déter-
minant obtenu en supprimant la ligne ¢ et la
colonne j de A.

— Le cofacteur de a;; est le mineur multiplié
par (—1)7+.

— La matrice A* des cofacteurs de A est appelée
matrice adjointe.

e On écrit (au tableau) le mineur de 1’élément
a1 = 3, le cofacteur de 1’élément a5 = 5 puis,
on en fait calculer un ou deux autres par les
stagiaires.
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Calcul du déterminant

Soit la matrice :

det(A) = aji1a20a33 + a12a93a31 + a13a21a32
—a130G22031 — Q110230432 — Q12021033

Exemple :

3 5 1
A=12 4 5
1 2 2

det(A) =24+25+4—-4—-30—20=—1

1- A de plein rang
A non singuliere <= 2- det(A) # 0
3- A~! existe
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Calcul du déterminant

e On peut montrer (au tableau) le calcul du dé-
terminant par la méthode des mineurs. Soit :

4 5
2 2

2 95

det(A) = 3 :

2 4
R A

1 2
det(A) =3 x(-2)—5x(-1)+1x(0)=-1

e On demande aux stagiaires de calculer le déter-
minant par la méthode des mineurs associés aux
éléments d’une colonne.
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