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1 ESPACE VECTORIEL

e Addition de 2 vecteurs

v
U+V

0, U

e Multiplication par un scalaire

3V

—0.5U O U
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1 ESPACE VECTORIEL

e On définit géométriquement un vecteur comme
un segment de droite caractérisé par une lon-
gueur, une direction et un sens (c¢f. paragra-
phe 1.1).

e On représente géométriquement 1’addition de 2
vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un
scalaire.

e On fait des digressions (au tableau) sur :

— L’égalité de 2 vecteurs (¢f. paragraphe 1.1.1).

— La différence de 2 vecteurs (c¢f. paragraphe
1.1.3).

e On donne la définition d’'un espace vectoriel :
collection d’éléments, appelés vecteurs, qui peu-
vent étre additionnés et multipliés par des sca-
laires.



e Propriétés de ’addition

y
//// b+V=V+o=V
O
y
© V+(=V)=¢
v
Vv v
VU
U+V =V +U
U+V - -
O U
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Propriétés de I’addition

Les propriétés de ’addition et de la multiplication
par un scalaire sont données au paragraphe 3.1.

e Existence d’un vecteur nul (¢).
e Existence du vecteur —V (I’opposé de V).

e Commutativité de ’addition.
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Propriétés de I’addition

L (U+V)+W

w U+(V+W)

V+W % !

U(V+W)=(U+V)+W
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Propriétés de I’addition

e Associativité de 1’addition.



Propriétés de la multiplication par un
scalaire

2V 20U + V)

a(U+V)=aU+aV

(a+ B)V =aV + gV

(aB)V = a(BV)
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Propriétés de la multiplication par un
scalaire

e Associativité de ’addition par rapport a la mul-
tiplication :

— Des vecteurs.
— Des scalaires.

e Associativité de la multiplication.
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Propriétés déduites des précédentes

(a+ B)U = aU + pU

- (a+ B)U =0.U
s f=-a aU + BU = aU + (—alU) = ¢
Y
o.U = ¢

a(U+V)=aU+aV

s a(U+V)=aV
suV=-U :>{04U—|—ch:ch—|—(—ozU):<b
Y
ap = ¢
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Propriétés déduites des précédentes
(¢f. paragraphe 3.1)

L’objectit est de montrer qu’il est possible de dé-
duire des regles de travail a partir des propriétés de
I’addition et de la multiplication par un scalaire.
On montre que :

e La multiplication d’un vecteur par zéro donne
le vecteur nul.

e La multiplication d’un scalaire par le vecteur nul
donne le vecteur nul.

e La multiplication d’un vecteur par —1 donne le
vecteur opposé.
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1.1 Sous espace vectoriel

Dimension = 2

Dimension = 3

O fi X

/ Dimension = 1 j
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1.1 Sous espace vectoriel

Un sous espace vectoriel est un sous ensemble de
vecteurs d’un espace vectoriel, tel que les opérations
(addition, multiplication par un scalaire) sur les
vecteurs du sous espace donnent des vecteurs ap-
partenant eux-mémes au sous espace vectoriel.

Exemples :

e Le sous espace dont le seul élément est ¢.

e Une droite passant par l’origine est un sous es-
pace vectoriel du plan.

e Un plan contenant l’origine est un sous espace
vectoriel de ’espace a trois dimensions.

Remarque :

Un sous espace qui ne contient pas l’origine n’est
pas un sous espace vectoriel. C’est un sous espace
affine (c¢f. paragraphe 3.7).
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1.2 Combinaison linéaire
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1.2 Combinaison linéaire

e Soient U et V' deux vecteurs, non colinéaires, du
plan.

On indique que les vecteurs V —0.6U, 1.6(U+V)
et 1.6U — V', construits a partir des opérations
de multiplication par un scalaire et d’addition,

sont des combinaisons linéaires des vecteurs U
et V.

e On donne la définition d’une combinaison linéaire
(c¢f. paragraphe 3.2) :

V' est une combinaison linéaire des vecteurs Uy,
Us, ---, U, s’ll existe des scalaires a1, ao, - - -, ay,
tels que :

V = C¥1U1 + CVQUQ + ...+ Cann
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1.3 Indépendance linéaire

f=""]

. . /7
Ces vecteurs sont-ils independants ?

/
S

W

U, V et W sont-ils indépendants ?
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1.3 Indépendance linéaire

On définit I'indépendance linéaire (¢f. paragraphe
3.4) :

Aucun vecteur ne peut étre exprimé comme une
combinaison linéaire des autres vecteurs.

e Dans le premier cas de figure, chaque vecteur
représenté dans le plan peut s’exprimer comme
une combinaison linéaire des deux autres. Ces
vecteurs sont linéairement dépendants.

e Dans le deuxieme cas de figure, aucun vecteur
ne peut etre représenté comme une combinaison
linéaire des deux autres, ils sont linéairement
indépendants.
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1.4 Base d’un espace vectoriel

e Une base d’'un espace vectoriel est un ensemble
de vecteurs linéairement indépendants qui en-
gendrent ’espace dans sa totalité.

e Tout vecteur est défini de fagcon unique comme
combinaison linéaire des vecteurs d’une base.

e Un espace vectoriel a toujours une base (mais
elle n’est pas unique).

e Chaque base a le méme nombre d’éléments, ce
nombre représente la dimension de ’espace.
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1.4 Base d’un espace vectoriel

e Exemple : deux vecteurs U et V non colinéaires
forment une base du plan.

e On montre (au tableau) que tout vecteur est
défini de facon unique comme une combinaison
linéaire des vecteurs de base.

— Soit (U, V') une base du plan P.
—On suppose que : T'=aU + 8V = U+ 5'V
— On déduit que :
T-T =aU+ 8V —a'U -3V
— gbcv — YU+ (-0

— !
U et V indépendants — a=a

g=p
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1.5 Longueur, distance, angle, produit
scalaire

V-U V-U V+U
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1.5 Longueur, distance, angle, produit
scalaire
(c¢f. paragraphe 1.1.5)

e Notations :

La longueur du vecteur U est notée |U|
La distance de U a V est notée |V — U|

e Soit # 'angle entre U et V. Soit le triangle de
sommets O, U et V, la regle du cosinus permet
d’écrire :

U+ V)P = |U*+|V]*+2|U||V|cosh (1)
Si I’angle 6 est droit :
U+ V= U]+ V]

e Laliaison entre U et V est décrite par 2|U||V|cosb.
C’est cette quantité (au coefficient 2 preés) qui
est appelée produit scalaire des vecteurs U et
V', elle est notée : < U,V >

< U,V >=|Ul||V|cost
(1) = U+ V] =||UF IVIP+ 2< UV >
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Intérét du produit scalaire

e Longueur :
U =< U,U >

e Distance :

V-UP=<UU>+<V,V>-2<UV >

e Angle :
<UV> <UV >
UNIV] (< UV ><V,V >)1/2

cos) =
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Intérét du produit scalaire

On montre que le produit scalaire permet de cal-
culer des longueurs, des distances, des angles. Ces
propriétés sont énoncées au paragraphe 1.1.5.



Propriétés du produit scalaire

o < UV >=<V,U >

o< UU> 20

o < U, U >=0siet seulement si U =0

o< U+ VW >=a<UW >+0< VW >
e U et V sont orthogonaux si et seulement si :

<UV >=0
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Propriétés du produit scalaire

Les propriétés du produit scalaire sont énoncées au
paragraphe 1.1.5.
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1.6 Décomposition en somme directe

Vi

B:

V2
Bi
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1.6 Décomposition en somme directe
(¢f. paragraphe 3.8)

Soit ’espace vectoriel IR>.

Cet espace peut étre considéré comme la résultante

des deux sous espaces vectoriels suivants : la droite
D et le plan P.

Dans ce cas, on écrit que :
R°=D@P
On dit que IR’ est somme directe de D et de P.

On dit aussi que les sous espaces D et P sont
complémentaires.

On aurait aussi pu écrire que ;
IR° =D @ B, ® Bs

avec B et By deux vecteurs linéairement indépen-
dants (B; et By constituent une base) de P.

Ces notions se généralisent a plus de 3 dimensions.



2 PROJECTIONS

Direction de la projection
orthogonale de U sur P

Direction d’'une projection
quelconque de U sur P
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2 PROJECTIONS
(c¢f. paragraphe 1.3)

Soit U le projeté orthogonal de U sur le plan P.

Propriétés des projections orthogonales

e U est dans le plan P.

e U —U est orthogonal a tout vecteur V' de P.
U-U 1LV <=<U-U,V>=0

Autres propriétés

e U est dans P si et seulement si U = U.

e U est orthogonal a P si et seulement si U = 0.

e La projection de U sur P est égale a U

o« [UP =|UP+|U-UP

e De tous les vecteurs de P, U est le plus proche
de U.

caU+V =aU+V
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3 COORDONNEES DANS R’

‘11‘ = ‘12|= 13‘ =1

Base 0’th0n0’me,e.' {
l’ ’
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3 COORDONNEES DANS R’
(c¢f. paragraphe 1.4)

On considere 3 vecteurs unitaires :

1 0 0
L=|0| L=|1| I3=0
0 0 1

e Ces vecteurs sont orthogonaux :
< Il,IQ >=< 11,13 >=< IQ,Ig >=(

e IIs constituent une base. Tout vecteur X peut
s’écrire :

X =x11 + xols + 2313

e T, T2 et x3 sont les coordonnées de X pour le
systeme d’axes défini par Iy, I» et I3.

Ces notions se généralisent a plus de 3 dimensions.
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