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LA REGRESSION LINEAIRE SIMPLE

Résumé des principales commandes :

> reg_Im(tension"age,data=arter)
> summary(reg)

> plot(reg)

| Le probleme

1) Les donrees
On étudie la liaison entre I'age et la tension artérielle. On choisit a priori la
population étudiée, une population de femmes donnée, et 5 ages compris entre
35 et 75 ans. On tire aléatoirement une femme dans chaque sous-population
correspondant a chaque age, on observe sa tension artérielle.
Les données recueillies sont les suivantes :

AGE (X) TENSION (Y)
35 114
45 124
55 143
65 158
75 166

2) Choix de l'analyse

La tension artérielle est une variable mesurée, c’est une variable aléatoire. L'age
est une variable contrblée, fixée, elle n’est pas aléatoire. On cherche a exprimer la
tension artérielle, variable a expliquer, en fonction de I'age, variable explicative.
L’'age est la seule variable explicative, elle est quantitative, on met en ceuvre une
régression lidaire simple.

Cette méthode consiste a modéliser les données par une droite. Si la modélisation
est adéquate, cela signifie que la relation entre la tension et I'age est linéaire. On
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pourra alors @voir la tension aérielle d’'une femme si on conftasonage. Ces
prévisions seront possibles “a l'intérieur du domaine d’observation”, c’est-a-dire
pour des personnes donagje varie de 3% 75 ans. En effet, rien ne permet de
penser que la liaison est linéaire avant 35 ans et apres 75 ans.

Il Premiers traitements

1) Saisie
On stocke les données age et tension sous forme de deux vecteurs :

> age_c(35,45,55,65,75)

> tension_c(114,124,143,158,166)

Il est souhaitable de stocker les données dans un objet unique, de type “data
frame”, pour utiliser I'une ou l'autre des fonctions de rdbgation de Splus. Un

data frame est une liste d'objets. |l peut contenir tous les objets nécessaires a
la modélisation : la variable expliquée et les variables explicatives. Ici, le data
frame s’appellera “arter”.

> arter_data.frame(age,tension)

> arter

age tension
1 35 114
2 45 124
3 55 143
4 65 158
5 75 166

On peut accéder aux variables “age” et “tension” par extraction des objets “age”
et “tension” du data frame “arter”, on détruit donc les deux vecteurs “age” et
“tension”.

> arter$age

[1] 35 45 55 65 75

> arter$tension

[1] 114 124 143 158 166
> rm(age)

> rm(tension)

2) Visualisation graphique

On représente graphiguement les données sous forme d’'un nuage de points.
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> plot(arter$age,arter$tension)

ArTErNTENE10n
120 130 140 150 160

40 50 a0 70
arterfage
La variable expliquée “tension” est portée en ordonnée, alors que “age”, la variable
explicative, est placée en abscisse.

[l Analyse : Régression

1) Le modele et sa mise en ceuvre

Le modele étudié est le suivanty = a + X + ¢

Y : tension artérielle,

X @ age,

« : ordonnée a l'origine de la droite cherchée,

(. pente de la droite cherchée,

e . erreurs indépendantes, d’espérance nulle, tellesvquie) = o2.

C’est la fonctionlm (linear model) qui permet deé&aliser les calculs.

> reg_Im(tension"age,data=arter)

La formule “tension ~ age” &crit le moale. Une formule €crit toujours de la
maniére suivante : var.expliquée ~ modele. Ici le modeéle est réduit a un terme,
le terme “age”, car il N’y a qu'unégresseur. Le made “age” estequivalent au
modele “1+age”, ou “1” décrit le terme constant et “age” le régresseur. Par défaut,
le terme constant est inclus dans le raled Si I'on voulaitécrire un moéle sans
terme constant, il faudrait le dire explicitement en écrivarli “-1+age”.
L'equation de la droite ajustée sera donk := a + X etvar(c) = o2
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2) Visualisation des ésultats

a) résultats numériques

> summary(reg)

Cal | : Im(formula = tension ~ age, data = arter)
Resi dual s:

1 2 3 4 5

06 -3.2 2 32 -26

Coefficients:
Value Std.Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 65.1000 5.8284 11.1695 0.0015
age 1.3800 0.1026 13.4461 0.0009

Resi dual standard error: 3.246 on 3 degrees
of freedom
Mul ti pl e R Squared: 0.9837

F-statistic: 180.8 on 1 and 3 degrees of freedom,
the p-value is 0.0008894

Correl ation of Coefficients:
(Intercept)
age -0.9685

Call : le modele.
Residuals : résidus assoés a chaque dorée.
Coefficients :

* dans la colonne “value” on trouve les coefficients estimés de la droite de
réegression. “Intercept” représente I'ordonnée a l'origine, tandis que “age”

représente la pente de la droite. On a donc :

o~

B=1,38 a=651

e dans la colonne “Std.Error”, on trouve I'estimation de I'écart-type de chaque

coefficient.

» la colonne “t value” contient les statistiques de Student du test des hypotheses
nulles “a=0" sur la premiere ligne, etg=0" sur la deuxieme ligne. Ces
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statistiques sont egales &% et —2_

ET(4) ET(p
comparer a la valeur critique lue dans la table de Student pour un nombre de
degrés de liberté égal a 3 (=n-2), et un niveau de confiance donné. Pour un
risque d’erreur de 5% (c’est-a-dire un niveau de confiance de 95%), la valeur
critique vaut 3,182. Les statistiques de Student sont supérieures a cette valeur
critique, ceci entrime le rejet des hypo#ises nulles.

respectivement. Elles sont a

* En fait, il est inutile de lire la valeur critique dans une table de Student :
la colonne “Pr(>|t|)" (p-value) indique la probabilité d’obtenir une statistique
supérieure en valeur absolue a la statistique calculé&, sést vraie; elle
s’interprete comme le risque d’erreur réel lorsque I'on rejette I'hypothese
nulle. Ici, les risques sont si faibles (<5%) que I'on peut rejeter I'hypothese
nulle dans les deux cas.

On peut toujours tester I'hypothése nulle=0" dans le but de simplifier le
modele. Mais on ne peut interpréter le résultat du test si ce test suppose une
extrapolation en dehors du domaine d’observation. Ici, I'interprétation de ce
test supposerait I'extrapolation de la droitedesages compris entre 0 et 35
ans. Cette extrapolation est abusive, et une tension nulle a la naissance n'a
pas de sens. On ne peut donc intéter le test de nullé de I'ordone a
I'origine, que dans le cas ou 0 appartient au domaine d’observation de la
variable explicative.

Residual standard error : estimation de I'écart-type résiduel= 3, 246.

Multiple R-squared : coefficient de déterminatio®?. C’est le résultat de la
division de la variabl& expligiee par le modle par la variabilg totale deY'.

Le coefficient de détermination vaut 0,98 dans cet exemple, la régression explique
donc 98% de la variabikt totale.

Le coefficient de détermination ne permet pas de valider le modele. C’est un
indicateur global de I'explication qu’apporte le naé.

Une représentation geométrique permet de visualiser le vecteur des observations,
le vecteur des valeurs ajésts eti?.

On représente les observations par un vecteur Y2teSoit P le plan engendré
par les vecteurs colonne de X (le vectélet le vecteur correspondant aux valeurs
prises par la variable explicative), soit D la droite engendrée par le veGteut

la projection orthogonale dE sur D, X© la projection orthogonale de Y sur P.
On obtient alors :
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Y -Y.I=
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et }_}:X(:)—Fg

Que I'on projettef’ ouY.1 sur P, on trouve le méme vecteur de résidus. On dit
gue I'on proletteY par soucis de S|mpI|C|te en sachant que la table d’analyse de
variance présente la projection dle— Y.I. On a alors :

$(T-V) |x6-vip

R? = =
S(vi-v) IV -V

= corr? <Y, X(:))

Sur le graphique, on voit que :

_ X6 Y]
Y — }_’.TH

On a alors : R? = cos? )\ et doncO < R? < 1.

Plus A est grand, plus la variabilité expliquée par le modele est petite devant la
variabilite résiduelle, et plug’> est proche de 0. Le modeéle explique bien la
variabilité observée, sk est petit, c’est-a-dire sk’ est proche de 1.
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F-statistic : test de la signification de I'explication appéeet par le modle (test
de Ho : “3=0").

CMM : carré moyen expliqué par le

s o\ ? modele
Z (}/’l _ }/) .
CMM="o~ 7
1
~\ 2
3 (Yi — Yi> CM R : carré moyen résiduel.
CMR = B — n : nombre d’observations.
L CMM
 CMR

Si les carrées moyens CMM et CMR sont du méme ordre de grandeur, le modéle
n'apporte aucune explication et il n’est pas intéressant. Pour comparer les ordres
de grandeur des carrés moyens, on calcule la statistique F. Le modéle apporte
une explication significative, si la statistique caémilest suprieurea la valeur
critique lue dans la table de Fisher (pour un niveau de confiance donnég, et des
degeés de libertségauxa 1 et 3). Ici F vaut 180,8 et est @npeura 10.1(valeur

lue dans la table de Fisher pour des degrés de libertés égaux a 1 et 3, et un niveau
de confiance de 95%), le mélg apporte donc une explication significative.

Correlation of Coefficients : matrice de cog&lation des coefficients.
Ici, a et 5 sont corrélés. lls doivent donc étre interprétés simultanément.

Il peut arriver que le modele apporte une explication significative et qu'’il ne soit
pas valide. En particulier, le modele n’est pas valide si les résidus présentent une
structure qui remet en cause le caractere aléatoire de la distribution des erreurs. I
est donc nécessaire d’'étudier le modele avec plus de précautions, et en particulier
de faire des représentations graphiques des résidus. En effet, les résidus sont les
valeurs estimées des erreurs, et les erreurs doivent vérifier les postulats : espérance
nulle, variance constante, indépendance, distribution normale.

Les fonctionsresiduals ( ou resid ), coefficients(ou coef) et fitted.values ( ou

fitted ) permettent d’accéder respectivement aux résidus, coefficients et valeurs
ajusees. Elles sont &s utiles, notamment po@tudier les &sidus.

> fitted(reg)
1 2 3 4 5
113.4 127.2 141 154.8 168.6
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b) résultats graphiques

La fonction plot est une fonction “générique” qui réalise une représentation
graphique. Siles dor@es lui sont fournies sous forme de vecteurs ou de matrices,

la représentation graphique est une représentation classique sous forme de nuage
de points, car les vecteurs et matrices sont des objets qui n'appartiennent a
aucune classe particuliere. Si I'argument est un objet de classe “Im” par exemple,
c’est la fonctionplot.Im qui sera réellement exécutée, de facon a fournir une
représentation graphique adaptée a la classe de I'objet.

> class(reg)
[1] “Im"
> plot(reg)

[ENnsOn
120 130 140 150 150

120 130 Fit%éig: age 150 180 170

Le premier graphique représente les valeurs observées en fonction des valeurs
ajustes. Les pointi#s repésentent la droite de pente 1, passant par l'origine.

Il permet de visualiser le€sidus. En effet, si ceux-étaient nuls, tous les points
seraient situés sur la droite de pente 1. Les écarts verticaux entre les points et
la droite représentent donc les résidus. On pourrait détecter de grands résidus, le
cas échéant (ici, les points sont proches de la droite, les résidus sont petits). On
peut également vérifier que la distribution des résidus ne présente pas de structure
particuliere (les points semblent répartis aléatoirement de part et d'autre de la
droite).
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Le deuxieme graphique représente la valeur absolue des résidus en fonction des
valeurs ajustées. Il permet le contrble du postulat : “la variance des erreurs est
constante”. On peut penser qu’ici, elle ne dépend pas des valeurs ajustées.

Le test de Fisher a révélé que le modele envisagé apportait une explication
significative. De plus lesésidus sont distritks akatoirement et leur variance
semble constante. Le modeéle est donc valide et il s’écrit alors :

~

Y =651+41,38X

On peut tracer d’autres graphiques utileanalyse du moele, et y ajouter des
eléments supplémentaires : des droitablifie), des points foints), du texte
(text) . ..

\

plot(arter$age,arter$tension)
abline(reg)
abline(v=mean(arter$age),lty=2)
abline(h=mean(arter$tension),lty=2)

vV V V

a.‘rteriﬁtensiun
12}3 13[] 4[] lngI lﬁD

40 50 arterfage &0 70
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On représente les observations. On superpose la droite de régression. En effet,
si 'argument de la fonction “abline” est un objet de classe Im, S-plus trace la
droite correspondant aux coefficients e&snOn trace en pointée (ty=2 ) une

droite verticale au niveau de la moyenne de I'agerean(age) ), et une droite
horizontale au niveau de la moyenne de la tensibrriean(tension) ).

On vérifie ainsi que le point qui a pour coordonnées les moyennes d’age et de
tension, se trouve bien sur la droite de régression.

IV Pour aller plus loin . ..

Dans les résultats affichés par la fonction “summary”, on trouve également la
corrélation des cofficients. Elle vaut),9685. Les deux coefficients sont corrélés.
On peut les “rendre indépendants” en centrant la variable explicative. L’équation
du modele se calcule alors de la fagon suivante :

YVi=a+B8X;+ 58X — X +¢;

=
Yi=a+B(Xi—X)+ X +¢
=
Yi =a+ X +8(X;— X) +&i
R,—/@%,—/

Yi=a' + 87 +¢

oz':oz—{—ﬂyZ}_’
Zi=X;— X

On refait la Egression sur la variable age cé@&atr(Z) que I'on inclut dans le

data frame. Cette nouvelle régression est une autre paramétrisation du méme
mockle. Les ésultats tels queesidus, ca@s moyensésiduels, ded@s de liber et
statistiqgues de Fisher sont donc identiques. Par contre, I'estimation de 'ordonnée
a l'origine differe. Elle est égale a la moyenne des tensions. Cette nouvelle
ordonnée a l'originey’ a plus de sens que, dans la mesure ou son estimation
correspond a la valeur prédite au “centre” du domaine d’observalign Cette

valeur prédite est indépendante de l'estimation de la pente, ce qui explique
gu'alors, la corrélation entre les deux coefficients soit nulle.
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L'indépendance entr (la nouvelle ordon@e a l'origine) et la pente est assez
intuitive : la droite passe par le point moyéX,Y"). Une fois calculé&” on en
déduit 'ordonreea I'origine, on peut ensuite estimer la pente en recherchant celle
qui minimise le critere des moindres carrés : il suffit de “faire pivoter” la droite
autour du point moyen, et de choisir celle qui minimise le critere. On estime ainsi
la pente, independemment de I'ordonnée a l'origine.

age.centre_arter$age-mean(arter$age)
arter_data.frame(arter,age.centre)
rm(age.centre)
regl_Im(tension"age.centre,data=arter)
summary(regl)

V V V VYV

Call: Im(formula = tension ~ age.centre, data = arter)
Residuals:

1 23 4 5
06 -3.2 2 3.2 -2.6

Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 141.0000 1.4514 97.1452 0.0000
age.centre 1.3800 0.1026 13.4461 0.0009

Residual standard error: 3.246 on 3 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9837

F-statistic: 180.8 on 1 and 3 degrees of freedom,

the p-value is 0.0008894

Correlation of Coefficients:
(Intercept)
age.centre 0
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L’ANALYSE DE VARIANCE A UN FACTEUR

Résune des principales commandes :

anavar_Im(hauteur-foret,data=arbre)
summary(anavar)

anova(anavar)

plot(anavar)

>
>
>
>

| Le probleme

1) Les données

Des forestiers ontéali€ des plantations d’arbres en trois endroits. Plusieurs
années plus tard, ils souhaitent savoir si la hauteur des arbres est identique dans
les trois foéts. Chacune des ®ts constitue une population. Dans chacune des
foréts, on tire au sort un échantillon d’arbres, et on mesure la hauteur de chaque
arbre.

Forét 1 Forét 2 Forét 3
23,4 18,9 22,5
24,4 21,1 22,9
24,6 21,1 23,7
24,9 22,1 24,0
25,0 22,5 24,0
26,2 23,5

24,5

2) Choix de l'analyse

L'unité expérimentale est l'individu sur lequel chague observation est effectuée,
c’est I'arbre. La hauteur est mesurée pour chaque arbre échantilloné, c’est une
variable aléatoire, c’est la variable expliquée. Le seul facteur de variation est
le facteur forét, facteur a trois niveaux (modalités). C’est un facteur qualitatif.
On cherche a expliquer la variable hauteur par le facteur forét. Autrement dit,
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on cherchea comparer les hauteurs moyennes des arbres dans les ti&lis. for
L’analyse de variance est I'outil adapté.

L’'analyse de variance consiste a calculer les moyennes empiriques des hauteurs
dans chaque fét eta se demander si la ddfence existant entre ces moyennes
est due au hasard de I'échantillonage, ou bien si elle existe reellement. On teste
I'hypothése nulle “la hauteur des arbres reppdnd pas de la fét”. Si I’hypothese

est rejetée, c’est qu'une des foréts au moins se distingue d’'une autre. On peut
mockliser la hauteur en I'expliquant par la &rde provenance.

Il Premiers traitements

1) Saisie
Création de deux vecteurs contenant les dmw: “foret” et “hauteur”.
Le vecteur “foret” est créé en répétant les chiffres 1 a 3 respectivement 6, 7 et
5 fois.
> foret_rep(1:3,c(6,7,5))
> hauteur_c(23.4,24.4,24.6,24.9,25.0,26.2,
18.9,21.1,21.1,22.1,22.5,23.5,24.5,
22.5,22.9,23.7,24.0,24.0)
On d&finit “foret” comme un facteur. On stocke les objets “foret” et “hauteur”
dans un data frame qu’on appelle “arbre”, et on détruit les deux vecteurs qui ont
servi a la céation du data frame.

> foret_factor(foret)

> arbre_data.frame(foret,hauteur)
> rm(foret)
> rm(hauteur)
> arbre

foret hauteur
1 1 23.4
2 1 24.4
3 1 24.6
4 1 24.9
5 1 25.0
6 1 26.2
7 2 18.9
8 2 21.1
9 2 21.1
10 2 22.1
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11 2 22.5
12 2 23.5
13 2 24.5
14 3 22.5
15 3 22.9
16 3 23.7
17 3 24.0
18 3 24.0

Calcul des moyennes par forét :
> moy_tapply(arbre$hauteur,arbre$foret,mean)
> moy
1 2 3
24.75 21.95714 23.42

Calcul de la moyenne générale :
> moy.g_mean(arbre$hauteur)
> moy.g [1] 23.29444

Calcul de la moyenne des moyennes :
> moy.moy_mean(moy)
[1] 23.37571

La fonction “tapply” applique une fonction donnée (ici, “mean”) a un tableau de
valeurs. Ici, elle calcule la moyenne des hauteurs pour chaque forét.

La moyenne générale n'est pas égale a la moyenne des moyennes, car le plan
d’expérience est @equilibré : le nombre deépétitions cepend de la fdat.
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2) Visualisation graphique

> plot(arbre$foret,arbre$hauteur)

28

24

arbrejhaureur
22

20

arbre%furet

La fonction “plot” reconnait la classe “factor” du premier argument arbre$foret,

et appelle la fonction “plot.factor” qui trace une boite a pattes par forét.

Cette représentation est un résumé intéressant, mais abusif lorsque le hombre de
répétitions est faible, ou lorsque la distribution n’est pas unimodale. Ici, le nombre
de répétitions est faible, c’est pourquoi on représente chacune des observations
en utilisant I'argument optionnatharacter. On peut ajouter a ce graphique les
moyennes locales, et la moyenne globale que I'on représentera par une droite.

> plot(arbre$foret,arbre$hauteur,character="o0")

> points(1:3,moy,pch="-")

> abline(h=moy.qg)

t%{:re,ls E}%n
e

0!
i

plot fﬁ%ﬁ%P?
o po
(=]

arhrefforet
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Il Analyse de variance

1) Le modele et sa mise en ceuvre

On veut expliquer la hauteur en fonction de la forét. “hauteur” est la variable
expliguee, la formule “hauteur~foret” &trit le moekle. Comme enégression
linéaire simple, le terme constant (j¢j est implicitement contenu dans le modele,

c’esta-dire que la formule “hauteur foret” egtuivalentea “hauteur™1+foret”.
Le modele étudié est le suivantYs; = u + «; + €5

Y;; © hauteur de l'arbre | de la forét i,
© : moyenne générale,
«; . ecart entre la forét i et la moyenne générale,
gij . erreurs indépendantes, d’espérance nulle, tellesqug;;) = o°.

3

Afin d’obtenir des résultats respectant la contraipfer; = 0, celle-ci doit étre
=1

précisée en option (voiPour aller plus loin .. .).

> options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))
> anavar_lm(hauteur-foret,data=arbre)
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2) Visualisation des ésultats

a) résultats numériques

> summary(anavar)

Call: Im(formula = hauteur ~ foret, data = arbre)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-3.057 -0.7729 0.1464 0.5707 2.543

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 23.3757 0.3133 74.6211 0.0000
foretl  1.3743  0.4409 3.1167 0.0071
foret2 -1.4186  0.4251 -3.3374 0.0045

Residual standard error: 1.317 on 15 degrees

of freedom

Multiple R-Squared: 0.4933

F-statistic: 7.301 on 2 and 15 degrees of freedom,
the p-value is 0.006107

Correlation of Coefficients:
(Intercept) foretl

foretl -0.0133

foret2 -0.1171 -0.4306

La fonction “summary” munie d’un objet de classe Im comme argument, appelle
en fait la fonction “summary.Im”, définie pour afficher les résultats d’'un objet de
classe Im sous une forme adagpt

Les résidus sont résumés par la médiane, le plus petit, le plus grand, le quartile
inféerieur et le quartile supérieur. Cela permet de détecter des résidus grands en
valeur absolue, ou de soupconner une dissymeétrie de la distribution des résidus.
Toutefois, les résidus associés a chaque observation sont accessibles grace a la
fonction “resid”.
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> resid(anavar)
1 2 3 4 5 6 7
-1.35 -0.35 -0.15 0.15 0.25 1.4 -3.057143
8 9 10 11 12
-0.8571429 -0.8571429 0.1428571 0.5428571 1.542857
13 14 15 16 17 18
2.542857 -0.92 -0.52 0.28 0.58 0.58

Dans la colonne “value” du tableau, on trouve les effets estimés. “Intercept”
repiesente la moyenng, “foretl” et “foret2” repesententy; eta;. On remarque
gu'il manque l'effet de la forét 3. Celui-ci peut se déduire des autres effets, en
utilisant la contrainte sur la somme des effets. La fonction “dummy.ceeté

de faire le calcul.

> dummy.coef(anavar)
$"(Intercept)™:
(Intercept)
23.37571
$foret:
1 2 3
1.374286 -1.418571 0.04428571

La statistique de Fisher :
On cherche tester I'hypotRse nulle “les moyennes des troiséts songgales”.
Pour cela, on calcule une statistique, la statistique de Fisher-Snedecor.

SCEy = Y (Vi —Y.)? SCER = ¥ (Vi — V;)?

i,

1]

CMM = 598 CMR = 2%t

| : nombre de modalités du facteur,
n : nombre total de mesures.

. _ CMM
On a alors : I' = Fpfp-

La valeur calculée dans I'exemple est 7.301. Or, sous I'hypothese nulle :"les
moyennes des 3 foréts sont égales”, F suit une loi de Fisher-Snedecor a (I-1) et
(n-1) degrés de libertés, c'est-a-dire 2 et 15. La valeur critique pour un niveau
de confiance de 95% est 3,68. La statistique calculée est supérieure a la valeur
critique lue dans la table de Fisher, on rejette donc I'hnypothése nulle avec moins
de 5% de chances d’émettre une conclusion fausse.
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On conclut que les moyennes des 3&fsrne sont paggales, c’esé-dire que la
hauteur des arbres varie d’'une forét a I'autre.

Remarque :

La valeur critique peugtre lue dans la table de Fisher, on peut aussi I'obtenir avec
S-plus. La fonction “gf” donne lguantile de la loifisher-snedecor en précisant
en argument, le niveau de confiance danainsi que les deux ddgg de liberd
définissant la loi.

> (f(0.95,2,15)

[1] 3.68232

On peut aussi baser notre conclusion sur la lecture de la p-value uniquement. Il'y
a un risque d’erreur de 0.006107 si I'on rejette I'hypothése nulle, c’est-a-dire que

'on a 0.6% de chances de se tromper en rejetant Ho. Le risque est trés faible,
on rejette donc I'hypothése Ho.

On présente généralement les résultats sous la forme d’une table d’analyse de
variance :

> anova(anavar)

Analysis of Variance Table
Response: hauteur

Terms added sequentially (first to last)

Df Sum of Sg Mean Sq F Value Pr(F)
foret 2 25.30930 12.65465 7.30072 0.006107144
Residuals 15 26.00014 1.73334

“Response” : variable expliquée.

Pour chaque terme du modele, c’est-a-dire le facteur etudié (foret) et les résidus
(residuals), cette table indique :

Df : le nombre de de@s de liber,

Sum of Sq : la somme des carrés des écarts (SCE),

Mean Sq : le carré moyen (CM),

F Value : la statistique calculée,

Pr(F) : la probabilité d’obtenir une statistique de Fisher au moins aussi grande
que la statistique calculée, si Ho est vraie. Cette quantité s’interprete comme le
risque d’erreur réel lorsque I'on rejette I'hypothese nulle (p-value).
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Le message “Terms added sequentially (first to last)” attire lattention de
I'utilisateur sur le fait que le plan est déséquilibré (le nombre de répétitions
par foet n’est pas constant). Cela est sans équnence s'’il s’agit d’'une ana-

lyse de variance a un facteur, la table d’analyse de variance affichée peut étre
interprétée telle que. Par contre, s'il s’agit d’'une analyse de variance a plusieurs
facteurs, cela signifie que les sommes de carrés affichées dans cette table d’analyse
de variance dépendent de I'ordre d’introduction des facteurs dans le modele. Il est
alors conseille d’afficher les sommes de carrés dites de type Il pour interpréter
(voir la fonction “dropl.aov” et le chapitre “ I'analyse de variance a plusieurs
facteurs : plan déséquilibré”).

b) résultats graphiques

> plot(anavar)
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Les deux graphiques obtenus sont similaite€eux traés dans le cas de la
régression, puisque la fonction appelée est la méme : “plot.Im”. lls permettent
une \érification a posteriori des hypathes d’homogréité des variances et de
distribution aléatoire des résidus autour de zéro.

On peut représenter les résultats de I'analyse de variance grace a la fonction
“plot.design” qui trace chaque moyenne pour chaque niveau de chaque facteur.
Les arbres de la forét 1 sont en moyenne plus hauts que ceux des foréts 2 et 3,
alors que ceux de la forét 2 sont les plus petits.

> plot.design(arbre)

1__

1
L2
|
I

mean of hauteur
22022523 023524 024.5

2 f__
Fa% %E"s

IV Pour aller plus loin . ..

Les valeurs estimées des effets dépendent du systeme de contrastes choisi, ou
(c’est équivalent) du systeme de contraintes choisi. Choisir un systeme de
contraste donné revient a choisir une paramétrisation du modele, tout comme
en régression linéaire, on a choisi une nouvelle paramétrisation en centrant la
variable explicative.

Par défaut, Splus utilise les contrastes de Helmert, appetagr:helmert” (pour

les facteurs non ordogés).
3

Si on choisit de respecter la contrainte): «; = 0, on utilise les contrastes
1=1

“contr.sum” dits contrastes de somme.
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Le calcul des coefficients avec les contrastes d'Helmert se fait de la facon
suivante :

le premier coefficient est la difference entre les moyennes des niveaux 1 et
2, que I'on divise ensuite par deux.
> (moy[2]-moy[1])/2
2

-1.396429
le deuxeme coefficient est la dé#fence entre la moyenne du niveau 3 et la
moyenne des moyennes des niveaux 1 et 2, le tout divisé par 3.
> (moy[3]-mean(moy[1:2]))/3

3
0.02214286
le nieme coefficient sera la difference entre la moyenne du niveau (n+1) et la
moyenne des moyennes des niveaux 1,2, ... ,n, le toutédpas (n+1).

Chacun des parametres mesure I'écart moyen entre le n-ieme niveau et les
(n-1)-ieme niveaux pFcedents.

Les coefficients estimés avec les contrastes de somme sont calculés par la
différence entre la moyenne du nive@udié et la moyenne des moyennes.

Comparons les coefficients obtenus dans les deux cas.

Par défaut, Splus utilise les contrastes de Helmert si le facteur est non or-
donné, et les contrastes polynomiaux si le facteur est ordonné. Cependant,
on a choisi d'utiliser les contrastes “contr.sum”, en tapant la commande

options(contrasts=c("contr.sum",

contr.sum")) . Le premier

systeme de contrastes est celui des facteurs non ordonnés, et le second, celui
des facteurs ordonnés. Les “contraintes de somme” seront donc le systeme de
contraintes (ou contrastes) utilisé dans toute la suite de la session, a moins d’en
choisir explicitement un autre.

Veérifions que le systeme de contrastes “courants” est bien “contr.sum” :

> options()$contrasts
[1] "contr.sum" "contr.sum"

Les contrastes “actuels” sont “contr.sum” que le facteur soit ordonné ou pas. On
choisit d’utiliser les contrastes de Helmert, et on estime les effets correspondant
a cette nouvelle paramétrisation.
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> options(contrasts=c("contr.helmert”,"contr.helmert"))
> anavarl_lm(hauteur-foret,data=arbre)

> coef(anavarl) #avec contr.helmert
(Intercept) foretl foret2
23.37571 -1.396429 0.02214286
> coef(anavar) #avec contr.sum

(Intercept) foretl foret2
23.37571 1.374286 -1.418571

Suivant le systeme de contraintes choisi, les estimations des parametres sont
différentes. Les cogfations entre les paratres sont difrenteségalement.
L’intérét des contraintes de Helmert, c’est que les paramétres estimés ne sont
pas corelés, si le plan d'exprience esequilibre. Veérifions le.

Pour cela, on crée un nouveau data frame “arbrel” qui contient les nouvelles
donrées pour un plaquilibré (5 mesures par fét).

\

foret_rep(1:3,¢(5,5,5))

hauteur_c(arbre$hauteur[1:5],
arbre$hauteur[7:11],
arbre$hauteur[14:18])

arbrel_data.frame(foret=factor(foret),hauteur)

rm(foret)

rm(hauteur)

anavar2_Im(hauteur foret,arbrel)

\

V V V V

Correlation of Coefficients:
(Intercept) foretl

foretl O

foret2 O 0

> options(contrasts=c("contr.sum","

> anavar3_lm(hauteur-foret,arbrel)

Correlation of Coefficients:
(Intercept) foretl

foretl 0.0

foret2 0.0 -0.5

contr.sum"))
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En conclusion, si le plan egquilibré, les paramtres estirds avec les contrastes

de Helmert sont indépendants, ce qui n'est pas le cas avec les contrastes de
somme. L’incépendance entre les paraimes est &s inéressante, elle permet

une interprétation des differents parametres indépendemment les uns des autres
(voir la régression linéaire multiple). Les contrastes de Helmert ont cependant
I'inconvénient d'étre moins naturels a interpréter d’un point de vue biologique.
Pour les deux systemes de contraintes, les effets du facteur et le terme constant
sont indépendants tout de méme.
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L’ANALYSE DE VARIANCE
A DEUX FACTEURS

Résumé des principales commandes :

> plot.factor(huile,character="0")
plot.design(huile)
anavar2_Im(teneur”.+origine:testeur,data=huile)
summary(anavar2)

anova(anavar2)

plot(anavar2)

V V V V V

| Le probleme

1) Les données

On dispose de vate de tournesols dont I'origineéggraphique est I'Afrique, la
Hongrie ou le Maroc. Elles sont issues de croisements avec difféerents testeurs (un
testeur est une ligre avec laquelle chaque @& aéte croige). On chercha

savoir si leur teneur en huile est identique, quels que soient le pays de provenance
et le testeur utili8. Pour chaque combinaison orightesteur, on observe la
teneur en huile sur deux parcelles. On obtient deux répétitions par combinaison.

AFRIQUE HONGRIE MAROC
T1 43,54 44,25 47,28
45,30 42,55 49,40
T2 47,21 44,34 47,75
47,73 46,49 49,47

2) Choix de l'analyse

La teneur est mesurée sur chaque unité expérimentale (parcelle de tournesol),
c’est une variable aléatoire, c’est la variable expliquée. Il y a deux facteurs de
variation : le facteur origine a trois niveaux (ou modalités), et le facteur testeur
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a deux niveaux. On chercleeexpliquer la variable teneur par les deux facteurs
origine et testeur, ce qui revient a comparer les teneurs en huile moyennes pour
chaque combinaison origindesteur. L’analyse de varian@deux facteurs est
l'outil adéquat.

Le principe de base est le méme que pour I'analyse de variance a un facteur, on
compare la variabil& duea un facteur de variatioa la variabilie résiduelle, celle

qui ne peut étre expliquée par aucun des facteurs. On cherche d’abord a tester
I'existence d’une interaction entre les facteurs origine et testeur, et si I'interaction
n'est pas significative, on teste I'existence d’'un effet testeur, et I'existence d’un
effet origine. Pour cela, on compare la variabilité expliquée par I'effet testeur
(respectivement origine) a la variabilité résiduelle.

Il Premiers traitements

1) Saisie

Voici une fagon de saisir les données :

Les dontes sont saisies sous forme d’'une mat@c& colonnes, la premie
contenant le numéro du testeur, la seconde le nhuméro d’origine, et la derniere la
teneur en huile. On ée ensuite le data frame “huile”, dont les composantes sont
le facteur “testeur”, le facteur “origine” et la variable “teneur”.

> huile_matrix(c(
1,1,43.54,
1,1,45.30,
1,2,44.25,
1,2,42.55,
1,3,47.28,
1,3,49.40,
2,1,47.21,
2,1,47.73,
2,2,44.34,
2,2,46.49,
2,3,47.75,
2,3,49.47)
,ncol=3,byrow=T)
> huile_data.frame(testeur=as.factor(huile[,1]),
origine=as.factor(huile[,2]),
teneur=huile[,3])

Anova a deux facteurs — 2



On peut acedera une seule variable, par exemple la teneur en huile, en tapant
la commandehuile$teneur

Voici les regles de recherche par défaut. Tous les objets (données ou fonctions)
nécessaires a I'exécution d’'une commande sont trouvés dans I'un des répertoires
suivants, les répertoires étant parcourus dans l'ordre ou ils sont affichés.

> search()

[1] "/home/fidji/aj/.Data"

[2] "/usr/local/splus3.1/library/inra/.Data”

[3] "/usr/local/splus3.1/splus/.Functions”

[4] "/usr/local/splus3.1/stat/.Functions”

[5] "lusr/local/splus3.1/s/.Functions"

[6] "/usr/local/splus3.1/s/.Datasets"

[7] "lusr/local/splus3.1/stat/.Datasets”

[8] "/usr/local/splus3.1/splus/.Datasets"

On peut “attacher” un data frame particulier, ce qui permet d’avoir directement
acces aux objets qui le composent. Cela ajoute une regle de recherche. On
“détache” le data frame lorsque l'attachement n’est plus utiégach() ).
> attach(huile)
> search()
[1] "/home/fidji/aj/.Data"
[2] "huile"
[3] "/usr/local/splus3.1/library/inra/.Data”
[4] "lusr/local/splus3.1/splus/.Functions”
[5] "/usr/local/splus3.1/stat/.Functions”
[6] "/usr/local/splus3.1/s/.Functions"
[7] "lusr/local/splus3.1/s/.Datasets"
[8] "/usr/local/splus3.1/stat/.Datasets"
[9] "lusr/local/splus3.1/splus/.Datasets"
Le fait d’avoir “attaché” le data frame “huile” permet d’'accéder directement aux
objets qui le composent.
> teneur
1 2 3 4 5 6 7 8
43.54 45.3 44.25 42.55 47.28 49.4 47.21 47.73
9 10 11 12
44.34 46.49 47.75 49.47

moyenne par testeur :

> moy.test_tapply(teneur,testeur,mean)

moyenne par origine :

> moy.orig_tapply(teneur,origine,mean)

moyenne générale (la moyenne générale est la moyenne calculée a partir de
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'ensemble des observations, elle égfalea la moyenne des moyennes car le
plan est équilibré) :
> moy.g_mean(teneur)

2) Visualisation graphique

Les représentations graphiques qui suivent permettent, le cas échéant, de détecter
des “donmes extrieures”, une &terogeréité des variances ou une dissytme de

la distribution.

Le nombre de répétitions est faible. Mieux vaut représenter toutes les observations,
plutdt que de les résumer (par défaut, Splus trace des boites a pattes).

> plot.factor(huile,character="0")
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On peut superposer les moyennes en utilisant les instructions suivantes :

Facteur testeur :

> plot(testeur,teneur,character="0")
> points(1:2,moy.test,pch="-")

> abline(h=moy.g,lty=2)
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Facteur origine :

> plot(origine,teneur,character="0")
> points(1:3,moy.orig,pch="-")

> abline(h=moy.g,lty=2)

On peut aussi représenter simultanément les moyennes de tous les facteurs et la
moyenne @rérale:
> plot.design(huile)
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Factors

[l Analyse de la variance

1) Le modele et sa mise en ceuvre
Modele étudié :Yi;p = 1+ i + 35 + vij + €ijie-
Y : teneur en huile
p : moyenne @rérale
«; . €écart entre l'origine et la moyenne générale
3; . écart entre le testeur et la moyennengrale
vi; © interaction
ek ¢ erreurs inépendantes, d’egpence nulle, telles quenr (¢;j) = o
Onécritici le mockle sous une forme alge : “teneur ™. +origine:testeur”. Cette
écriture est équivalente a “teneur ~ origine+testeur+origine:testeur”, ou encore a
“teneur ~ 1+origine+testeur+origine:testeur”. Le “.” est interprété comme “la
partie additive du modele faisant intervenir tous les facteurs et toutes les variables
du data frame huile, y compris le terme constant, a I'exception de la variable
expliquée”. Le terme “origine:testeur” représente I'interaction. Une autre écriture
équivalente est “teneur © . " 27, elle signifie “la partie additive du modele, et
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toutes les interactions d’ordre 2”.

On choisit d'utiliser les contraintes “de somme” :

o= 8= =2 =0

' J v J
(ce ne sont pas les contraintes uéks par éfaut)

> options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))
> anavar2_lm(teneur”.+origine:testeur,data=huile)

2) Visualisation des résultats

a) résultats numériques

> summary(anavar2)

Call: Im(formula=teneur™.+origine:testeur,data=huile)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.075 -0.865 -2.22e-16 0.865 1.075

Coefficients:
Value  Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 46.2758  0.3568  129.6926  0.0000
testeur -0.8892  0.3568 -2.4920  0.0470
originel -0.3308  0.5046 -0.6556  0.5364
origine2 -1.8683 0.5046 -3.7025 0.0101
testeuroriginel -0.6358  0.5046 -1.2601  0.2544
testeurorigine2 -0.1183 0.5046 -0.2345 0.8224
Residual standard error: 1.236 on 6 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8373
F-statistic: 6.176 on 5 and 6 degrees of freedom,
the p-value is 0.02325

Correlation of Coefficients:

(Intercept) testeur originel origine2 testeuroriginel
testeur 0.0

originel 0.0 0.0

origine2 0.0 0.0 -0.5

testeuroriginel 0.0 0.0 0.0 0.0
testeurorigine2 0.0 0.0 0.0 0.0 -0.5
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Comme dans les exempleséptdents, on retrouve une statistique globale (F-
statistic) qui permet de tester I'hypothése nulle “Le modele n’apporte aucune
explication”, soit ‘ou; = 3; = 7,5 = 0 Vi, V5.

Il faut afficher la table d’analyse de variance pour visualiser les statistiques
permettant de tester I'interaction, puis I'effet de chacun des facteurs. Elles sont

calculées de la maniére suivante :

: Eor
SCEqr = % (V;. - Y.) CM,, = S]C_ 1
SCB. =Y (Y~ Y.) CM,, = f] CzEtle
1,7,k
SCE; = % (Vi — Y~ Y, +Y.))  OMp= %
SCER = 2}% (Yijr —Yi =Y, +Y.)> Mg = %

| : nombre de modalités pour le facteur origine
J : nombre de modalités pour le facteur testeur
r : nombre de répétitions

Facteur origine f,, = g‘{@
Facteur testeur 1, = S
Interaction : F; = 5%;

Table d’analyse de variance correspondante :
> anova(anavar2)

Analysis of Variance Table
Response: teneur

Terms added sequentially (first to last)
Df Sum of Sg Mean Sq F Value Pr(F)

testeur 1 9048741 9.48741 6.20995 0.0470361
origine 2 33.74582 16.87291 11.04411 0.0097472
origine:testeur 2 3.94822 1.97411 1.29215 0.3414604
Residuals 6 9.16665 1.52777

Response : variable expliquée,
Df : degrés de liberté,
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Sum of Sq : somme des céas desécarts (SCE),

Mean Sq : carré moyen (CM),

F Value : statistique calcéé,

Pr(F) : risque d’erreur réel lorsque I'on rejette I'hypothése nulle.

Facteur testeur :

Sous I'hypothese nulle “les moyennes par modalité du facteur testeur sont égales”,
le rapport des carrés moyeng suit une loi de Fisher a 1 et 6 degrés de libertés.

Le risque d’erreur lu dans la table d’analyse de variance est faible (< 5%), on
rejette donc I'hypothése nulle. On conclut que les moyennes des testeurs ne sont
pas egales, la teneur en huile des tournesols dépend du testeur utilisé (p<5%).

Facteur origine :

Sous I'hypothese nulle “les moyennes par modalité du facteur origine sont égales”,
le rapport des caés moyend,, suit une loi de Fishea 2 et 6 dedrs de liberd.

Le risque d’erreur lu dans la table d’analyse de variance est trés faible (< 1%),
on rejette donc I'hypothkse nulle. On conclut que les moyennes des origines ne
sont pas égales, la teneur en huile des tournesols dépend aussi du pays d’origine
(p<1%).

Interaction :

Sous I'hypottese nulle “les termes d’interaction s@gaux”, le rapport des cé&s
moyens/F’; suit une loi de Fisher a 2 et 6 degrés de liberté. Le risque d’erreur
lu dans la table d’analyse de variance est grand (>34%), on accepte I'hypothese
nulle. On conclut gqu’il N’y a pas d’interaction significative entre les deux facteurs.

b) résultats graphiques

> plot(anavar2)
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Ces graphiques sont un outil de validation des postulats. lls permettent de s’assurer
gu’'aucun des résidus n’est particulierement grand, que la variance est homogene
(elle ne dépend pas des valeurs ajustées).

Les postulats semblent vérifiés, le modéle est donc adéquat. La table d’analyse de
variance permet de conclure que le pays d’origine du tournesol et le testeur utilisé
influencent la teneur en huile des tournesols, I'effet de I'origine est “indépendant”
de l'effet testeur eté&ciproquement.

IV Pour aller plus loin . ..

On peut ajouter un facteur d’interaction dans le data frame “huile”.
> huile$origine.testeur_interaction(origine,testeur)

On peut alors effectuer les représentations graphiques avec “plot.factor’ et
“plot.design”. La commande “plot.factor” produit trois graphiques. Les deux pre-
miers sont les mémes qu’avec “huile”, c’est pourquoi seul le troisieme graphique
est représenté ici.
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> plot.factor(huile,character="0")
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> plot.design(huile)
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Ce graphique permet de visualiser les 6 moyennes correspondant a I'interaction,
de repérer les moyennes faibles ou élevées par rapport aux moyennes du méme
niveau. Cela est particulierement intéressant dans le cas d’'une interaction sig-
nificative.
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> interaction.plot(origine,testeur,teneur)

testeur

mean of teneur
44 45 s 47 4§

I YA 3
origine
On repésente ici les moyennes de la variable “teneur” pour chaque origine et
pour chaque testeur. Ce graphique est une aide a l'interprétation de l'interaction,
lorsque le test a B\Elé une interaction significative
Lorsqu’il n'y a pas d’'interaction, les lignes brisées sont paralleles ou approxima-
tivement parailes : il faut tenir compte du fait que les moyennes empiriques
ne sont pas les vraies moyennes inconnues mais des réalisations d’une variable
aléatoire. Un écart au parallélisme est une “mesure” de I'interaction. Iciles droites
ne sont pas tout a fait paralleles, bien que le test de Fisher ait conclu a I'absence
d’interaction entre les deux facteurs. Cela s’explique soit par I'existence d’'une
interaction légere que le test n'a pas pu déceler faute d’'un nombre de répétitions
suffisant, soit par le caractere aléatoire des moyennes empiriques : le tirage au
sort des unités expérimentales a abouti a ces six moyennes, donc a ce graphique,
mais de nouvelles observations aboutiraient a un graphique difféerent.

> detach()

Bibliographie
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L’ANALYSE DE VARIANCE A DEUX FACTEURS :
PLAN DESEQUILIBRE

Résune des principales commandes :

\

plot.design(carotte)
anavar_Im(jgerm™.+variete:sol,data=carotte)
dropl.aov(anavar,scope=anavar$call)
plot(anavar)

vV V V

| Le probleme

1) Les donrees

On désire etudier la germination de trois variétés de graines de carottes dont les
graines sont seées dans deux types de sol diftnts. On chercha savoir si

le nombre de jours avant germination de ces graines est identique, quel que soit
la variété et le type de sol. Pour chaque combinaison vargte on mesure le
nombre de jours qui s’écoule avant la germination des graines. Ces mesures sont
faites sur quinze parcelles.

Yiin Variété 1 Variété 2 Variété 3
Sol 1 6 10 13 15 14 22
11
12 19 31 189
Sol 2 15 18 12

2) Choix de l'analyse

Le nombre de jours avant germination des graines est compté, donc mesuré, sur
chaque uné exgerimentale (parcelle de graines de carottes), c’est une variable
aléatoire, c’est la variable expliquée. La variété de carotte utilisée et le type de sol
dans lequel les graines sont semées sont des facteurs de variations, respectivement
a trois et deux niveaux. On cherche a expliquer le nombre de jours avant
germination par les facteurs variété et sol, c’est-a-dire que I'on compare les
moyennes observées pour chaque combinaison des deux facteurs. On réalise
donc une analyse de variance a deux facteurs.
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Le nombre de mesures effeées n'est pas le &@me pour chaque combinai-

son : le plan est déséquilibré. La décomposition de la somme de carrés expliqguée
par le moele, en une somme de casrexpliqée par le facteur vate et une
somme de carrés expliquée par le facteur sol, n’est pas unique. Autrement dit, il
existe differentes facons de calculer les sommes de carrés. Les differents modes
de calcul sont associés a differentes formulations de I'hypothese nulle.

Il Premiers traitements

1) Saisie

On saisit les données sous forme d’une matrice a trois colonnes. Le data frame
“carotte” est composé du facteur “variete”, du facteur “sol”, et de la variable
“lgerm”.

> carotte_matrix(c(
1,1,6,
1,1,10,
1,1,11,
1,2,12,
1,2,15,
1,2,19,
1,2,18,
2,1,13,
2,1,15,
2,2,31,
3,1,14,
3,1,22,
3,2,18,
3,2,9,
3,2,12,),ncol=3,byrow=T)
> carotte_data.frame(variete=as.factor(carotte[,1]),
sol=as.factor(carotte[,2]),
jgerm=carottel[,3])

Plan équilibré et non équilibré :
On peut vérifier avec Splus, que le plan est equilibré ou qu’il ne I'est pas. Pour
cela, on utilise la fonction “replications” qui affiche les nombres de répétitions.

Anova : plan déséquilibre — 2



L’argument fournia la fonction “replications” est la formule quédrit le moctle.

Il s’agit ici d’'un modele avec interaction. Le nombre de répétitions sera donc
calcuk pour chaque combinaison \@éx sol (si le moele avaitéte additif, seuls

les nombres de répétitions par variété d’'une part, par type de sol d’autre part,
auraient été calculés).

> repl_replications(jgerm-variete*sol,carotte)
> repl

$variete:

123

735

$sol:
12
7 8

$"variete:sol":
12

La derniere commande permet de savoir si le plan est équilibré ou non. Si la
réponse est F, le plan est déséquilibré, si la réeponse est T, le plan est équilibré
(dans le cas d'un plan déséquilibré, “repl” est une liste et n’est pas “numeric”; au
contraire, si le plan est équilibré, “repl” est un scalaire et il est “numeric”).

Dans le cas d'un plan déséquilibré, il est conseillé de baser I'interprétation sur
les “moyennes ajuées” (LSMEANS de SAS), et non sur les “moyennes brutes”
obtenues directement a partir des observations (ex : la “moyenne brute” pour la
variett 1 est calc@le en faisant la moyenne de toutes les observations obtenues
avec la variété 1). Les moyennes ajustées sont des “moyennes de moyennes” : on
calcule d’abord les moyennes pour chaque combinaison des facteurs, les moyennes
ajustées pour chaque niveau de facteurs sont calculées a partir des moyennes par
combinaison. Si le plan est équilibré, les “moyennes ajustées” coincident avec
les “moyennes brutes”. Si le plan est déséquilibré, ce n’'est pas le cas.
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Calcul des moyennes ajustées :

Dans le cas d'un plan déséquilibré, on calcule d’abord les moyennes pour chaque
combinaison des deux facteurs, les moyennes pour chaque facteur sont obtenues
a partir des moyennes de chaque combinaison.

Moyennes par combinaison :
> attach(carotte)
> moy.var.sol_tapply(jgerm,list(sol,variete),mean)

Moyennes ajustées par variété :
> moy.var_apply(moy.var.sol,2,mean)

Moyennes ajustées par type de sol :
> moy.sol_apply(moy.var.sol,1,mean)

Moyenne générale (calculée a partir des moyennes par combinaison, ou par variété,
ou par type de sol) :

> moy.moy_mean(moy.var.sol)

Tableau des résultats

moyennes
ajustées
sol 1 sol 2 sol 1 sol 2 (moy.var)
6 10 12 19 -
11 15 18 variete 1 9 16 12,5
13 15 31 variete 2 14 31 22,5
14 22 1529 variété 3 18 13 15,5
moyennes
ajustées 13,67 20 16,83
(moy.sol)

On peut obtenir plus directement les moyennes ajustées, a I'aide de la fonction
“*dummy.coef” (cf. “Pour aller plus loin”).

Interaction :

L’interaction peut-étre integrée directement dans le data frame “carotte”, sous la
forme d’'une composante appelée “variete.sol”.

Cela n’est pas obligatoire pour étudier le modele avec interaction, mais cela
permet, dans les représentations graphiques, de differencier chacune des com-
binaisons variétéesol.
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> carotte$variete.sol_interaction(variete,sol)
> detach()

2) Visualisation graphique

> plot.factor(carotte,character="0")
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Le dernier graphique repsente le nombre de jours avant germination des graines
de carotte en fonction de chaque combinaison des deux facteurs. Cela permet,
le casécheant, de étecter de€carts aux postulats, cela pernéglalement de se

faire une idée de l'effet des facteurs, avant de réaliser I'analyse.

On peut aussi représenter les moyennes pour chaque niveau de chaque facteur.
Remarque : la fonction “plot.design” représente les moyennes brutes, il aurait été
préferable de représenter les moyennes ajustées.

> plot.design(carotte)
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Factors

[l Analyse de la variance

1) Le modele et sa mise en ceuvre
Modele étudié :Yir = p + a; + 85 + vij + 4jk-
Y : nombre de jours avant germination
p : moyenne @rérale
«; . écart entre la variété et la moyenne générale
3 . écart entre le type de sol et la moyenne générale
vi; - interaction entre les deux facteurs
eijx - erreurs indépendantes, d’espérance nulle, tellesgues;j;) = o
Cetteécriture correspond un moele complet deux facteurs, le terme complet
signifie que linteraction est contenue dans le modele (on dit aussi “modele
interactif complet”).
La mise en ceuvre se fait de la méme maniére que dans le cas équirépéte.

> options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))
> anavar_lm(jgerm™variete+sol+variete:sol,data=carotte)
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2) Visualisation des ésultats

a) résultats numériques

Ici, les résultats obtenus avec la fonction “summary” n’apporteront pas beaucoup
d’'information quant a l'interprétation des résultats, mieux vaut afficher la table
d’analyse de variance.

Le plan est deséquilibré, la décomposition de la somme de carrés du modele n’est
pas unique.

La décomposition n’est pas unique car I'analyse de variance consiste a projeter
le vecteur des observations sur des sous espaces vectoriels qui ne sont pas
orthogonaux. En effet, la matrice X du plan d’expérience (matrice d'incidence)
s'écrit :

cle sol variele interaction
1 1 0 1 0 0 1 00 0 0 O
1 1 0 1 0 0 1 00 0 0 O
1 1 0 1 0 0 1 00 0 0 O
1 1 0 0 1 0 01 00 0 O
1 1 0 0 1 0 01 0 0 0 O
1 1 0 0 0 1 001 0 00
1 1 0 0 0 1 001 0 00
X=11 0 1 1 0 0 0001 00
1 0 1 1 0 0 00 01 00
1 0 1 1 0 0 00 01 00
1 0 1 1 0 0 0001 00
1 0 1 0 1 0 000 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 00 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
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cte sol variele interaction

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 —1 . — -1 -1 -1 -1 -1
1 —1 1 0 1 0 0 0 0
1 -1 1 0 1 0 0 0 0
1 -1 0 1 0 1 0 0 0
1 -1 0 1 0 1 0 0 0
X=|1 1 -1 -1 0o 0 1 0 0
1 1 -1 -1 0 0 1 0 0
1 1 -1 -1 0 0 1 0 0
1 1 -1 -1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 0 1
cte sol variete interaction

15 1 -4 =2 -1 -1 1 =2 0

1 15 -2 0 1 1 7 4 6

—4 -2 10 7 ) 3 -1 4 3

VY- -2 0 7T 12 3 5 —1 3 6

-1 1 5 5 3 3 3 3

-1 1 3 5 3 5 3 3 3

1 7 -1 -1 3 3 7 3 3

-2 4 4 X 3 3 3 4 3

0 6 3 6 3 3 3 3 6

La matriceX n’est pas de plein rang. On construit la matricei partir deX en
supprimant la colonne correspondant au premier niveau de chacun des facteurs,
et en la retranchant aux colonnes correspondant aux autres niveauerda m
facteur. La matriceX décrit compléetement le plan d’expérience, elle est de plein
rang. La matriceX' X contient les produits scalaires entre les vecteurs colonnes
de X. Sile plan est équilibré, la matricE’'X est composée de quatre blocs
diagonaux (correspondant@ variété, sol, variété:sol)), et de 0 en dehors de ces
blocs diagonaux. Les quatre blocs diagonaux sont associés a quatre sous-espaces
vectoriels deR", ces quatre sous-espaces vectoriels sont orthogonaux, et le plan
est dit orthogonal ('orthogonalite d’un plan dépend a la fois des nombres de
répétitions, et du modele choisi). Ici, la matrid8 X n’est pas bloc diagonale,
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les sous-espaces vectoriels asasal chacun des termes du n#del ne sont pas
orthogonaux. La décomposition de la somme de carrés expliquée par le modele,
sSur ces sous-espaces vectoriels n’est pas unique.

Nous présentons deux types de décompositions, les sommes de carrés de type |
et les sommes de carrés de type Ill.

Sommes de carrés de type | :

Ce sont les sommes de dasraffictees par la fonction “anova”. Elles sont dites
séquentielles : “Terms added sequentially”.

On les obtient en projetant successivement sur les sous-espaces vectoriels, dans
I'ordre correspondant a I'ordre d’introduction des termes dans le modele. Ici, on
projette la somme de carrés expliquée par le modele sur le sous-espace vectoriel
engendré par le facteur variété. On obtient une part de variabilité expliquée par
le facteur variété et un reste. On projette ce reste sur le sous-espace vectoriel
engendré par le facteur sol.

On teste d’'abord l'effet du facteur variété, puis I'effet du facteur sol qui n’est
pas déja pris en compte par le facteur variété, puis l'interaction. Les sommes de
carrés obtenues dépendent de I'ordre d’introduction des facteurs dans le modeéle.

> anova(anavar)

Analysis of Variance Table
Response: jgerm
Terms added sequentially (first to last)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
variete 2 93.3333 46.6667 3.500000 0.07508469
sol 1 839007 83.9007 6.292553 0.03339305

variete:sol 2 222.7660 111.3830 8.353723 0.00888845
Residuals 9 120.0000 13.3333

Sommes de carrés de type Il :

C’est, en @réral, la néthode conseile. Les ésultats ne @pendent pas de I'ordre
d’introduction des facteurs dans le modele.

On projette la somme de céag expligée par le modle sur le sous-espace
vectoriel engendré par le facteur sol et l'interaction. On décompose ainsi la
somme de caés expligée en une somme de casrexplig@e par le facteur sol

et I'interaction d’une part, et un reste d’autre part. Ce reste est la somme de carrés
(de type 1) expliqguée par le facteur variété : tout ce qui n'est pas expliqué par le
facteur sol et I'interaction , est supposé expliqué par le facteur variété. On projette
ensuite la somme de carrés expliquée sur le sous-espace vectoriel engendré par le
facteur variété et l'interaction. Le reste est la somme de carrés expliquée par le
facteur sol. Les sommes de carrés obtenues sont donc indépendantes de I'ordre
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de projection.

On teste I'hypothése “les moyennes du facteur sont égales”. Ces sommes de
carés tiennent compte des nombres @gétitionsn;; par combinaison.

Elles peuvent étre obtenues a l'aide de la fonction “dropl.aov”, sans omettre
I'option “scope=anavar$call”’, ou anavar est le nom de I'objet rendu par Im.

> dropl.aov(anavar,scope=anavar$call)

Single term deletions
Model:
jgerm ~ variete + sol + variete:sol
Df Sum of Sq RSS F Value Pr(F)
<none> 120.0000
variete 2 192.1277 312.1277 7.204787 0.01354629
sol 1 123.7714 243.7714 9.282857 0.01386499

variete:sol 2 222.7660 342.7660 8.353723 0.00888845

On conclut que linteraction est significative (avec un risque d’errew@riedr a

1%). Il existe donc un effet significatif de chacun de ces deux facteurs, puisque
I'effet variete depend du sol, eteciproquement, I'effet sol&pend de la vagié.

Le graphique obtenu par “plot.design” indique que le type de sol 1 associé a la
variete 1 favorise une germination rapide, alors que le type de sol 2 assdai
variété 2 ralentit la germination.

b) résultats graphiques

> plot(anavar)
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A partir de ces graphiques, on peut valider les postulats. On ne remarque aucune
structure des résidus, leur variance semble homogeéne (elle ne dépend pas des
valeurs ajugtes), aucunésidu n’est particuirement grand.

Les postulats sont vérifies, le modele est adéquat. Le nombre de jours avant

germination des graines de carottepend de la vagie et du type de sol, ces

deux effets étant dépendants I'un de l'autre.

IV Pour aller plus loin . ..

Interaction :

> attach(carotte)

> interaction.plot(variete,sol,jgerm)
> detach()

| 25 30

mean of jgerm
20

15

10

variete
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L’interaction est significative, il est iBtessant de faire cette régentation
graphique. Elle est une aide pour l'interprétation de I'interaction entre les deux
facteurs.

Ici, on peut vérifier que le type de sol 1 associé a la variété 1 donne un nombre
de jours avant germination faible, et que le type de sol 2 associé a la variété
2 donne, au contraire, un nhombre de jours avant germination plutét élevé. Les
autres combinaisons des deux facteurs variété et sol, donnent sensiblement le
méme nombre de jours avant germination.

Moyennes brutes et moyennes ajustées
On base en général I'interprétation sur les moyennes ajustées.

Dans les premiers traitements, la calcul des moyennes ajustées a été fait “manuelle-
ment”, a l'aide des fonctions “apply”, “tapply” et “mean”. Il existe une fagon
plus directe d’obtenir cesnoyennes ajustéesil suffit d'utiliser la fonction
“*dummy.coef”.

> effets_dummy.coef(anavar)
$"(Intercept)™:
(Intercept)

16.83333

$variete:
1 2 3
-4.333333 5.666667 -1.333333

$sol:
1 2
-3.166667 3.166667

$"variete:sol":
11 21 31 12 22 32
-0.3333333 -5.333333 5.666667 0.3333333 5.333333 -5.666667

> effets[[1]]+effets[[2]]
1 2 3
125 22,5 15.5
> effets[[1]]+effets[[3]]
1 2
13.66667 20
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> effets[[1]]+outer(effets[[2]],effets][[3]],"+")+effets[[4]]
1 2

1 9 16

2 14 31

3 18 13

Remarquons qu’en sommant les effets obtenus avec “dummy.coef’, on obtient
bien les moyennes ajustées, autrement dit les moyennes de moyennes, parce que
les effets sont calcék avec le magle interactif complet. Ceci est toujours vrai

pour plus de deux facteurs, a condition d’évaluer les effets a partir du modele
interactif complet.

Les moyennes brutes elles, peuvent étre obtenues a l'aide de la fonction
“model.tables” qui admet comme argument un objet de classe “aov”. Il est donc
nécessaire d’estimer & nouveau le modele avec la fonction aov (aov comme Anal-
ysis Of Variance).

> anavar_aov(jgerm variete*sol,data=carotte)
> model.tables(anavar,type="means")
Refitting model to allow projection

Tables of means

Grand mean

15

variete
1 2 3
13 19.67 15
rep 7 3.00 5

sol
1 2
12.52 17.17
rep 7.00 8.00
variete:sol
Dim 1 : variete
Dim 2 : sol
1 2
1 9 16
rep 3 4
2 14 31
rep 2 1
3 18 13
rep 2 3
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Les moyennes brutes sont aussi des moyennes de moyenneséasndar les
effectifs.

La moyenne brute calculée pour la variété 3 vaut 15, elle peut étre obtenue de
deux facons différentes :

9. 14—}-22 3. 1849412
15— (14422418 49+ 12)5 = 2 +3(H)

5

La moyenne ajustée pour la variété 3 vaut 15.5, elle est obtenue de la facon
suivante :

(14;—22) + (18+§+12>

2
Lorsque le déséquilibre des nombres de répétitions est du au hasard, ou lorsque
gu'il ne correspond pas a un choix délibéré de pondération des traitements, la
pondération des moyennes par les effectifs ne se justifie pas. C’est la raison
pour laquelle on conseille en général de baser les interprétations sur les moyennes

ajustée. Une interprétation basée sur les moyennes brutes ne se justifie que dans le
cas ou on souhaite pondérer les traitements en fonction du nombre de répétitions.

15.5 =
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L’ANALYSE DE COVARIANCE

Résune des principales commandes :

\

plot.factor(rats,character="0")

plot.design(rats)

anacov_Im(thyroide regime+
I(corporel-mean(colporel)),rats)

dropl.aov(anacov,scope=anacov$call)

plot(anacov)

vV V

VvV VvV

| Le probleme

1) Les donrees

Les données ont été recueillies a 'INRA, par Sylvie Rabot (UEPSD).

On étudie I'effet de deux régimes alimentaires, I'un a base de colza, l'autre a base
de soja, sur le développement de la thyroide du rat. Les régimes alimentaires sont
associés ou pas a une souche bactérienne (2 types de souches bactériennes S1 et
S2) inocuée par voie orale. On mesure le poids de la tideale 24 rats, abattus

apres avoir été soumis a I'un des régimes, pendant 6 semaines.

On appellera&gime alimentaire chacune des 5 combinaisons suivantes :

» colza associé a la souche 1 (C.sl),
» colza associé a la souche 2 (C.s2),
* colza sans souche (C.s0),

* soja associé a la souche 1 (S.sl),
* soja associé a la souche 2 (S.s2).

L’échantillon de rats a été constitué par tirage au sort, dans une population de rats
aussi homogéene que possible (méme age, méme sexe). Le poids initial des rats
varie peu. Cependant, des expériences précédentes ont montré que le poids de la
thyroide est lié au poids total du rat. Le poids de la thyroide apres le régime est
donc dépendant du poids corporel initial du rat. 1l faudra tenir compte du poids
initial pour étudier I'effet du régime.
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(poids initial) (poids tyroide)

6 semaines

> |
Régime Sacrifié

— N =

Csl C.ss2 C.s0 S.si S.s2

Les données recueillies sont les suivantes :

poids initial corporel poids de la thyroide régime alimentaire
292,1 11,3 Csi
293,0 14,0 Csi
2749 11,7 Csi
286,9 13,7 Csi
302,6 14,3 Csi
277,0 13,5 Csl
304,1 15,6 Csl
275,6 12,1 C.s2
289,9 13,0 C.s2
289,3 13,1 C.s2
293,3 13,2 C.s2
296,7 14,2 C.s2
299,2 11,9 C.s2
289,7 13,6 C.s2
308,7 11,2 C.s0
268,0 10,6 C.s0
2943 10,7 C.s0
285,5 10,8 S.sl
265,0 7,2 S.sl
269,6 9,8 S.sl
293,5 8,8 S.sl
312,8 9,1 S.s2
2744 7,5 S.s2
298,7 8,9 S.s2
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2) Choix de l'analyse

On cherchea expliquer le poids de la thyide par le €gime alimentaire, ea
introduire une correction qui tienne compte de la diversité des poids initiaux. Le
poids de la thyrae est mes@; c’est la variable explicge. Le Egime alimentaire

est fixé, c’est un facteur de variation a 5 niveaux. Le poids initial corporel est
mesué. Il ne cepend pas duégime alimentair€tudé : d’'une part il est mesér

avant de soumettre les rats aux régimes, d'autre part le tirage aléatoire des rats
pour constituer Bchantillon et pour affecter un deggimesa chaque rat assure

gue le domaine de variation des poids initiaux ne dépende pas du régime. Il a
vraisemblablement une incidence sur le poids de la tdgracette incidence peut

étre supposée identique quel que soit le regime (effet linéaire et égalité des pentes).
C’est une covariable. On chercleexpliquer une variabla l'aide d’'un facteur

et d’'une covariable. Nous allons mettre en ceuvre une analyse de covariance.

On peut réaliser une analyse de covariance lorsque :

» la relation qui lie la variable expliquée a la covariable est linéaire,

» le domaine d’observation de la covariable est le méme quel que soit le niveau
du facteur,

e o0n a éegalité des pentes des droites qui lient covariable et variable expliquée,
pour les diferents niveaux du facteur.

Il Premiers traitements

1) Saisie
On saisit les donees sous forme d’'une matriéetrois colonnes. Le data-frame

“rats” est composé de la variable “corporel”, de la variable “thyroide”, et du
facteur “regime”.

> rats_matrix(c(
292.1,11.3,"C.s1",
293.0,14.0,"C.s1",
274.9,11.7,"C.s1",
286.9,13.7,"C.s1",
302.6,14.3,"C.s1",
277.0,13.5,"C.s1",
304.1,15.6,"C.s1",
275.6,12.1,"C.s2",
289.9,13.0,"C.s2",
289.3,13.1,"C.s2",
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293.3,13.2,"C.s2",
296.7,14.2,"C.s2",
299.2,11.9,"C.s2",
289.7,13.6,"C.s2",
308.7,11.2,"C.s0",
268.0,10.6,"C.s0",
294.3,10.7,"C.s0",
285.5,10.8,"S.s1",
265.0,7.20,"S.s1",
269.6,9.80,"S.s1",
293.5,8.80,"S.s1",
312.8,9.10,"S.s2",
274.4,7.50,"S.s2",
298.7,8.90,"S.s2"),ncol=3,byrow=T)
> rats_data.frame(corporel=as.numeric(rats[,1]),
thyroide=as.numeric(rats[,2]),
regime=as.factor(rats[,3]))

2) Visualisation graphique

> plot.factor(rats,character="0")
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On \érifie que les poids corporels initiaux négendent pas dégime. Par contre,
le poids de la thyroide semble étre affecté par le régime alimentaire.

> plot.design(rats)

o csl T
g,_.- Csd
==
=y
=k csd —T
591
Em. g8l T

g3 —

Factors

La commande “plot.design(rats)” affiche deux graphiques, les poids corporels

moyens par régime d’'une part, les poids thyroidiens moyens par régime d’autre

part. Seul le second graphique est intéressant. On peut n’obtenir que le second
graphique en tapant “attach(rats); plot.design(thyroide™regime); detach()”.
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[l Analyse de la covariance

1) Le modele et sa mise en ceuvre

Le modeéle étudié est le suivanty;; = p+ a; + B(Xi; — X)) +&45
i : indice de Egime,
j : indice de rat,
Y;; : poids de la thyra@e du rat j soumis auvégime i,
(¢ moyenne générale,
«; . effet du egime alimentaire,
B(Xi; — X)) : effet du poids corporel initial avec :
* 3 . pente de la&gression entre Y et X,
» X;; : poids corporel initial du rat,
* X : poids corporel initial moyen,
e;j . erreurs indépendantes, d’espérance nulle, tellesvque;;) = o>.
On centre la covariableX;; de manére a estimer des paratres 3 et u
indépendants I'un de l'autre.

> options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))

> anacov_Ilm(thyroide™regime+l(corporel-mean(corporel)),rats)

Le centrage de la variable “corporel” est indiglors de la description du meke

(une alternative aurait été la création d’'une nouvelle variable “corporel.centree”
dans le data-frame “rats”). La fonction | (comme identity) perraeSplus
d’interpréter le “-” comme une opération de soustraction brute, et non pas comme
il est interprété habituellement dans une formule, c’est a dire pour supprimer un
terme du modele.

Ce modele suppose que les pentes des droites de régression entre la variable et la
covariable sont égales. Autrement dit, il N’y a pas d'interaction entre le régime
et le poids corporel. C’est le modele d’analyse de covariance.

On peut aussi décrire un modele avec des pentes qui different suivant le réegime;
il suffit d’ajouter un terme d’interaction entre le facteur régime et la covariable.
Mais il ne s’agit plus d’'un modeéle d’analyse de covariance, il s’agit d'un probléeme
de comparaison de droites de régression.

2) Visualisation des résultats

a) résultats nuneériques

Le plan est non orthogonal, on utilise les sommes de carrés de type .
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> dropl.aov(anacov,scope=anacov$call)

Single term deletions

Model:
thyroide ~ regime + I(corporel - mean(corporel))
Df Sum of Sq RSS
<none> 19.5874
regime 4 86.60197 106.1893
I(corporel - mean(corporel)) 1 6.47501 26.0624
F Value Pr(F)
<none>
regime 19.89593 0.00000206
I(corporel - mean(corporel)) 5.95028 0.02529513

On conclut gu'il existe un effet réegime significatif, et que la correction apportée
par la prise en compte du poids corporel initial est utile.

b) résultats graphiques

> plot(anacov)
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Fitted: regime + I(corporel - mean(corporel))
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On ne détecte aucun résidu particulierement grand, aucune structure particuliere
des résidus, et la variance semble homogéne. Les postulats sont vérifiés, le modele
est adéquat. Le régime auquel les rats sont soumis a donc un effet sur le poids
de la thyroide qui varie également en fonction du poids corporel initial.

On repésente graphiquement le nédd esting (droites paradiles), et les obser-
vations.

attach(rats)
corporel0_corporel-mean(corporel)
coefs_dummy.coef(anacov)

La fonction “dummy.coef” permet d’obtenir tous les pakdms estiras, y com-
pris ceux que I'on peut déduire des autres parametres a l'aide des contraintes.

plot(corporel0,thyroide,type="n")
text(corporel0,thyroide,regime)
lapply(as.list(coefs[[1]]+coefs[[2]]),abline,coefs[[3]])
text(20,coefs[[1]]+coefs[[2]]+20*coefs[[3]],lwd=3,cex=1.5)
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14
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Cette repesentation a lI'avantage degsenter les doraes, elle permet donc au
lecteur de s’assurer que les conditions d’utilisation de l'analyse de covariance
semblent respectées; elle présente aussi le modele ce qui permet d’interpréter.

IV Pour aller plus loin . ..

On a expring le poids de la thyiidea I'aide d’'un mo@le d’analyse de covariance,

ce modele impose I'égalité des pentes. Graphiquement, il semble que I'hypothese
d’égalié des pentes soit acceptable. Cependant, cette l@getheuttre teste,

en comparant le modéle d’analyse de covariance a un modele plus général ou les
pentes varient suivant leegime.

SoientM le modele général et/ le sous-modele (analyse de covariance) :

M : Yij=p+ai+ 5i(Xij — X)) +ei;  (drovtes)
My : Yij=p+ai+B(Xi; —X.)+ei; (anacov)
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thyroide

La comparaison du maie M, au mockle M par un test de sous-mela& revient
a tester I'nypothése nulle d’égalité des pentes :

Hy P =PB2=PB3=P51= s

> droites_Im(thyroide regime+
regime:l(corporel-mean(colporel)),rats)

On représente graphiquement le modéle estimé.

coefs_dummy.coef(droites)
coefs_cbhind(coefs[[1]]+coefs[[2]],coefs[[3]])

plot(corporel0,thyroide,type="n")
text(corporel0,thyroide,regime)
apply(coefs,1,abline)
text(20,coefs[,1]+20*coefs[,2],lwd=3,cex=1.5)

detach()

14

12

10

-20 -10 0 10 20

On réalise le test de sous-modéle a l'aide de la fonction “anova”.
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> anova(anacov,droites)

Analysis of Variance Table
Response: thyroide

Terms Resid.Df

1 regime + regime:l(corporel - mean(corporel)) 14

2 regime + I(corporel - mean(corporel)) 18
RSS Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)

1 17.64604

2 19.58737 1 vs. 2 -4 -1.941326 0.3850519 0.8157461

RSS : residual sum of square : somme deé&saksiduelle.

La difference des nombres de degrés de liberte emfreet My vaut 4. La
différence des sommes de é&amrésiduelles vaut 1.9, et la statistique de Fisher
calculée vaut 0.39. Le risque d’erreur si on rejette Ho, est supérieur a 80%. On
accepte donc I'hypothese nulle. Le choix du modele d’analyse de covariance est
justifié.

Représentation géométrique :

Soit P I'espace vectoriel de dimension p représentant le modele g&déral

Soit D le sous-espace vectoriel de dimension q représentant le sous-magdele

Le projee deY sur P est le vecteuk © des valeurs estiées obtenues avec le

modele général; en projetaﬁ’t sur D, on obtient le vecteuk @, des valeurs
estimées obtenues avec le sous-modéje On appelleA la difference entre les

deux vecteurs des estimés obtenus (c’est aussi la difféerence entre les deux vecteurs
de résidus).A mesure I'écart entre les modelés et M.

A = SCRy, — SCRy
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Le test consisté comparerA a la variance estige par le ca@ moyen ésiduel
du modele général. On calcule la statistique suivante :

SC Ry —SC Ry

Nl pP—q
I'= SCRym

n—p—1

Sous Ho, F suit une loi de Fisher-Snedecor a (p-q) et (n-p-1) degrés de liberté.

Bibliographie

» Meéthodes statistiques, Snedecor & Cochran (1967), ACTA.

» Statistical Models in S, J.M. Chambers, T.J. Hastie (1992).

* Modern Applied Statistics with Splus, W.N. Venables, B.D. Ripley (1994),
Springer-Verlag.
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COMPARAISON DE
DROITES DE REGRESSION

Résumé des principales commandes :

> ImO0_Im(temps™-1+systeme+systeme:debit,pression)
anova(Imo0)

plot(ImO)
Im4_Im(temps™1+systemel+systemel:debit,pression)
anova(imo,Im4)

anova(lm4)

plot(Im4)

V V.V V VYV

| Le probleme

1) Les données

Lors d’'une perfusion faité I'aide d’un pousse seringue, I'occlusion de la ligne
de perfusion interrompt I'administration du produit. La pression dans le systeme
de perfusion augmente alors, jusguatteindre un niveau qui met en alarme
le perfuseur et le stoppe. On étudie le délai écoulé entre I'occlusion et le
déclenchement de I'alarme. Iegend du sysime de perfusion et duedit.

Les systemes de perfusion expérimentés sont les suivants :

e une seringue seule équipée d’'un robinet a trois voies (S1),

» le systeme précédent avec en plus, une tubulure souple en PVC de 2.3 ml
de volume (S2),

» le systeme précédent avec en plus, la présence d'une bulle d’air de 1 ml dans
la seringue (S3),

e une seringue équipée d'un robinet a trois voies et d’'une tubulure rigide en
polyéthylene de 1.1 ml de volume (S4).

Les débits auxquels sont soumis les systemes sont : 2.5, 5.0, 7.5, 10.0, 12.5,
15.0, 20.0 et 25.0 ml/h.

On éetudie le temps qui s’écoule avant le déclenchement de l'alarme (délai en
secondes). Pour chaque couple (systeme, débit) trois observations sont réalisées.
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e systemes
délai
S1 S2 S3 S4
2.5 1970 2775 3460 1965
1990 2790 3440 1985
1995 2785 3455 1990
5.0 995 1350 1685 970
985 1365 1665 945
1000 1410 1665 980
débit 7.5 640 900 1125 615
606 905 1110 600
615 915 1130 635
en 10.0 440 685 820 435
448 690 835 430
443 675 845 445
ml/h 12.5 358 560 665 355
355 580 680 365
354 575 685 345
15.0 297 490 585 290
296 530 595 300
299 500 600 290
20.0 240 345 465 225
240 335 460 255
240 340 465 260
25.0 190 275 390 195
190 270 375 200
190 275 375 185

2) Choix de l'analyse

Le délai de déclenchement de I'alarme est mesuré, c’est la variable expliquée. Le

systeme de perfusion est un facteur a quatre niveaux. Le débit peut étre considéré
comme un facteur a huit niveaux, ou comme un régresseur : c'est une variable

guantitative.

Pour un systeme de perfusion donng, le délai est lié linéairement a l'inverse

du débit. On peut donc modeéliser I'ensemble des données par un ensemble de
droites de régression : on estime une ordonnée a l'origine et une pente pour
chaque systeme de perfusion.
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Il Premiers traitements

1) Saisie

Le data-frame “pression” est créé a partir du fichier unix “datal”. La variable
“debit” contient en fait les inverses des débits.

> datal_matrix(c(scan("datal")),ncol=3,byrow=T)

> pression_data.frame(debit=1/datal[,2],
delai=datall[,1],
systeme=as.factor(datal[,3]))

2) Visualisation graphique

Pour chaque systeme de perfusion utilise, on représente le délai observé en
fonction de I'inverse du &bit, et on superpose un lissage obteénliaide de
la fonction lowess.

plot(debit,delai,xlab="inverse du debit (h/ml)",
ylab="delai (s)")

for (i in unique(systeme))

{syst_systeme==i

lines(lowess(debit[syst],delai[syst]),Ity=i)}

Comparaison de droites — 3



3000

2000

delai (s)

1000

0.1 0.2 0.3 0.4

inverse du debit (h/ml)

Le délai de déclenchement de l'alarme semble étre une fonction linéaire de
linverse du @bit. Les relations ligaires semblergtre differentes d’'un sysme

de perfusion a l'autre, sauf pour les systemes S1 et S4. La comparaison des
droites de égression permet de tester la similitude entre leseayss.
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[l Analyse : comparaison de droites de égression

1) Le modele général

v 1
Yij=ai + 5i(m> + €45

i : indice de systeme,

j : indice de répétition,

Yi; : délai de déclenchement de I'alarme,
«; . ordonnées a l'origine des droites,

B; . pentes des droites,

= © inverse du @bit,

eij . erreurs indépendantes, d’espérance nulle, tellesvque;;) = o>.

Le modele ne comprend pas de terme constant.
> options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))

> ImO0_Im(delai”-1+systeme+systeme:debit,pression)
> anova(lmO)

Analysis of Variance Table
Response: delai
Terms added sequentially (first to last)
Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)

systeme 4 71993833 17998458 29373.83 0
systeme:debit 4 51202691 12800673 20890.94 0
Residuals 88 53921 613

Le modele apporte une explication significative. On rejette I'hnypothése d’égalité

des droites.
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> plot(ImO)
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On ne détecte pas de structure particuliere des résidus, le modele est adéquat.
Voici les estimations des paratnes :

> coef(ImO0)
systemel systeme2 systeme3 systeme4 systemeldebit
-33.53225 3.643386 6.878349 -33.61601 5040.74
systeme2debit  systeme3debit  systeme4debit
6926.031 8538.916 5005.229

Les parametres des systemes S1 et S4 sont tres proches. On teste le sous-modele
correspondant a I'hypothese d’égalité des droites pour les systemes S1 et S4, et
d’autres sous-modeles correspondant a d’autres hypotheses.
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2) Les sous-moéles

a) Principe du test de sous-modele

On peut étre amené a tester un sous-modele par rapport a un modele plus général,
lorsque se pose un probleme de comparaison de droites de régression, ou pour
tester l'effet de facteurs et/ou dégresseurs simultément, ou encore, pour
trouver un modele plus simple, débarrassé des régresseurs difficiles (ou couteux)
a mesurer. On doit d’abord s’assurer de la validiu moele ¢eréral (pas de
structure dans les résidus).

Soit le moatle ¢geréral suivant, correspondaiat des droites deégression qui
auraient une pente et une ordonnée a l'origine toutes difféerentes. On suppose que
ce mockle aéte valide :

My - Yij = ai + BiXij + €5

Pour tester I'hypotheése d’égalité des ordonnées a l'origine, on pose le sous-modele
suivant :

14
My : Yﬁ =a-+ ﬂj)’xi]‘ + €ij
¢’ contiente plus la variablié expliqwee par des ordo@esa I'origine differentes.
On pose Ho : “le modele général et le sous-modele sont équivalents”.

Soit P, I'espace vectoriel de dimension p assoau moeéle ceréral, et Q, le
sous-espace vectoriel de dimension g associé au sous-modele.

)

A représente la difference entre les variabilités expliquées par les deux modeles.
Si A est du néme ordre de grandeur que lasiduelle du moele geréral (aux
degrés de liberté pres), le sous-modele est adéquat.

On calcule la statistique suivante :
SCRsu—SCRwe
F = P—q
- SCRuc
n—p—1
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Sous I'hypotlegse nulle ddquivalence entre les deux n@dds, F suit une loi de
Fisher-Snedecor a (p-g) et (n-p-1) degrés de liberte. On lit la valeur critique
correspondante dans la table de Fisher, pour un risgdenré. Si la statistique
calculée est supérieure a la valeur critique lue, on rejette Ho. Les deux modeles
ne sont pas équivalents, le sous-modele ne convient pas. Si la statistique calculée
est inférieure a la valeur critique lue, on accepte Ho, les deux modeéles sont
équivalents.

b) Application

On teste la validité de chacun de ces quatre sous-modeles :

* M, : égalie des droites,

« M, : méme ordonnée a l'origine, des pentes différentes,
* M; : méme pente, des ordodesa l'origine differentes,

* M, : droite S; identique aS4, les autres differentes.

soussmodéele 1 : égalie des droites.

1

Yij = ot By e
> Im1_Im(delai"debit,pression)
> anova(lm0,Im1)
Analysis of Variance Table
Response: delai
Terms Resid. Df RSS
1 -1 + systeme + systeme:debit 88 53921
2 debit 94 7075830
Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)
1
2 1vs. 2 -6 -7021909 1909.981 0

Le sous-modele n'est pas équivalent au modele général, on rejette I'hypothéese
nulle d’égalité des droites.

sousmodele 2 : Toutes les droites ont méme ordonnée a l'origine, mais des
pentes difféerentes.

7 /. 1
Yij = ot ﬂi(debit) i
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> Im2_Im(delai"systeme:debit,pression)
> anova(lm0,Im2)

Analysis of Variance Table
Response: delai

Terms Resid. Df RSS
1 -1 + systeme + systeme:debit 88  53920.94
2 systeme:debit 91 68826.74
Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)

1
2 -systeme -3 -14905.8 8.108847 7.910158e-05

La p-value est trés faible, on rejette I'hypothéese nulle. Le sous-modele n’est pas
équivalent au modele général, il n'est donc pas valide.

soussmodele 3 : Toutes les droites ont la &me pente, mais des ordd@esa
l'origine différentes.

Yoy = it B+ i

> Im3_Im(delai"-1+systeme+debit,pression)
> anova(lm0,Im3)

Analysis of Variance Table
Response: delai

Terms Resid. Df RSS
1 -1 + systeme + systeme:debit 88 53921
2 -1 + systeme + debit 91 2636600
Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)
1
2 1wvs2 -3 -2582679 1404.994 0

Ici, la p-value est tres faible, on rejette I'hypothése d’équivalence des deux
modeles, le sous-modele ne peut pas étre utilisé.

sous-modele 4 : Les droites correspondant aux systemes S1 et S4 sont
équivalentes, mais differentes de celles correspondantes aux autres systemes,
qui sont elles-méme difféerentes les unes des autres.

7 { 1
Yij=a; + ﬂi(m> + &4

aveca; = ag4 et [ = Pq.
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On ajoute au data frame “pression” une variable “systemel”, qui regroupe les
systemes S1 et S4.

pression$systemel_pression$systeme
levels(pression$systemel) c('1","2","3","1")
Im4_Im(delai"systemel+systemel:debit,pression)

>
>
>
> anova(lm0,Im4)

Analysis of Variance Table

Response: delai

Terms Resid. Df RSS
1 -1 + systeme + systeme:debit 88 53920.94
2 systemel + systemel:debit 90 54389.69
Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)

1
21 vs. 2 -2 -468.7478 0.3825027 0.6832806

La p-value est élevée, on accepte I'hypothése nulle. Le sous-modele équivaut
donc au modele général.

On peut essayer de simplifier encore le modele en diminuant le nombre de
parametres.

> dummy.coef(Im4)
$"(Intercept)™:
(Intercept)
-7.684131

$systemel:
1 2 3
-25.89 11.32752 14.56248

$"systemel:debit":
1debit  2debit  3debit
5022.984 6926.031 8538.916
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On regroupe les ordonnées a l'origine, pour S2 et S3.
pression$systeme?2_pression$systeme
levels(pression$systeme2) c("1","2","2","1")
Im5_Im(delai"systeme2+systemel:debit,pression)

anova(Im0,Im5)

Response: delai

Terms Resid. Df
1 -1 + systeme + systeme:debit 88 53920.94
2 systeme2 + systemel:debit 91 54441.22

Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)
1
2 1vs. 2 -3 -520.284 0.2830378 0.8375178

RSS

Le sous-modele est accepté. Toute autre tentative de regrou
a l'origine, ou des pentes conduit a rejeter le sous-modele
est donc le “plus petit” modele que I'on puisse trouver. C
qui est interprété.

pement des ordonnées
correspondant. Im5
'est le modele Im5

dropl.aov(Im5,scope=Im5$call)
Single term deletions

Model:
delai ~ systeme2 + systemel:debit
Df Sum of Sq RSS F Value
<none> 54441
systeme2 1 14854 69295 24.83
systemel:debit 3 51777764 51832205 28849.32
Pr(F)

<none>
systeme2 2.968879e-06
systemel:debit 0.000000e+00

Chacun des termes du modele est significatif.
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dummy.coef(Im5)
$"(Intercept)™:
(Intercept)
-14.15663

$systeme2:
1 2
-19.4175 19.4175

$"systemel:debit":
systemelldebit systemel2debit systemel3debit
5022.984 6918.9 8546.046

> summary(Im>5)

Call: Im(formula = delai © systeme2 + systemel:debit,
data = pression)
Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-49.47 -19.98 -3.605 21.53 63.48

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept)  -14.1566 3.8968 -3.6329 0.0005
systeme2 19.4175 3.8968 4.9829 0.0000
systemelldebit 5022.9841 31.6386 158.7614 0.0000
systemel2debit 6918.9004 37.5739 184.1414 0.0000
systemel3debit 8546.0462 37.5739  227.4466 0.0000

Residual standard error: 24.46 on 91 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.999

F-statistic: 23250 on 4 and 91 degrees of freedom,

the p-value is 0

Correlation of Coefficients:
(Intercept) systeme2 systemelldebit systemel2debit
systeme2 0.0000

systemelldebit -0.5430 0.5430
systemel2debit -0.4572 -0.4572 0.0000
systemel3debit -0.4572 -0.4572  0.0000 0.4181
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Les ordonnées a l'origine sont identiques pour S1 et S4 d’'une part, S2 et S3
d’autre part. Les pentes sont identiques pour S1 et S4, differentes pour les autres
sytemes.

> plot(Im5)
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LA REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE

Résumé des principales commandes :

> pairs(moutarde)
brush(as.matrix(moutarde),hist=T)
reg_Im(RC".,moutarde)
summary(reg)

plot(reg)
ggnorm(resid(reg))

V V.V V V

| Le probleme

1) Les donrees

Les pieds de moutarde s’adaptent a la sécheresse en développant des racines
courtes tubérisées.
On soumet 31 pieds de moutarde a un stress hydrique de 34 jours. On mesure
ensuite, pour chacun des pieds :

* le nombre de racines courtes tubérisées,

* la longueur de la tige,

* le potentiel hydrique foliaire,

* le poids de matiere seche des racines,

* le poids de maéire ®£che des partiestaennes,

* le nombre de feuilles.
On cherche savoir dans quelle mesure des variables telles que la longueur de la
tige ... ont une influence sur le nombre de racines courtes, c’est a dire dans quelle
mesure ces variables permettent d’expliquer une plus ou moins bonne adaptation
a la sécheresse.
Les données recueillies sont les suivantes :
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. potentiel . poids des
racines longueur . poids des : nombre de
courtes | de la tige hyd_rl_que racines P"’T”'es feuilles

foliaire aeriennes
0.00 29 65 87 43 2
0.00 35 65 163 122 2
1.10 40 65 175 117 3
0.69 25 60 38 49 2
0.00 30 30 57 23 1
0.00 45 70 270 124 5
0.69 40 65 202 78 4
1.39 50 70 226 74 3
1.61 50 85 525 222 5
1.10 55 80 230 92 3
3.47 60 155 1109 897 4
2.40 80 95 869 628 5
1.10 60 60 553 189 8
3.00 90 100 903 3022 6
3.43 80 145 1216 3049 6
1.61 75 85 912 3273 6
2.83 60 75 689 443 6
1.61 85 85 443 251 5
2.20 65 80 643 424 5
4.09 60 240 1089 843 6
3.09 60 80 825 757 7
1.39 70 80 385 1350 5
4.22 90 180 1335 728 7
4.17 90 175 953 668 3
4.57 95 205 1145 696 6
3.43 75 305 1129 678 6
3.04 70 120 978 529 6
3.26 75 70 795 329 6
5.40 70 300 1618 1075 7
4.16 70 250 1020 881 7
3.91 60 280 1020 624 8

Le nombre de racines courtes est exprimé en log, pour homogénéiser la variance.

2) Choix de l'analyse

Le nombre de racines courtes est la variable a expliquer. Les cing autres variables
sont des variables explicatives continues, ce sont des régresseurs. On met en

Régression linéaire multiple — 2



ceuvre uneégression likaire multiple.

Il Premiers traitements

1) Saisie
Les variables sont notées :

RC : nombre de racines courtes &uigees (en log),
LT : longueur de la tige,

HF : potentiel hydrique foliaire,

PR : poids des racines,

PA : poids des partieséaiennes,

FE : nombre de feuilles.

> moutarde_matrix(c(scan("moutarde")),
ncol=6,byrow=T)
> moutarde_data.frame(RC=moutarde[,1],
LT=moutardel,2],
HF=moutarde[,3],
PR=moutarde[,4],
PA=moutarde[,5],
FE=moutardel[,6])

2) Visualisation graphique
Cette étape est tres importante. On représente sur un seul graphique toute
linformation contenue dans le tableau de dées. Tous les nuages de points
représentant une variable en fonction d’'une autre sont dessinés. Ce type de
graphique est un outil indispensable pour “apprendre” les &esinll compdte
parfaitement la régression multiple. Il permet :

» d'identifier une ou plusieurs observations particulieres,

» d'etudier les liaisons entre la variable a expliquer et chacun des régresseurs
(présence ou absence de liaison apparente, type de liaison).

« d'étudier les corrélations entre régresseurs.

Ici, la variable RC semble liee a chacun des régresseurs. La liaison entre RC

et HF semble quadratique, plutdt que linéaire; on remarque des observations

particulieres dans le graphique représentant RC en fonction de PA (ces mémes
points se singularisent dans le graphe de PR en fonction de PA : ce sont des

plantes qui ont des racines peu développées par rapport aux parties aériennes); on
remarque aussi des corrélations entre les régresseurs.
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> pairs(moutarde)
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Par rapporta la fonction “pairs”, la fonction “brush” a I'avantage de permettre

a l'utilisateur d’interagir avec le graphique : on peut marquer un ensemble de
points intéressants, par exemple les plantes dont les parties aériennes sont tres
développées par rapport aux racines. Ces plantes sont marquées dans chacun des
“petits graphiques”. C’est en général un outil puissant pour “comprendre” les
données. Ici, les plantes dont les parties aériennes sont tres développées sont
tout a fait “dans la moyenne” pour les autres variables, et pour les liaisons entre
variables, hormis des racines peu développées par rapport aux parties aériennes.

Un histogramme de chacune des variables peut étre affiché. Il permet de marquer
facilement les points ayant des valeurs particulierement élevées ou faibles de
'une ou l'autre des variables.

Une représentation d’un triplet de variables au choix, avec rotation interactive du
nuage de points est également fournie.
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> brush(as.matrix(moutarde),hist=T)
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[l Analyse : régression linéaire multiple

1) Le modele et sa mise en ceuvre
RC = a+ BLT + BoHF + 33PR+ B4 PA + BsFE +¢
a . terme constant,
b1, B2, 33, B4, 35 . coefficients associés a chaque variable,
e . erreurs indépendantes, d’espérance nulle, tellesvque) = o2.
Ce modele de régression multiple est un modele additif, comprenant un terme
constant et faisant intervenir toutes les variables du data-frame “moutarde”. On
peut donc résumer I'écriture du modele a l'aide d’'un “point”.

> options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))
> reg_Im(RC".,moutarde)
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2) Visualisation des ésultats

a) résultats numériques

> summary(reg)

Call: Im(formula = RC ~ ., data = moutarde)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-0.8858 -0.3149 0.02299 0.429 0.6658
Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.4289 0.4089 -1.0490 0.3042

LT 0.0136 0.0079 1.7106 0.0995
HF 0.0032 0.0021 1.5385 0.1365
PR 0.0029 0.0006 4.9673 0.0000

PA -0.0003 0.0001 -2.1074 0.0453

FE -0.0547 0.0739 -0.7408 0.4657
Residual standard error: 0.508 on 25 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.91
F-statistic: 50.54 on 5 and 25 degrees of freedom,
the p-value is 2.861e-12

Correlation of Coefficients:
(Intercept) LT HF PR PA
LT -0.7311
HF -0.3617 0.2611
PR 0.5476 -0.5136 -0.7428
PA 0.0573 -0.1572 0.3099 -0.3460
FE -0.4310 -0.1135 0.0813 -0.4007 0.0467

Comme en régression simple, on affiche le “réesumé” des résidus, I'estimation des
coefficients ainsi qu’un test de nuditpour chacun d’eux, I'estimation dee€art-
type résiduel, le coefficient de détermination, la statistique du test d’explication

du mocktle et enfin les coélations entre les parasres.

Attention a I'interprétation du test de nullité de chacun des parametres, dans le cas
de fortes corrélations : il est préferable de tester le sous-modele ou on a supprimé

simultanément les variables corrélées.

La statistique de Fisher est calculée a I'aide de la somme de carrés expliquée par
la régression, de la somme de carrés résiduelle, et des degrés de liberté associés.
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SCreg = Z (}A’l — ?)2 CMreg = SCreg
ser =3 (vi- f)7 CMy = ——— _q ;”_ 1
~ CMreg
- OMr

ou p est le nombre de régresseurs,ee nombre d’observations c’est a dire le
nombre d’'unités expérimentales observées, ou encore le nombre de (p+1) uplets
d’observations.

Sous Ho : 8; = 0, V:i", F suit une loi de Fisher a p et (n-p-1) degrés de
liberté. Si la statistique calculée est supérieure a la valeur critique lue dans la
table de Fisher, on rejette Ho, et on conclut que le modéle apporte une explication
significative. Ici, la p-value est trés petite, on a tres peu de chances de se tromper
en rejetant Ho. On conclut que la part d’explication apportée par le modele est
significative. Le modele obtenu s’écrit :

RC = —0.43+40.013LT 4 0.003H F 4 0.0029P R — 0.0003PA — 0.054FE

b) résultats graphiques

> plot(reg)
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Fitted: LT + HF + PR + PA + FE
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Fitted: LT + HF + PR + PA + FE

On vérifie les postulats visuellement. 1l ne semble pas y avoir de structure
particuliere des résidus, et leur variance semble homogeéne.

Il existe un outil graphique permettant dérifier partiellement la normaétdes
erreurs : c'est la droite de Henry. On représente les quantiles empiriques des
résidus, en fonction des quantileggtmniques de la loi normale ceé# €duite. Si

les résidus sont distribués suivant une loi normale, les points oscillent autour d’une
droite. On superpose la droite passant par les leregheiquartiles empiriques

et théoriques; cette droite sert de point de repere.

> qqgnorm(resid(reg))
> qqline(resid(req))

0 |
o

resid(reg)

0.5

2 1 0 1 2
Quantiles of Standard Normal

Les esidus sont distrites normalement et ne ggentent pas de structure parti-
culiere. Le modele est adéquat.

Régression linéaire multiple — 8



IV Pour aller plus loin . ..

L’examen des données suggere une relation quadratique entre les variables HF et
RC. On ajoute donc un terme de ded@ en HF, et on teste le sous-nébel “reg”

contre le grand modele “reg2”.

> reg_Im(RC".,moutarde)

> reg2_Im(RC".-HF+poly(HF,2),moutarde)

> anova(reg,reg?)

Analysis of Variance Table

Response: RC

Terms Resid. Df

1 LT + HF + PR + PA + FE 25

2 LT + HF + PR + PA + FE - HF + poly(HF, 2) 24
RSS Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)

1 6.452083

2 6.154164 1 vs. 2 1 0.2979193 1.161825 0.2918024
> summary(reg2,corr=F)

Call: Im(formula = RC ~ . - HF + poly(HF, 2), data = moutarde)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-0.9342 -0.3282 0.05395 0.3756 0.7055

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 0.2165 0.4573 0.4735 0.6401
LT 0.0100 0.0086 1.1668 0.2548
PR 0.0027 0.0006 4.4000 0.0002

PA -0.0003 0.0001  -2.0887 0.0475

FE -0.0314 0.0767  -0.4089 0.6863
poly(HF, 2)1 1.8182 0.9862 1.8438 0.0776
poly(HF, 2)2 -0.7363 0.6831  -1.0779 0.2918

Residual standard error: 0.5064 on 24 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9141

F-statistic: 42.58 on 6 and 24 degrees of freedom,

the p-value is 1.24e-11
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L’'ajout du polyrdome de dedgr 2 n’aneliore pas la quald du moele de facon
significative. Plusieurs termes semblent non significatifs.

Dans un but de prédiction, on recherche un sous-modele dont les variables
explicatives sont faciles a mesurer et le moins destructives possible. Dans ce
cadre, on peut envisager le modele qui a pour variables explicatives FE et LT.
Malheuresement, ce sous-modele est rejeté.

La tentative de recherche d’'un sous-modéle dont toutes les variables sont faciles
a observer ayanéchow, on n’'a pas plus de raisons de conserver une variable
explicative plutdt qu'une autre. On supprime donc un a un les termes les moins
explicatifs (t value la plus faible), et on teste le sous-&ledbtenu par rapport

au “grand” modele “reg2”. On choisira le dernier modele accepté selon cette
procdure.

> reg3_update(reg2,”.-FE)

> anova(reg2,reg3)
Analysis of Variance Table

Response: RC

Terms Resid. Df

1 LT + HF + PR + PA + FE - HF + poly(HF, 2) 24

2 LT + PR + PA + poly(HF, 2) 25
RSS Test Df  Sum of Sq F Value Pr(F)

1 6.154164

2 6.197030 -FE -1 -0.04286614 0.1671693 0.6862654
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> summary(reg3,corr=F)

Call: Im(formula = RC ~ LT + PR + PA + poly(HF, 2),
data = moutarde)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.9801 -0.323 0.0604 0.3925 0.7091

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 0.1823 0.4420 0.4124 0.6835
LT 0.0093 0.0082 1.1246 0.2715
PR 0.0026 0.0005 4.8088 0.0001
PA -0.0003 0.0001 -2.1058 0.0454

poly(HF, 2)1 1.8921 0.9532 1.9850 0.0582

poly(HF, 2)2 -0.8151 0.6444  -1.2650 0.2175

Residual standard error: 0.4979 on 25 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9135

F-statistic: 52.83 on 5 and 25 degrees of freedom,

the p-value is 1.738e-12

> reg4_update(reg3,”.-LT)
> anova(reg2,reg4)
Analysis of Variance Table
Response: RC

Terms Resid. Df

1 LT + HF + PR + PA + FE - HF + poly(HF, 2) 24

2 PR + PA + poly(HF, 2) 26
RSS Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)

1 6.154164

2 6.510518 -LT-FE -2 -0.3563536 0.6948537 0.5089118
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> summary(reg4,corr=F)

Call: Im(formula = RC ™ PR + PA + poly(HF, 2),
data = moutarde)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.005 -0.4477 0.08819 0.3885 0.804

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 0.5426 0.3060 1.7731 0.0879
PR 0.0029 0.0005 6.1040 0.0000
PA -0.0003 0.0001 -1.9522 0.0618

poly(HF, 2)1 1.7727 0.9521 1.8620 0.0739

poly(HF, 2)2 -1.0678 0.6070  -1.7591 0.0903

Residual standard error: 0.5004 on 26 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9092

F-statistic: 65.05 on 4 and 26 degrees of freedom,

the p-value is 3.678e-13

> reg5_update(reg4,”.-poly(HF,2)+HF)

> anova(reg2,regb)
Analysis of Variance Table

Response: RC

Terms Resid.

1 LT + HF + PR + PA + FE - HF + poly(HF, 2)

2 PR + PA + HF
RSS Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)

1 6.154164

2 7.285390 1 vs. 2 -3 -1.131226 1.470518 0.247604

Df
24

27
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> summary(reg5,corr=F)

Call: Im(formula = RC © PR + PA + HF, data = moutarde)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.9832 -0.3169 0.05363 0.4516 0.8454

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.0339 0.1859 -0.1825 0.8565

PR 0.0033 0.0004 7.5632 0.0000
PA -0.0002 0.0001 -1.8056 0.0821
HF 0.0024 0.0021 1.1764 0.2497

Residual standard error: 0.5195 on 27 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8983

F-statistic: 79.54 on 3 and 27 degrees of freedom,

the p-value is 1.6e-13

> reg6_update(reg5,”.-HF)

> anova(reg2,reg6)
Analysis of Variance Table

Response: RC

Terms Resid. Df

1 LT + HF + PR + PA + FE - HF + poly(HF, 2) 24
2 PR + PA 28
RSS Test Df Sum of Sq F Value
1 6.154164
2 7.658835 -LT-FE-poly(HF, 2) -4 -1.504671 1.466979
Pr(F)
1
2 0.2432753
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> summary(reg6,corr=F)

Call: Im(formula = RC © PR + PA, data = moutarde)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.9739 -0.3685 -0.04669 0.4245 0.8638

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.0240 0.1805 0.1331 0.8951
PR  0.0037 0.0003 14.1984  0.0000
PA -0.0003 0.0001 -2.3897  0.0238

Residual standard error: 0.523 on 28 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8931

F-statistic: 117 on 2 and 28 degrees of freedom,

the p-value is 2.531e-14

> reg7_Im(RC"PR,moutarde)

> anova(reg2,reg7)
Analysis of Variance Table

Response: RC

Terms Resid. Df

1 LT + HF + PR + PA + FE - HF + poly(HF, 2) 24

2 PR 29
RSS Test Df Sum of Sq F Value

1 6.154164

2 9.220858 -LT-PA-FE-poly(HF, 2) -5 -3.066694 2.391898
Pr(F)

1

2 0.06777223
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> summary(reg7,corr=F)

Call: Im(formula = RC ~ PR, data = moutarde)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.463 -0.2909 -0.009448 0.4835 0.9602

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.0242 0.1946 0.1244 0.9018
PR 0.0033 0.0002 14.0143 0.0000

Residual standard error: 0.5639 on 29 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8713

F-statistic: 196.4 on 1 and 29 degrees of freedom,

the p-value is 1.91e-14

> reg8_Im(RC™-1+PR,moutarde)

> anova(reg2,reg8)
Analysis of Variance Table
Response: RC

Terms Resid. Df

1 LT + HF + PR + PA + FE - HF + poly(HF, 2) 24
2 -1 + PR 30
RSS Test Df Sum of Sq F Value

1 6.154164
2 9.225782 -LT-PA-FE-poly(HF, 2) -6 -3.071618 1.996449

Pr(F)
1
2 0.1058887
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> summary(reg8)
Call: Im(formula = RC ~ -1 + PR, data = moutarde)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.462 -0.2847 0.009653 0.492 0.9602

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
PR 0.0034 0.0001 27.5939 0.0000

Residual standard error: 0.5546 on 30 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9621

F-statistic: 761.4 on 1 and 30 degrees of freedom,

the p-value is 0

> plot(reg8)

RC

Fitted: -1 + PR
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Fitted: -1 + PR

En conclusion, le poids des racines suffit a lui seul a expliquer la résistance au
stress hydrique.

En simplifiant le modele pas a pas, on a mis en ceuvre une méthode de choix de
régresseurs : la @éthode descendante. D’autregthodes existent. C’est I'objet

du chapitre suivant.
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LA REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE :
CHOIX DE REGRESSEURS

Résumé des principales commandes :

> brush(pins,hist=T)

> reg_Im(NIDS".,data=pins)

> back_stepwise(pins[,1:5],pins[,"NIDS"],method="backward")
> |eap_leaps(as.matrix(pins[,1:5]),pins[,"NIDS"])

| Le probleme

1) Les donrees

Un experimentateuétudie l'influence des caraaistiques du peuplement forestier

sur le développement de la processionnaire du pin (chenille). Il étudie des
parcelles forestires de 10 hectares. Sur chacune de ces parcelles, des placettes
de 5 ares sont echantillonnées. Sur chacune des placettes, il observe

l'altitude (en m),

la pente (en°),

le nombre de pins,

la hauteur de I'arbre échantillonné au centre de la placette,
le diametre de cet arbre,

le nombre de nids de processionnaires par arbre.
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altitude pente | nb de pins| hauteur | diametre | log(nb nids)
1200 22 1 4.0 14.8 2.37
1342 28 8 4.4 18.0 1.47
1231 28 5 2.4 7.8 1.13
1254 28 18 3.0 9.2 0.85
1357 32 7 3.7 10.7 0.24
1250 27 1 4.4 14.8 1.49
1422 37 22 3.0 8.1 0.30
1309 46 7 5.7 19.6 0.07
1127 24 2 3.5 12.6 3.00
1075 34 9 4.3 12.0 1.21
1166 24 17 55 16.7 0.38
1182 41 32 5.4 21.6 0.70
1179 15 0 3.2 10.5 2.64
1256 21 0 51 19.5 2.05
1251 26 2 4.2 16.4 1.75
1536 38 31 5.7 17.8 0.06
1554 27 20 5.6 20.2 0.13
1305 30 6 3.8 15.7 1.00
1316 34 8 3.1 114 0.41
1427 39 19 4.6 15.2 0.72
1575 20 32 5.2 18.9 0.67
1397 26 16 4.2 14.8 0.12
1377 29 4 5.3 19.8 0.97
1574 24 23 5.2 17.8 0.07
1396 45 13 4.7 15.2 0.10
1393 27 5 4.7 18.3 0.68
1433 23 18 6.5 21.0 0.13
1349 24 1 2.7 5.8 0.20
1208 23 2 3.5 11.5 1.09
1198 28 15 3.9 11.3 0.18
1228 31 6 5.4 21.8 0.35
1229 21 11 5.8 16.7 0.21
1310 36 17 5.2 17.8 0.03

2) Choix de l'analyse

L’'unité expérimentale est la placette. Le nombre de nids par arbre est la variable
expliquée. Les autres variables correspondent a des caractéristiques forestieres,
ce sont les variables explicatives ou régresseurs. Pour des raisons partiellement
statistiques, c’est le logarithme du nombre de nids par arbre qui est analyseé.
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On réalise uneé&gression ligaire multiple avec toutes les variables explicatives.
On examine graphiquement le modele obtenu, de facon a le valider.

Une fois le modele validé on tente de le simplifier. On a deux raisons de
simplifier le moetle : dans un but de @diction, il est souhaitable que les variables
explicatives soient de préférence des variables faciles a mesurer, et mesurable avec
le plus de pecision possible; il est plus facile d’integier un modle qui soit le

plus simple possible. Si I'objectif poursuivi n’est pas la prédiction mais plutot la
compréhension du phénomene, ou si les variables explicatives sont aussi faciles
(ou difficiles) a mesurer les unes que les autres, on peut mettre en ceuvre une
procédure automatique de sélection de variables.

Il Premiers traitements

1) Saisie

Les variables sont notées :

ALT : altitude,

P . pente,

NB : nombre de pins,

H . hauteur de l'arbréchantillon@ au centre de la placette,

D . diameétre de I'arbre échantillonné au centre de la placette,
NIDS : logarithme du nombre de nids de processionnaires.

> pins_matrix(c(scan("pins")),ncol=6,byrow=T)

> pins[,6]_log(pins[,6])

> pins_data.frame(ALT=pins|[,1],
P=pins[,2],
NB=pins[,3],
H=pins[,4],
D=pins|,5],
NIDS=pins|[,6])
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2) Visualisation graphique

La fonction pairs permet, grace a son argument “panel” de superposer des
informations graphiques sur chacun des nuages de points, elle permet notamment
de superposer un lissage.

Le nombre de nids semble lie a la plupart des variables explicatives. Une
liaison linéaire est plausible. La relation qui lie le nombre de nids aux variables
explicatives semble tres “lache”.

Remarquons que les variables H et D sont fortement corrélées. C’est un résultat
auquel on pouvait s'attendre a priori.

> pairs(pins, panel=function(x,y)
{ points(x,y); lines(lowess(x,y))})

1100

20

1100 1400 o 10 25 10 20
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[l Analyse

1) Modele général

Le modele général est celui qui tient compte de toutes les variables explicatives :
NIDS = «a + BALT + (2P + B3NB + BaH + 35D + ¢

« @ terme constant,

b1, B2, B3, B4, B5 © coefficients assoes a chaque variable,

e : erreurs indépendantes, d’espérance nulle, tellesvaue) = o2.

> options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))

reg_Im(NIDS".,data=pins)

> summary(reg)

\

Call: Im(formula = NIDS ~ ., data = pins)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-2.017 -0.2509 0.07468 0.3631 1.711

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 7.6208 1.8166 4.1950 0.0003
ALT -0.0039 0.0013 -2.9023 0.0073
P -0.0567 0.0206 -2.7447 0.0106
NB -0.0022 0.0199 -0.1112 0.9123
H -1.3436 0.3446 -3.8988 0.0006
D 0.2810 0.0797 3.5242 0.0015

Residual standard error: 0.805 on 27 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6472

F-statistic: 9.908 on 5 and 27 degrees of freedom,

the p-value is 1.825e-05

Correlation of Coefficients:

(Intercept) ALT P NB H
ALT -0.8861

P -0.3607 0.0708
NB 0.5514 -0.4749 -0.2932

H -0.2423 0.0298 0.0354 -0.3273

D 0.1674 -0.0958 -0.0455 0.2281 -0.8982

Choix de regresseurs — 5



> plot(reg)

NID

abs(resid(req))

2.0

1.0

0.0

Fitted: AL+ PE+NB+H + D
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> qqgnorm(resid(reg))

-2 1 0 1 >
Quantiles of Standard Normal

Les postulats semblent vérifies : pas de structure apparente dans les résidus,
homogeréité des variances, normditdes esidus. Le moéle est valide. On

rejette I'hypothese de nullité de I'ensemble des coefficients, c’est a dire que les
régresseurs dans leur ensemble, apportent une explication significative au nombre
de nids de processionnaires. Le développement de la processionnaire dépend des
caracéristiques foreséres.

2) Choix de régresseurs

Globalement, leségresseurs apportent une explication significative. Cependant
les régresseurs ne sont sans doute pas tous nécessaires (ni utiles) pour expliquer
le nombre de nids : la variable NB par exemple semble superflue. Legpnebl

se pose en termes de choix d'un ensemble de régresseurs. |l existe plusieurs
méthodes : des &thodes pas pas (ascendantes, descendantes ou mixtes), ou
des méthodes directes.

Parmi les néthodes paa pas, la rathode descendante eséf@rablea la méthode
ascendante : en effet, le modele complet est estimé a la premiére étape, il fournit
une estimation de la variance résiduelle la moins biaisée possible, et une référence
pour les tests des sous-modeles envisagés par la suite. Cependant, les méthodes
pas a pas n'assurent pas la sélection du meilleur sous-modele possible, puisque
I'ajout ou le retrait d’'une variable explicative n’est pas remis en cause.

Ces méthodes restent cependant des outils de description des données.

a) la méthode de sélection descendante

La méthode de sélection descendante consiste a ajuster le modele général, et a
supprimer les régresseurs les moins explicatifs, un a un. A chaque étape, une
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statistique de test est caléel, c’est elle qui éermine I'acceptation ou le rejet
du sous-modele obtenu. Le processus s’arréte lorsque le sous-modele obtenu est

rejee.

La statistique utiliéea chaquettape peuttre 'une ou l'autre des 3 statistiques
suivantes, suivant le logiciel ou la fagon de procéder :

o (SCRAL-+1 — SCRM;‘)/1
1= SCRM'-/(ZleESMi

5 (SCRy, — SCRu)/1
LT SORy ddlesy,

(SR, — SCRu) [ (ddlyesy,,

— ddlyecn,, )

F
’ SCRyrg ddlyesy,,

Mg : sous-modele général,
M; . sous-modle retenua |'étape pecedente,
Mi;4+1 © sous-modéle testé.

De fagcon rigoureuse, on conseillerait plutdt I'emploi de la statistig@equi
consiste a tester un sous-modele en le comparant au modele complet, supposé

sans biais.

On met en ceuvre la méthode de sélection descendante a I'aide de la fonction
“stepwise”. La statistique de test calculée a chaque étapé;est

Choix de regresseurs — 8



> selection_stepwise(pin[,1:5],pin[,"NIDS"],
method="backward")
> selection # F1
$rss:
[1] 17.50338 22.97170 31.39837 40.62531 49.59603

$size:
1] 43210

$which:

4-3) T
3-2) T
2(1) F
15 F
0-4) F

MTTMmAA44I

$f.stat:
[1] 0.01511265 10.30969960 12.10533768 9.69760290
[5] 7.28692864

$method:
[1] "backward"

Avec :

rss : somme de carrés résiduelle a chaque étape,
size : nombre deégresseurs chaquettape,

which : régresseurs supprimés a chaque étape,
f.stat : statistigue de test,

method : méthode utilisée.

0.015 est a comparer a um(1,27).
10.3 est a comparer a ufi(1,26).

Le premier sous-modele est accepté alors que le second est rejeté. Les régresseurs
choisis sont donc : ALT, P, H, D.

On peut choisirF, pour statistique de test :

> anova(reg,update(reg,.”.-NB),
update(reg,.”.-NB-PE),
update(reg,.”"H+D),
update(reg,.”H),
update(reg,.”1))
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#

Response: NIDS
Test Df Sum of Sq

Terms Resid. Df RSS

1 ALT + P+ NB + H+ D 27 17.49537
-0.008012

F2

2 ALT + P + H + D 28 17.50338 -NB -1
3 ALT + H + D 29 2297170 -P -1 -5.468320
4 H + D 30 31.39837 -ALT -1 -8.426672
5 H 31 40.62531 -D -1 -9.226937
6 1 32 49.59603 -1 -8.970719
F Value Pr(F)
1
2 0.01236  0.9122822
3 8.43907  0.0072427
4  13.00459 0.0012419
5 14.23962  0.0008032
6  13.84420 0.0009219
On peut aussi choisif3 comme statistique de test.
> anova(reg,update(reg,”.-NB)) # F3
Analysis of Variance Table
Response: NIDS
Terms Resid. Df RSS Test Df
1 ALT + P+ NB + H + D 27 17.49537
2 ALT + P + H + D 28 17.50338 -NB -1
Sum of Sq F Value Pr(F)
1
2 -0.008012161 0.01236489 0.9122822
> anova(reg,update(reg,”.-NB-PE))
Analysis of Variance Table
Response: NIDS
Terms Resid. Df RSS Test Df
1 ALT + P+ NB + H + D 27 17.49537
2 ALT + H + D 29 22.97170 -PE-NB -2
Sum of Sq F Value Pr(F)
1
2 -5.476332 4.225718 0.0253136
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Que I'on choisisse I'une ou l'autre des statistiqugsl, ou 5 ne change rie
'ensemble des régresseurs sélectionnés, mais ¢a n’est pas toujours le cas.

Le modele sélectionné est :

NIDS = o + BALT + BoP + Budl + 35D + ¢

b) La méthode “leaps and bounds”

Cette néthode consist@ envisager tous les sous-nébes possible e calculer

un critere pour chaque sous-modele. C’est ensuite a l'utilisateur de choisir le
sous-moédle qui lui convient, en tenant compte du eré, etéventuellement de
considérations non statistiques (ex : variable facile a mesurer ...). Le critere statis-
tique utilie peutétre la statistigue de Mallows ou le coefficient deetmination

par exemple.

Comme le coefficient de détermination, la statistique de Mallows est un critere
global d’évaluation de la qualité d’'une régression.

SCE,
G2

Cq = + (2q - n)

g : nombre de régresseurs du sous-modele (le terme constant est ici compté
comme un régresseur; q est en fait le nombre de paramétres du sous-modele),
SCE, : somme de carrés résiduelle du sous-modele a q parametres,

5% . variance résiduelle du modeéle général,

n : nombre total d’observations.

Si le sous-modele considéré est sans biais (équivalent au modele général),
I'espérance de”, est approximativement égale a q. L'écart entiget q est
donc une mesure du biais, c’est une mesure de la qualité du sous-modele.
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> |eap_leaps(as.matrix(pins[,1:5]),pin[,"NIDS"])

> leap

$Cp:

[1] 23.328392
[5] 35.771919
[9] 18.288826
[13] 23.123829
[17] 15.340080
[21] 3.289909
[25] 10.678608
[29] 4.464081
[33] 5.182297
[37] 10.100483
[41] 7.087036
[45] 8.000004

$label:

[1] "ALT"

3] "P"

5] "V

7] D"

[9] "ALT,FO"
[11] "ALT,H"
[13] "ALT,V"
[15]

"ALT,P,FO"

24.545704
37.980179
19.840874
25.133335
15.984615
3.594711
16.549629
4.807858
5.558399
6.006123
7.088764

30.668221 30.927410
41.206406 15.431000
20.066921 22.648823
10.330601 13.523884

17.398430
4.119999
17.337616
5.152027
5.927650
6.037823

2.819653
5.096062
4.040302
5.180683
6.765202
6.436340

13.109085 13.263390

IIFOII
"ALT,P"

"ALT,NB"

IIP, Hll
"ALT,D"

"ALT,P,H"
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[17]
[19]
[21]
[23]
[25]
[27]
[29]
[31]
[33]
[35]
[37]
[39]
[41]
[43]
[45]

"ALT,P,NB"
"ALT,P,D"
"ALT,P,H,FO"
"ALT,P,V,FO"
"ALT,P,NB,FO"
"ALT,P,NB,D"
"ALT,P,H,D,FO"
"ALT,P,D,V,FO"
"ALT,P,NB,H,FO"
"ALT,P,NB,V,FO"
"ALT,P,NB,H,V"
"ALT,P,NB,H,D,V"
"ALT,P,NB,H,V,FO"
"P,NB,H,D,V,FO"
"ALT,P,NB,H,D,V,FO"

$which:

L1 [.2] [.3] [4] [3]

[1.] F

[2.]
[3.]
[4.]
[5.]
[6.]
[7.]
[8.]
[9.]
[10.]
[11]
[12,]
[13.]
[14.]
[15.]
[16.]
[17.]
[18.]
[19.]

4444444 T A4 44T T T T T A
e B e e I T e e e e e e e I e e
MMATTTTTTSTTTTTTTTTA

"ALT,P,V"
"ALT,P,H,D"
"ALT,P,D,V"
"ALT,P,D,FO"
"ALT,P,NB,V"
"ALT,P,H,D,V"
"ALT,P,NB,H,D"
"ALT,P,H,V,FO"
"ALT,P,NB,D,V"
"ALT,P,NB,D,FO"
"ALT,P,H,D,V,FO"
"ALT,P,NB,H,D,FO"
"ALT,P,NB,D,V,FO"
"ALT,NB,H,D,V,FO"

[.6] [7]

F F F
F F F
F F F
T F F
F F T
F F F
F T F
F F F
F F F
F F F
T F F
T F F
F F T
F T F
F F F
T F F
F F F
F F T
F T F

TMTTTATTTTT T THTTTTT
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[20,] T T F T T F F
[21,] T T F T F F T
[22,] T T F F T T F
[23,] T T F F F T T
[24,] T T F F T F T
[25,] T T T F F F T
[26,] T T T F F T F
[27,] T T T F T F F
[28,] T T F T T T F
[29,] T T F T T F T
[30,] T T T T T F F
[31,] T T F F T T T
[32,] T T F T F T T
[33,] T T T T F F T
[34,] T T T F T T F
[35,] T T T F F T T
[36,] T T T F T F T
[37,] T T T T F T F
[38,] T T F T T T T
[39,] T T T T T T F
[40,] T T T T T F T
[41,] T T T T F T T
[42,] T T T F T T T
[43,] F T T T T T T
[44,] T F T T T T T
[45,] T T T T T T T
$int:
1] T
Oou :

Cp est la statistique de Mallows obtenue pour chaque sougimod

size , le nombre de coefficients du sous-modele y compris le terme congtant (
label , les variables retenues pour chaque sousetapd

which , la matrice booléenne des variables retenues ou non,

int , précise si le terme constant a été pris en compte.

On représente graphiqguement la statistiqug en fonction du nombre de
parametres; pour chacun des sous-modeles. On superpose la droite de pente
1 passant par l'origine. Les modeles les meilleurs sont les moins biaisés, ce
sont ceux qui ont le”, le plus petit, le plus proche de la droite. Un modéle

a quatre régresseurs convient. On choisit les régresseurs ALT, P, H et D.
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Si I'expérimentateur @férait un moeéle a trois kégresseurs, il choisirait les
régresseurs ALT, H et D, a moins que pour une raison ou pour une autre, il ne
préfere voir intervenir dans le métk la variable R la place de la variable ALT,

il choisirait alors P, H et D.

> plot(leap$size,leap$Cp,type="n")

> text(leap$size,leap$Cp,leap$label)

> abline(0,1)
D
o _|
<
H
o _|
™
NB ALT,D
Q ALT
Q P.H P,NB,D
S ALT,NB,D
o
o HIS“B APTNBBH
N ALT,P,D ALT,P,NB,D
ALT,P
ANBRNB ALT,P,NB,H
ALT,P,H
P,H,D
P,NB,H,D
ALT,NB,H,D
o | ALT,H,D
PNB,H,D
ALT,P,H,D
I I I I I
2 3 4 5 6

Pour ce jeu de dor@es, la rethode “leaps and bounds” @mea choisir le néme
ensemble de régresseurs que la méthode pas a pas descendante, mais ¢a n’est pas
toujours le cas.

On utilise les outils habituels (test de sous-modele, examen des résidus) pour
valider le modele choisi.
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> regl _Im(NIDS".-NB,pins)
> anova(reg,regl)
Analysis of Variance Table

Response: NIDS

Terms Resid. Df RSS Test Df
1 ALT + P+ NB + H + D 27 17.49537
2 ALT + P+ NB +H + D - NB 28 17.50338 -NB -1
Sum of Sq F Value Pr(F)

1
2 -0.008012161 0.01236489 0.9122822

> summary(regl)

Call: Im(formula = NIDS ~ . - NB, data = pins)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-2.021 -0.2501 0.09002 0.3518 1.711

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 7.7321 1.4886 5.1943 0.0000
ALT -0.0039 0.0011 -3.4188 0.0019
P -0.0573 0.0194 -2.9576 0.0062
H -1.3561 0.3198 -4.2401 0.0002
D 0.2831 0.0763 3.7117 0.0009

Residual standard error: 0.7906 on 28 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6471

F-statistic: 12.83 on 4 and 28 degrees of freedom,

the p-value is 4.677e-06

Correlation of Coefficients:

(Intercept) ALT P H
ALT -0.8502

P -0.2495 -0.0813

H -0.0784 -0.1511 -0.0670

D 0.0513 0.0146 0.0230 -0.8951
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> plot(regl)

o O /./1‘/
0 | e
9 1 ° g °
Z ot .
.//}/ b °
c?_ :///// . °
3 2 1 0 1
Fitted: ALT+ P+ NB+H + D - NB
o) ;
A(\l
= .
D
%/O o o °
(7) ¥ ° [ ] [ ) [
o .
\(-0/ . ° ° °
O o ® e o
© b N
o o ° : . @ o °® °
g . . . .
-3 -2 -1 0 1

Fitted: ALT + P+ NB+ H + D - NB

IV Pour aller plus loin . ..

Les variables H et D sont tres corrélees. Cela peut causer des problemes
d’interprétation. Nous en verrons une illustration a I'occasion des modeles estimés
ci-dessous.

Ce ne sont peut-étre pas les variables H et D elles-méme qui sont les plus aptes
a expliquer le développement de la processionnaire. On peut penser a d'autre
variables comme le volume du tronc , ou sa forme plus ou moins élancée, et

introduire V=H*D et F=H/D comme variables explicatives potentielles.
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La variable H/D est une variable qui r&sente la forme plus ou moigtan&e

du tronc. On ne peut pas la nommer F dans les commandes S, car F a un sens
particulier : False. On la nomme FOR et on affiche F dans les graphiques.
pins$V_pins$H*pins$D

pins$FOR_pins$H/pins$D

leap_leaps(as.matrix(pins[,c(1:5,7,8)]),pins[,"NIDS"])

40
|

- | H
®
NB ALT,D
2 ALT
8 ALY
[
©
°
& ATTNB
ALT,F
ATPD ATENRD
ALTP  ATENB
ALT,P,H APTNRBHDDNGF
o - ALTPF ALTPNBER 1 b NBH,V

H,D, VI
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On retient 5 modles candidats :
“ALT,P,D,F",”ALT,P,V,F",”ALT,P,D,V","ALT,P,H,F",”ALT,P,H,D". Le critére
de Mallows estequivalent pour ces 5 métks. \Voici les estimations obtenues
pour chacun de ces 5 modeles.

> summary(Im(NIDS"ALT+P+D+FOR,pins)) # 1

Call: Im(formula = NIDS © ALT + P + D + FOR, data = pins)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.114 -0.3331 -0.06541 0.6423 1.511

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 12.6823 2.1158 5.9940 0.0000
ALT -0.0037  0.0012 -3.0993  0.0044
P -0.0574  0.0202 -2.8378  0.0084
D -0.1292 0.0481 -2.6851  0.0120
FOR -16.4433  4.3554 -3.7754  0.0008

Residual standard error: 0.8248 on 28 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.616

F-statistic: 11.23 on 4 and 28 degrees of freedom,

the p-value is 1.461e-05

Correlation of Coefficients:

(Intercept) ALT P D
ALT -0.4902
P -0.1383 -0.0763
D -0.4838 -0.3333 -0.1093
FOR -0.6817 -0.2007 -0.0713 0.6761
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> summary(Im(NIDS"ALT+P+V+FOR,pins)) # 2

Call: Im(formula = NIDS © ALT + P + V + FOR, data =
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-2.1 -0.2777 -0.01631 0.5909 1.47

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 10.8552 1.8466 5.8784 0.0000
ALT -0.0036 0.0012 -3.0617  0.0048
P -0.0574 0.0199 -2.8914  0.0073
V -0.0154  0.0053 -2.9115  0.0070
FOR -13.6633  3.6113 -3.7835  0.0007

Residual standard error: 0.8103 on 28 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.6293
F-statistic: 11.88 on 4 and 28 degrees of freedom,
the p-value is 9.076e-06

Correlation of Coefficients:

(Intercept) ALT P \
ALT -0.6729
P -0.1979 -0.0776
VvV -0.1714 -0.3408 -0.1024
FOR -0.5566 -0.1370 -0.0468 0.4875

pins)
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> summary(Im(NIDS"ALT+P+D+V,pins)) # 3

Call: Im(formula = NIDS © ALT + P + D + V, data
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.122 -0.2785 0.1505 0.5981 1.372

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 2.9593 1.8353 1.6125 0.1181
ALT -0.0036 0.0012 -3.0780 0.0046
P -0.0595 0.0197 -3.0261 0.0053
D 0.5192 0.1334 3.8923 0.0006
V -0.0723 0.0177 -4.0791 0.0003

= pins)

Residual standard error: 0.8024 on 28 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.6365
F-statistic: 12.26 on 4 and 28 degrees of freedom,
the p-value is 6.972e-06

Correlation of Coefficients:

(Intercept) ALT P D
ALT -0.8237
P -0.2342 -0.0814
D -0.5610 0.1379 0.0193
vV 0.5714 -0.2144 -0.0423 -0.9660
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> summary(Im(NIDS"ALT+P+H+FOR,pins)) # 4

Call: Im(formula = NIDS © ALT + P + H + FOR, data
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.058 -0.3119 -0.04984 0.4986 1.563

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 11.3445 1.8480 6.1387 0.0000
ALT -0.0037  0.0012 -3.1788  0.0036
P -0.0567 0.0196 -2.8993  0.0072
H -0.4721  0.1521 -3.1030  0.0043
FOR -11.8502  3.2829 -3.6097  0.0012

Residual standard error: 0.7978 on 28 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.6407
F-statistic: 12.48 on 4 and 28 degrees of freedom,
the p-value is 5.968e-06

Correlation of Coefficients:

(Intercept) ALT P H
ALT -0.6488
P -0.1850 -0.0792
H -0.2460 -0.3151 -0.1089
FOR -0.5840 -0.0706 -0.0320 0.3252

pins)
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> summary(Im(NIDS"ALT+P+H+D,pins)) # 5

Call: Im(formula = NIDS © ALT + P + H + D, data = pins)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.021 -0.2501 0.09002 0.3518 1.711

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 7.7321 1.4886 5.1943 0.0000
ALT -0.0039 0.0011 -3.4188 0.0019
P -0.0573 0.0194 -2.9576 0.0062
H -1.3561 0.3198 -4.2401 0.0002
D 0.2831 0.0763 3.7117 0.0009

Residual standard error: 0.7906 on 28 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6471

F-statistic: 12.83 on 4 and 28 degrees of freedom,

the p-value is 4.677e-06

Correlation of Coefficients:

(Intercept) ALT P H
ALT -0.8502
P -0.2495 -0.0813
H -0.0784 -0.1511 -0.0670
D 0.0513 0.0146 0.0230 -0.8951

Il est tres délicat d’interpréter les estimations obtenues lorsque I'une au moins
des corelations entre les parartres estelevee. Dans les mades 1 et 3 par
exemple, les coefficients de D sont significatifs avec des signes opposés. Que
doit on conclure concernant l'effet du diatme sur le éveloppement de la
processionnaire ? Ce phénomene s’explique par la corrélation tres élevée entre D

et V. L'interprétation du modle 3 risque d’aboutia des conclusions erréas.

On recherche donc un modele dont les coefficients sont les moins corrélés possible,
on choisit le modle 4. On conclut que les conditions favorables @uetoppement

de la processionnaire sont :

* une altitude faible,

* peu de pente,

» des arbres petits,

+ de forme trapue : diametre grand par rapport a la hauteur.
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