ECRITURE MATRICIELLE
D'UN MOD ELE LIN EAIRE

Plan du chapitre 3

1. Ecriture matricielle d’'un moéle linéaire

2. Projection orthogonale : la méthode des moindres carrés
3. Comprendre la table d’analyse de variance

4. L’estimation def pose-t-elle probleme ?

5. Méthodes de construction d’'une base7le

6. Calcul de l'estimateur dé

7. Calcul de I'estimateur de la variance résiduelle

8. Fonctions linéaires estimables
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Ecriture Matricielle d’'un mod éle linéaire

Exemple : Analyse de Variance a deux facteur s sans interaction

Etude de la teneur en huile de populations de tournesol

Testeur Origine Teneur en Huile
T Afrique 43.54
45.30
Hongrie 44.25
42.55
Maroc 47.28
49.40
T. Afrique 47.21
2 47.73
Hongrie 44.34
46.49
Maroc 47.75
49.47
A = Testeur A B
VAR VAURY
B = Origine o) an By [32 Bs

mockle additif:

Yijp = p + o + G5 + €ijr
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Yy =pl +a1A1 4+ avAs+ 51B1 + 32B2 4+ 33B3 + ¢

est structue en

facteur A facteur B
It aq a2 B 32 3
! ! ! ! ! !
1 A1 AQ B1 B2 B3
(1 1 0 1 0 0 \
1 1 0 1 0 0
X = 1 1 0 0 1 0
\1 0 1 0 0 1)
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Relation entre tension artérielle et age

Exemple : Régression linéaire simple

Données
(2) Age (Y) Tension
35 114
45 124
55 143
65 158
75 166
modele:

Yn:a‘|‘ﬁzn‘|‘5na
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Y1 1 35 €1
Yo 1 45 €9
Y3 = « 1 +0 55 + €3
Yy 1 65 €4
Y5 1 75 €5
Y = X 0 + €
Y1 1 35 €1
Yo 1 45 o €2
| = (1 5] (§) + |e
Yy 1 65 €4
Y5 1 75 €5
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Exemple : une généralisation de |I’analyse de covariance

Relation entre volume de bois et hauteur d’arbre par foref
d’origine

Foréet 1 Forét 2 Forét 3
Hauteur |Volume Hauteur | Volume Hauteur Volume
23.4 0.26 18.9 0.26 22.5 0.25
24.4 0.28 21.1 0.28 22.9 0.24
24.6 0.27 21.1 0.27 29.7 0.29
24.9 0.28 22.1 0.27 24.0 0.27
25.0 0.30 22.5 0.29 24.0 0.27
26.2 0.31 23.5 0.32
24.5 0.30
er er Z2r Y2r Z3r Y3r
modele :

Yir = p 4 o5 + 82 + 6iZiy + €ir
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hauteur

Forét 2

Forét 3

volume
A

oc& hauteur

volume
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En résumeé

Tous les modeles linéaires s'écrivent

= X 0 + ¢
(N, 1) SN,C) (C, 1)/ (N, 1)
) |
KY) Var(Y)

e 4 postulats
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Projection orthogonale :
la methode des moindres carres

Y = X0 +¢

X6 : combinaison linéaire des C vecteurs colonne de X

P : sous-espace vectoriel i engendré par les C vecteurs
colonne de X. Ce sous-espace correspond aueradoheaire

choisi pour prédire le vecteur Y des observatigrisc IR™ )
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Il existe une infinité d& qui vérifient la décomposition

Y = X0 +¢
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Comment choisir un 6 qui rend || Y — X8 ||? minimale ?

Une valeur de¥ notéed qui rend| Y — X6 ||2 minimale.

est telle que : X8 = Proj5(Y)

FPSTAT INRA 1997 l1I- Ecriture matricielle d’'un modele linéaire-13




Projeter orthogonalement Y sur P

’ ‘ g’ ‘ 2 minimale
~ 2
& HY — YH minimale
N 2
= Z (Yn — Yn> minimale
n=1

Projection orthogonale>

minimiser le critere des moindres carrés
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Comprendre la table
d’analyse de la variance

du modéle M, contre le modéle My le plus smple

modele espace
> P
Ml o
M, » droite engendrée par 11
E (Yn) =W Hc P

On veut quantifier I'utilite deM; par rapport avig
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En choisissant un meéde lintaireM;,

on a cecompoé RN en deux sous-espaces orthogonaux

P et PL
|RN
ge P
d
X0ep
P

Y =Y 4+ &
RY = P + Pt
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Degré de liberté associé a la somme des carrés

X0 + £

Y = 5
IRN2 — = 2 i Plz
Y [* = [[X0] + [*]

Par définition le degré de liberté associé a la somme des carres
d’un vecteur est la dimension de I'espace auquel le vecteur
appartient

ddi| Y [[?) = ddi([X0] %) + ddi(]|£]?)
dim RN = dim P +  dim Pt
N = P + N-—-P

Remarque : On a toujours < C
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Synthese

En choisissant un modeéle linéaiké;, on a decomposi&™

en deux sous-espaces orthogonduxt P

v _ X0 + ¢ = Y+4¢
Iy = I X6 |2 + I€]?
RN = P + Pt
dim(RY) = dim(P) +  dim(P*)
ddi(| Y [ 2) = ddl(H X | 2) +oddi(]| 2] 2)

N = P + N-—-P
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Y = 1Y. + §M0 modele My
Y = X6 + &My modele My
donc
1Y. + 2y, = X0 + B,
EM, = (X@— ]1Y.) + ém,
~————
]}{N_l — ]RP—l IRN_P

X6 — 1 Y. mesure I'apport de la projection sy apres la projection sui
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Table d’analyse de la variance

Source de variation SCE ddl
Modele SCEp, — SCEp, P-1
Résiduelle SCEn, N-P
Totale duMj SCE, N-1
Source de variation SCE ddl=dim de

Apport deM; par . P ~ _
| 8w, — B, |2 = X6 -1y 2 R

rapporta M,
Erreur du modeléV, | &m, |2 RN-P
Erreur du moéle M, | En, |12 RN
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L’estimation de @ pose-t-elle probeme ?

9 ' est pas forcément unique

Par constructiofY est unique et s’écrit sous la formé= X8

Probleme :

Existe-t-il un unique vecteud tel queY = X8 ?

— oui si les vecteurs colonne de X forment une basé’de

— non dans le cas contraire
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P . engendré par les P vecteurs colonne dexX,: X, ---, Xp
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Exemple : Analyse de variance a 2 facteurs sans interaction

I A; A,B;B; Bj

11 0 1 00
/110100\
11 0 010
11 0 01 0
11 0 0 01
X = 11 0 0 0 1
10 1 1 00
10 1 1 00
10 1 010
10 1 010
10 1 0 01
10 1 0 0 1

Les vecteurs colonne de X forment ils une basePde

Non, en effet

{A1—|—A2 =1
Bi+Bx+B3 =1

Seuls C-2 = 5-2 vecteurs sont linéairement indépendants.
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Exemple : Régression linéaire simple

o

'y

Les vecteurs colonne de X forment ils une b&s&
Oui si les(Zy) pour n = 1..N ne sont pas tous égaux.

Dans ce cas, les C = 2 vecteurs colonne de X soatlrement
indépendants.
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Exemple : Généralisation de |’analyse de covariance

I A7 As Aj 7 Al 75 73
(1 1 0 0 234 234 0 0 \
: : : : : 24 .4 : :
1 0 ¢ 1 262 0
0 1 : : 0 18.9
X — : . . . ; .
1 0 : : 24.5 0
0 1 : : 0 22.5

\l 0 01 200 0 0 240

Les C vecteurs colonne de X forment-ils une basePde

Non en effet il existe des vecteurs colonne qui s’expriment
comme combinaison lineéaire des autres :

{11 = A1+ Ay + A
4 =11+"7y+ 73

Seuls C-2 = 8-2 vecteurs colonne sonééirement
indépendants
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6 n’est pas uniquement déterminé lorsque P = dim (P) < C

Le mockle n'est pascrit sous une forme keductible.

Que faire ?

Construire une base de

Vocabulaire : on dit que le modele est écrit sous forme

irreductible si P = C
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M ethodes de construction d’'une base d®

< Construirea partir des C vecteurs colonne de X, P vecteurs

linéairement indépendants

& {-ChOISH }C — P contraintes linéaires sur le vecteur des
1mposer

parametresy
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Exemple : Analyse de variance a 2 facteurs sans interaction

1 A; Ay B; B9 B3
(1 1 0 1 O O\
1 0

1 010
1 100 1 0
1 100 1 0
1 100 0 1
1 100 0 1
2=[1 011 0 o0
1 01 1 0 0
1 01 0 1 0
1 01 0 1 0
1 01 00 1
\1 010 0 1)
C=6 P=4

Les vecteurdl, As, Bs, B3 sont linéairement independants
D’autres quadruplets forment une basefleexemples :

(1, Ay, Ba, B3) ou (A1, Ag, By, B3)ou ...
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Le mockle écrit sous la forme

Y = X0 + ¢ devientY = 5{5+5

1 Ai1A> By By Bs

(1.0 .0
1.0 . 0
1.0 .1
1.0 .1
1 .0 . 0
-~ |1 70 . o
XO0=11 "7 9
1 .1 .0
111
111
1 .1 .0
\1 .1 . 0
X

o)
0

R RO oo O

SN—

La transformatior’X — X < 6 — 6

& ajouter les contrainte{ gll — 8

FPSTAT INRA 1997
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Exemple : Analyse de variance a 2 facteurs sans interaction

Une autre mthode C = 6, P = & choisir C-P=2 contraintes

indépendantes sur le vecteér
{ al] + a9 =0
B1+pB2+083 =0
& X0 = pdl —ag. Ay + an. Ay — (B2 + B3).B1 + $2.B2 + 53.B3

X0 = 5{5: w4+ OﬁQ.(AQ — A1) -+ ﬁQ.(BQ — Bl) -+ ﬁg(Bg — Bl)

1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1
1 -1 1 0
1 -1 1 0
1 -1 0 1 0
avec X = % _% _(1) _} et 0 = %;
11 -1 -1 3
1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 0 1
\i 1 0 1
|
1
|
Ao —Ay | ]
By — By
B3 — B
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Exercice :

Reprendre les do@es de I'exemple sur laégeralisation de
I'analyse de covariance de ce chapitre (page IlI-7)

Le modele est il ecrit sous une forme irréductible ?

— calculer C et P

Si le modele n’est pas écrit sous une forme irréductible

— proposer une solution
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Exercice correction :

Le mockle n'est pa<crit sous une forme eductible en

effet
P=6etC =28

Deux solutionséquivalentes :

— Construire P = 6 vecteurs Bairement indpendanta

partir des C = 8 vecteurs colonne de X

— Imposer C - P contraintes Baires sur le vectewr
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Exercice correction : construire P
vecteurs linéairement indépendants

1 Ay Ar As 7Z Al 75 73

(L 100 234 234 0 0\
: : : : : 24.4 : :
: 1 0 i i 262 0
01 : : 0 189
X = L i
1 0 245 0
0 1 0 225
\1 0 0 1 240 0 0 240/
C=8 P=6

Les vecteurdl, As, A3, Z, Z9, Z3 sont linkairement

indépendants
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Exercice correction :

Le mockle écrit sous la forme

Y = X0 + ¢ devientY = 5{5+5

I Ay Ay As 72 71 7o 73
(150023.450 o\

IR

: 189 ¢ || a2
o E A

63

\l £ 0 1 240 i 0 210/

La transformatior’X — X < 6 — 6
a; =0

& ajouter les contrainte{ 8 = 0
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Exercice correction : une autre méthode

On choisit C-P = 2 contraintes linéaires sur le paramétre

aj+as+a3 =0

Par exemple{ 81 + 89+ 63 = 0

On obtient alors
X0 = pll — (a2 + a3)A1 + Ay + a3Az + BZ — (62 + 63)Z1 + 62729 + 0373

X0 = igz pll + a'Q(AQ — Al) + a3(A3 — Al) + 87 + 52(Z2 — Zl) + 53(Z3 — Zl)

(1 —1 —1 234 —234 —23.4)
1 -1 : —26.2 —26.2 (1
1 0 18.9 0 as
avec X = | | et 0 = 0233
1 0 245 0 8
0 1 : 0 225 \ &3 /

L 0 1240 0 240
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P
~

Calcul de l'estimateur 6 : 6

Egalité successive

Utilisation de

!

~

Y=X6§

XY =XX6

A~

i«?+§}:yxe
X'y = XX 6

6= (XX) 'Ky

FPSTAT INRA 1997

la multiplication parX’ & gauche et &
droite de légalié

X'e=0

Y=Y4+2

X’X est carrée et inversible
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Calcul de l'estimateur
de la variance réesiduelle

B
N—P

. . . 2 Vd /\2
est un estimateur sans biais de ¢° noté o

Il est aussi appél

“carré moyen résiduel” ou

“variance réesiduelle”
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Fonctions linéaires estimables

— Une fonction lireaire des paragétres est estimable si son
estimation ne dépend pags contraintes ou de la base

choisie

— Un contraste est une fonction linéaire estimable dont la

somme des coefficients est nulle

Exemple :

a1 01 + a9 05 + .+ o 0. €st un contraste :

si son estimation ne dépend pas des contraintes choisies
o

etsia; +---+ a. =0 ou encore| : 11
8%
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Un exemple numérique :

On utilise les données des hauteurs d’arbres en fonction de

forét d’origine avec le modele

mockle : Y;, = U+ o5 + €ir

0= |1
a2
a3

6 n'est pas estimable, car X n’est pas de plein rang et qu'il

faut mettre des contraintes
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Fin de I’'exemple

)
|

229,

3 contraintes usuelles

3
a1 =0 pw=2~0 Zniai:O
=1
! ! !
24.75 0. 93.99
~ [0, ~ [o4rs) ~ [ 146
O0=1 57 =1{3106] 9= | _133
1.33 9349 0.13

Quelle fonction des paragires est estige identiquement dans

les trois cas

p+ Qg
a; — ay <= contraste
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Propriétés des estimateurs

Propriétés dé sous les 4 postulats du ML :

_ § est un estimateur sans biais éle E(5> —0

~ ]
_ Var(@) = o2 (X’X)

— @ est normalement distribué

En resume

= ~ ~ ~\ —1
ew\/(e; aQ(X’X) )
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Propriétés des estimateurs

Proprétes des? sous les 4 postulats du ML :

/0\2 02)('2 (:N—P)

g% est un estimateur sans biais dé: E (°) = o*

— 52 et 0 sont des variables @toires indpendantes

FPSTAT INRA 1997
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Exercice

Reprendre I'exemple des feiis
Yir::u—I_ai‘I‘gir
— Donner un intervalle de confiance dg — a9

— Expliquer quel intérét il y a d’utiliser les données de la forét
3 pour estimer la difrence moyenne des volumes de bois

produits dans les féts 1 et 2
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Correction de |’exercice

On choisit la contrainters = 0 le mockle devient

Y=X§ T¢
_ I
avecd = | g
a9

On cherche un intervalle de confiance &@e— as
Notons L =(0, 1, —1)
al—agzOXu—l—lxal—lxagng

On cherche donc un intervalle de confiancelde
)

C'est a dire encadredid par des valeurs dépendants de

9 et de la distribution d&
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— Estimation leLd par un estimateur

Lo = Q1 — a9

_ Calcul de la variance d&é

-~ ~ N\ =1
Var (L@) _ 2L (X’X) i

o~

— Alors U = —X=L  A7(0,1)
Var (L@)

Mais dans U on ne connait pas

— Estimation deo? par &2
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Soit :

T—lw N, 1)

T suit une loi de Studerd N-P degés de liber

p(ITI<tyY?)=1-a

11—«

ou ty_p est tel que

densité d’une loi de
Student a N-P ddl
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Correction de I'exercice : fin

En simplifiant pars? on obtient comme un intervalle de confiance

= = = =l = = = = =1
Lo — t' 012 \/ FL(XX) I <LI <L+t \/ FL(XX) U

. ~ o\ ] 1—a/2 PN
al—ag—thféz\/ﬁzL(X’X) U<ar-arS@-artt O‘é \/32L(X'X) L

-~

— L’intérét d'utiliser toutes les fa@ts repose sur la quaitd’estimation de la
variance résiduelle (qui repose sur le postulat d’homoscédasticité).

Le degrée de liberté de la loi de student est N-P et, par conséquent, le seu

—a/f

o 1-a/2 e o o :
de rejetty,_p "~ est inférieur a celui qui aurait été obtenue si seuls les arbres

des fokts 1 et 2 avaierdte utilises dans le calcul. (Ce qui traduit que I'on

estime mieux un parametre (variance, moyenne) lorsque I'effectif observé

est plus grand).
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