Postulats vérifiés:

(R?) 67 Y =X0+¢

exemple: ANOVA 2 facteurs

A B

7 N\ /N
a1 o B B2 B3

Données: B
1 2 3
Yin | Y1 | Yis;
! Yio | Yoo | Yig
4 , Yo | Yoor | Yos

modele additif
Yiir =+ a; + B + €iji
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On suppose les postulats vérifiés.
On cherche le vecteur 0, de RP, tel que Y = X6 + ¢.

Exemple d'une ANOVA a deux facteurs a deux et trois niveaux,
avec deux répétitions.

= 12 données: }/111, }/112, .. ,}/231, }/232.

On choisit un modele additif:

¢: indice du facteur A,

7: indice du facteur B,

k: indice de repetition,

w: effet moyen,

«;: effet du niveau 7 de A,
Bj: effet du niveau j de B,
Eijkt CITCUTS.



(8}

X0

1 01 0 0
1 01 0 0
1 0 0 1 0

}.7‘

232

232

111

—~
(@)

)
[

Qaq
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€ R"

1 00 1 0
1 0 0 0 1
1 0 0 0 1
1 01 010
1 01 0 1 0
1 01 0 01
1 01 0 01

1
1
1
1
1
1

2392

Yin
Yiio
Yi9

111
Y19
121
€ R"

>

Yo3o
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e X: Matrice du plan d’expérience (n,p) avec n = 12 et p = 6.

—
o Y : vecteur de R",

—

o c: vecteur de R",

—
o X0: vecteur de R",
combinaison lincaire des p vecteurs colonne de X:

N — — — —

17A17A27B17B27B3-

Remarque: Par simplification d’écriture, on supprime parfois les
fleches (exemple: Y = X0 + ¢).



B N
Y =X+ ¢

—
X6 : combinaison linéaire des p vecteurs colonne
de X.

n

R

~

P : sous-espace vectoriel de R" engendré par les p
vecteurs colonne de X.
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Soit P le sous-espace vectoriel de R",
engendré par les p vecteurs colonne de X.

—
Le vecteur Y est décomposé en:

e un vecteur X6 de P,

.
e un vecteur € de R".

X0e P CR®

.. , .. ) — — —
Voici une décomposition possible de Y en X6 et €



%
Y - ‘
€,
X0,
—
X0,

Infinité de décompositions possibles.
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Il existe une infinité de décompositions possibles.
Il nous faut donc un critere de choix:

—

On cherche donc la décomposition Y = X0 + ¢ telle que:

—

e X0 ressemble le plus possible & 7,

—
e on perde le moins possible d'informations en résumant Y par
—
X0,

e les erreurs g; (1 = 1, - -+, n) soient les plus petites possible(1).

= La longueur du vecteur € soit la plus petite possible.

= rendre || € ||? minimale.

minimale?

comment rendre || € H2

(1) Remarque formateur : il y a ici une petie incohérence de
notation : I'indice ¢ de g; n'est pas le meme que I'indice ¢ de €.
Cette autre notation sera réutilisée par la suite : Y; (i = 1,---,n)
(exemple p.6).



12" minimale

=0 tel que )_(76)’: Projp (7)
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—

| € ||* minimale lorsque X 01 &

conclusion:

—

on obtiendra X0 en projetant orthogonalement Y sur P (sous-

espace vectoriel engendré par les p vecteurs colonne de X).

ot



—
H H mmlmale

minimale

Z (Y Y) minimale

1=1

Projection | = critere des
moindres carrés
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Projeter orthogonalement Y sur P,

e cest rendre || € ||? minimale,

e ¢'est done rendre la somme des carrés des écarts entre valeurs
observées et valeurs ajustées minimale,

e ¢’est minimiser le critere des moindres carrés.

conclusion:

La meilleur estimation de 7, au sens des moindres carrés, c¢’est la
projection orthogonale de Y sur P :

ou P est le sous-espace vectoriel de R", engendré par les p vecteurs
colonne de X.

Rappel:

lalf=<aa>
produit scalaire entre a et a.

Or <a,b> =ab +aby+---+a,b,
= X ab;
i=1

Donc, HaH2 = f:la?
1=



P: engendré par les p vecteurs colonne de X:

1 Ay, Ay, By, By, Bs

Les p vecteurs colonne de X
= base de P 7
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remarque pour le formateur:
On va chercher les dimensions

e du sous-espace P,
o de P,
o de R",

et arriver a la notion de degré de liberté.

Rappel:
Des vecteurs aj ..., a, forment une base B d'un espace vectoriel
E

forme d'une combinaison linéaire des vecteurs ai,..., a,,.

si tout vecteur  de E peut s’ecrire, de manicere unique, sous

7

ou encore:

ai,...,a, forment une base si ces n vecteurs engendrent 'espace
E, et si ai,...,d, sont linéairement indépendants (aucun des
vecteurs aj,...,a, ne peut s’écrire comme combinaison linéaire
des autres).

Les p vecteurs colonne de X forment-ils une base de P?

<> Sont-ils linéairement indépendants?

<> Existe-t-il des vecteurs colonne qui puissent s’exprimer comme
une combinaison linéaire d’autres vecteurs colonne?



-

Les p vecteurs colonne de X = base de P 7

A+ Ay=1_

Bl + BQ + BgI]_
p vecteurs colonne

= base de P

1 A, Ay B, B, Bs
110 1 0 0
110 1 0 0
110 0 1 0
110 0 1 0
110 0 0 1
110 0 0 1
A=1 10110 0
10 1 10 0
10 1 01 0
10 1 01 0
10 1 0 0 1
101 00 1 (np)
2 liaisons

p — 2 vecteurs colonne linéairement indépendants

FPSTAT Modele linéaire
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dim (P) =p—2




Existe-t-il des vecteurs colonne qui sont combinaisons linéaires
d’autres vecteurs colonne?

Il existe deux relations liant les vecteurs colonne entre eux.
— Les p vecteurs colonne sont liés entre eux (par deux relations,
car deux facteurs).

Done, pour avoir une base de P, il faut p—2 vecteurs indépendants. (11
suffirait de supprlmer une colonne par facteur, par exemple les

colonnes A1 et Bl)

Donc,



€eP’
g
R
X0<P
P
R = P + p-
dim (R") dim (P) dim (P+)

=n =p—2 =7

FPSTAT Modele linéaire
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Version stagiaire incomplete

10



R" = P + pt
dim (R")| = |dim (P) | + | dim (Pt)
=N :p—2 :’n—(p—Q)

FPSTAT Modele linéaire 5—Calcul de Uestimateur—10




On a décomposé R" en deux sous-espaces vectoriels orthogonaux
(d'intersection réduite au vecteur nul, ¢’est-a-dire que tout vecteur
de I'un est perpendiculaire a tout vecteur de l'autre).

Hn :P—i—PJ—

dim (R")=n
dim (P)=p—2

quelle est la dimension de P+?
dim (Pl) =n—(p—2)

Pourquoi? Parce que:

dim (R") = dim (P) +dim <PL)

et cela vient de Uorthogonalité de P et de P+ (au sens de sous
espaces orthogonaux d'intersection réduite au vecteur nul).

(C’est donc vrai par construction:

10



Cela vient de la projection orthogonale de Y sur P.



—

Degré de liberté associé a Y 7

/

Un vecteur d’une droite : quel degré de liberté 7 ...
Un vecteur d’un plan . quel degré de liberté 7 ...
Un vecteur de R" : quel degré de liberté 7 ...

—

Y : n coordonnées indépendantes
quel degré de liberté 7 ...

dl. de Y = .. =dim (...

Degré de liberté

—

Yy = x§ + €
dimR" | =| dim (P) | + | dim (P?)
dl. de v 1l de X0 dl de &
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Version stagiaire incomplete
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Degré de liberté associé a Y 7

—

Un vecteur d’un plan
Un vecteur de R"

—

/

Un vecteur d’une droite : quel degré de liberté 7 1

: quel degré de liberté 7 2

. quel degré de liberté 7 n

Y : n coordonnées indépendantes
quel degré de liberté 7 n

dl. de Y =n = dim ( R")

Degré de liberté =

dimension d’E.V.

—

Y —
dim R" | =

X6

dim (P)

dl. de vV | =

41 de X0

:p—2

+ B

+ | dim (P1)

+ | dl de &
=n—(p-2)

J

FPSTAT Modele linéaire
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Quel est le degré de liberté associé au vecteur Y?

Rappels:

Un vecteur ne pouvant se déplacer que sur une droite, n'a qu’'un
degré de liberté: une seule coordonnée peut varier.

Un vecteur d'un plan a deux degrés de liberté, deux coordonnées
peuvent varier...

ﬁ

Y an coordonnées indépendantes car il y a n mesures indépendentes,
(d’ott le postulat d'indépendance des ¢;).

S,

Y a donc n degrés de liberté pour se mouvoir dans R".

Le degré de liberté associé a }7, c'est la dimension de l'espace
vectoriel dans lequel Y peut se mouvoir (ici R" tout entier).

Les degrés de liberté sont des dimensions de sous-espaces vecto-

riels. Comme les dimensions des sous-espaces vectoriels P et Pt

se somment pour donner la dimension de R", il en est de meme

pour les degrés de liberté. (et cela est vrai par construction: on
—

obtient Y par projection orthogonale de Y sur P).

12



Rn

dim (R")

dl. de vV

T

dim (P)

41 de X0

— 2
X4

+ +

_|_

car Pythagore
projection orthogonale de Y sur P.

T oo

dim (P)

dl. de &

£
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Cela vient du théoreme de Pythagore:

—

en effet, ¢ L X 0 par construction (projection orthogonale de Y

sur P).

13



—

Projection orthogonale de Y sur P

Y
—_—
& —
€ A,
7|/
X6 .
2
B,
é
P B, B 7

Table d’analyse de la variance:

Source de Degrés de libertg | >CTmes
variation des carrés
(expliquée par . o —. 2
le) modéle dim (P) =p =2 d
Résiduelle | dim (PY)=n—(p—2)| [&]
2
Totale dim (R") =n H Y ‘
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Voila ce qu’on a fait:

—
e On a projeté Y sur le sous-espace vectoriel P engendré par les
vecteurs colonnes de X (projection orthogonale).

e on peut résumer cela dans un tableau d’analyse de la variance.

e On vérifie dans ce tableau, que les degrés de liberté "modele” et
"résiduelle” se somment pour donner le degré de liberté "total”.
De meme pour les sommes de carrés.

—

e ot ceci vient de la construction de Y = projection orthogonale
de Y sur P.

14
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~
Projection orthogonale de Y -Y.1 sur P’
Table d’analyse de la variance:
Source de Degrés de liberté Sommes
variation des carreés
— 2
(expliquée par . X0V 7
1=p— —Y. 1
le) modele | %M (P)=l=p-—3
Résiduelle dim (P') =n—-1—(p—3) '? i
N —))
Totale dim (R”‘l) —n—1 HY Y. 1”

J

FPSTAT Modele linéaire
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En fait, on ne fait pas tout a fait comme ca.

Y (la moyenne générale) n’apporte aucune explication au modele,
au phénomene.

— —— —
e On va donc projeter Y —Y. 1 orthogonalement, sur le sous es-
—_— — — — —

pace vectoriel engendré par les vecteurs Ay, As, By, Ba, Bs.(de
dimension égale a dim(P) — 1).

e On obtient la nouvelle table d’analyse de variance:

— avec un degré de liberté de moins pour les sommes de carrés
“modele” et “totale”,

— Les degrés de liberté et les sommes de carrés se somment
toujours: les sous-espaces vectoriels sur lesquels on décompose

_—

Y —Y. 1 sont toujours orthogonaux.



—

Décomposition de V et ¥ —Y. 1

décomposition R
de Y: F
g
- =
-Y. 1
_ ™ Droite
n
Y.1¢ R enge_r>1drée
- = - ar 1
Y-V. TeR"’ g
décomposition
- = >
deY-Y.1 : =P .
€
- =
X0-Y.1e P
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—

En gris clair: la décomposition de Y en un vecteur X6 de P et

.
un vecteur é de P+.

e On représente, dans P, la droite engendrée par T, le vecteur
Y. 1 sur cette droite (= projection orthogonale de Y sur la
droite).

e On représente ensuite le vecteur y -Y. T que lon Veut
decomposer en un vecteur de P* C P, engendré par Al,A 9

Bl, BQ, B3 et un vecteur orthogonal.

En gris foncé : la décomposition de y -Y.1.
On obtient le vecteur X0 —Y. 1 de P' C P, et le méme vecteur

b
£ que précédemment.

Habituellement. c’est la deuxieme décomposition que 1'on trouve
?
dans les tables d’analyse de variance.

—

Dans un cas, on projette 7, dans 'autre, on projette Y -Y. 1
Généralement, on simplifie en disant qu’on projette Y.

par la suite on dira qu’on projette Y sur P, sachant bien que la
table d’analyse de variance présente en fait la projection de

— =

Yy =Y. 1.

16



Exprimer f en fonction de YV

)
>
~l

~N

X(n,p)
X'Y = X'X6 X'X(p,p)
or Xe=0
Done, X' (Y +¢) = X'X4
Donc, X'V = X'X4

Dou | § = (X'X)' XY

si X'X inversible
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—
- N

— A e —_
e On a vu comment décomposer Y en Xf et ¢,ou Y —Y. 1

=
en X0 —Y.1et €.
e On a vu les tables d’analyse de variance associées.

A —
e Mais on n’a toujours pas exprimé 6 en fonction du vecteur Y
des observations.

—

~

—
ona Y=X 6.
On supprimera maintenant les fleches au dessus des vecteurs comme

on le fait traditionnellement.

Dou: Y = X0.

Peut-on éerire @ = X Y7

NON, X (n,p) n'est pas carrée.

on peut écrire XY = X' X6.

or, X'é =0 (1)

(car € € P+, voir transparent suivant).

Donc, X’(ff + &) = X'X6.

Soit X'Y = X'X60

X'X(p,p) : carrée.

Si X'X est inversible, (X'X)™! existe, et on peut écrire:
0= (X'X)"'X'Y

(On laisse de coté le probleme de I'inversibilité de X'X pour le
moment ).

17



Y/,
€

Démonstration :

F1X, Vi=1---p
)_(; : vecteurs colonnes de X engendrant P

—

<Xj, e>=0 Yi=1--p

Donc, X

M>
I
I
o O O O
I
Sl
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TRANSPARENT FACULTATIF:

démonstration de X’éza

On a utilisé (1): )F A:_O), en disant que cela venait du fait que
tept
Montrons le: .

£ € Pt

—

Donc, € est orthogonal a tout vecteur de P, en particulier aux
—
vecteurs colonnes de X, que 'on note X;.
— — )

Donc, ¢ 1 X; Vi=1...p

c e, ~ A .
ce qui s'ecrit <X;, € >=10 \Z

. . ~ _ﬁ

(Les produits scalaires entre les vecteurs X; et € sont tous nuls).

—

—
cela s'écrit encore X! . € = 0 par définition du produit scalaire.
Soit

!

X (. Vi

S—
™M>]
I
-

I
=t

Iz . . . . .
Done, X ¢ = | =

o o O O

18



X'X inversible ssi X'X de plein rang
ssi X de plein rang

X — X de plein rang

h=(X'X)"' XY
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On a vu qu’on peut écrire
0= (X'X)'X'Y

donc exprimer @ en fonction de Y, si X' X est inversible.

Dire que X'X est inversible équivaut a dire que X'X est de plein
rang, ¢’est-a-dire qu’aucun vecteur ligne de X’X n’est combinai-
son linéaire d’autres vecteurs lignes de X'X, de méme qu’aucun
vecteur colonne de X’ X n’est combinaison linéaire d’autres vecteurs

colonne de X'X.

or,  rang(X'X)=rang(X).

Donc X'X est de plein rang si et seulement si X est de plein rang.

Nous avons vu (en ANOV A) que X n' ‘est pas de plem rang puisque:
A1 + Az— et B1 + B2 + Bg—

L’ordinateur rend X de plein rang, en supprimant éventuellement
des vecteurs colonne qui créent des colinéarités.
on remplace X par X, matrice de plein rang.

19



X — X de plein rang

X6=X (XX)'X v=v

projecteur orthogonal sur P
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TRANSPARENT FACULTATIF

La matriceX est remplacée par la matrice X de plein rang.

On appelle X (X ' X )_IX ’'le projecteur orthogonal sur P.

En effet,la matrice X (f( ' X )_1X " projette orthogonalement le vecteur
Y sur P.

On peut démontrer que X (X 'X )_1X ' est un projecteur orthogo-
nal:
c’'est un projecteur orthogonal si et seulement si

e c'est un projecteur

oY | &

20



-

Rendre X de plein rang
Premiere solution :

Y = X0 + 3
Yill 1 1 0 1 0 O €111
th 1 1 0 1 0 O €112
Yigl 1 1 0 0 1 O €121
: 1 1.0 0 1 0| (pw :
1 1.0 0 0 1 o1

110 0 0 1] |

=11 01 10 ol]g|"
1 011 0 0] |8
1 01 0 1 0] \Bs
1 01 0 1 0O
1 0 1 0 0 1

1/232 1 01 0 0 1 £9392

1 A, A, B, B, B,

A+ AQI_T
B+ By+ B,=1

Supprimer E et E — X de plein rang

-
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TRANSPARENT FACULTATIF

- . . . 7. - -

1 est combinaison linéaire de A; et As.

- . . . 7. - - -
1 est combinaison linéaire de By, By et Bj3.
X n'est pas de plein rang.

Pour la rendre de plein rang il suffit de supprimer les coliném ités
et donc de supprimer un vecteur colonne du bloc A (Al ou A2),

et 'un des vecteurs colonne du bloc B (B1 ou B2 ou Bg)

—

—
On choisit arbitrairement de supprimer A; et B;.

21



Rendre X de plein rang

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 1 0

1 0 1 0 14
1 0 0 1 iy
1 0 0 1 o
1 1 0 0 101
1 1 0 0 B2
1 1 1 0 B3
1 1 1 0

1 1 0 1

1 1 0 1

_— — — — —

1 A1 AQ B1 BQ B3

X — X
I’L/
! «
§ — 0 =| 7
b
Bs
X — X <= fixer la paramétrisation
: : =0
<= ajouter les contraintes {gl _ 0
| =
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TRANSPARENT FACULTATIF

Transformer X en X revient a:

e transformer 6 en ¢,

e fixer la paramétrisation en ajoutant les contraintes:

Oq:O

Br=0

22



Rendre X de plein rang

~

X0=X6
110100 1 .0 .00
110100 1 .0 .00
1 10010 1.0 .10
11001 0| (p 1 .0 .1 0| (g
11000 1| | 1 .0 .01 .
11000 1| |aa| [1 .0 .0 1| |ay
101 100 |[B] |1 .1.00[].
10110 0| |p 1 .1 .00| |85
1 0101 0] \p 1 .1 .1 0] \g
1010 10 1 .1 .10
101001 1 .1 .01
1010 01 1 .1 .01

H i ot ot passer d'une
" : @2 = — paramétrisation
ﬂ? ba = By a une autre
By = Ps— D
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TRANSPARENT FACULTATIF

On transforme X en X et § en 6.
Mais on ne modifie pas les espérances.
Donc on a:

X0 =X0

D’ou le systeme d’équations qui nous permet de passer d’'une paramétrisation
générale, a la paramétrisation fixée en choisissant les contraintes

011:0

B1 =0

23



Rendre X de plein rang
Deuxieme solution :

Contraint a1 + o =0
ontralintes 61 + 62 + 63 —0
Yin 1 1.0 1 0 0 €111
5/112 1 1 0 1 0 0 £112
YYlQl 1 1.0 0 1 0 €121
: 1 1.0 0 1 0 7 '
1 1 0 0 0 1 —Q
(110 0 0 1 Qo
Tt o110 0] |—@es|T
1 01 1 0 0 B9
1 01 0 1 0 B33
1 01 0 1 0
1 01 0 0 1
Y939 1 01 0 0 1 €939
1 Al A, B B, B,

—

X0= Lb. T — Q. E +Q. 1?2) — (ﬁg -I—ﬁg) . E{ -{—,82. E -I—,Bg. B3

—

X6= p. 1+a2.(A2 — A)) + (s.(By — By) + 35.(B, — B))

1 —1

Ay —dy - Ay
B, —B - B

B, —B, - B
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TRANSPARENT FACULTATIF

Autre solution:
Utiliser un autre systeme de contraintes, plus naturel:

o) + o9 =0

Bi+ B+ B3=0

On introduit les contraintes dans 7

Utiliser ces contraintes revient a transformer X en X en rem-
placant les colonnes:

—

1 par 1
A2 par A2 — Al
B, par By — By

B3 par E; — E

. — —
et en supprimant les colonnes A; et Bj.

Cela s’appelle recentrer la matrice X.

24



Rendre X de plein rang

Yin I -1 -1 0 €11
Yie 1 -1 -1 0 €112
Yi21 I -1 0 -1 E121
: 1 -1 0 -1 :
1 -1 1 y
I S T T I e
=111 -1 0l s|T
11 -1 0| \g
1 1 0 -1
1 1 0 -1
1 1 1
Yo39 r 1 1 €939
|
1
|
Ay — Ay

By, — B, Bs;— B

Les vecteurs sont orthogonaux d’un bloc (1, A ou
B) a l'autre
B X = X recentrée
X — X <= fixer la paramétrisation
o1 + Qo =0

Bi+B+p0 =0

<> imposer les contraintes {
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TRANSPARENT FACULTATIF

X est de plein rang.

La matrice X est composée de trois blocs:
o1
o« Ay~ A
« By~ Bi. By— B

Tout vecteur d'un bloc est orthogonal a tout vecteur d'un autre
bloc:

On a décomposé P en trois sous-espaces vectoriels orthogonaux
assSoC1es:

N —
®oal,
e au facteur A,

e au facteur B.



Rendre X de plein rang

X X
1 21 -1 0
1 -1 -1 0
1 -1 0 -1
1 -1 0 —1
11 1 1 1 1 1 1 1 111\|[1-1 1 1
1 -1 -1 -1 -1-1 1 1 1 111|121 1
1-1 0 0 1 1-1-1 0 o0o11|l1 1-1 o0
0 0-1-1 1 1 0 0-1-111)]1 1-1 o0
11 0 -1
1 1 0 -1
11 11
11 1 1
12 0 0 0
o 0 12 0 0
A X =" 0 8 4
0 0 4 3

bloc diagonale , plan orthogonal
1 bloc pour chaque terme du modele :

Yin=p+a;+ 6 +cij

l

l

l

3 blocs = 3 s.e.v. orthogonaux

FPSTAT Modele linéaire
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TRANSPARENT FACULTATIF

La matrice X'X est bloc-diagonale (ou diagonale par bloc).

P est décomposé en trois sous-espaces orthogonaux:
un sous-espace vectoriel par terme du modele:

Yiigk =+ ;i + B + €iji
L

3 blocs

3 sous espaces vectoriels orthogonaux

On vérifie bien 'orthogonalité du plan.
Remarque:  X'X est facile & inverser.

Remarque pour le formateur:

C’est parce que la matrice X'X est bloc-diagonale (parce que les
trois sous-espaces vectoriels sont orthogonaux) que la décomposition
des sommes des carrés est unique (cf. cours jour 3:ANOVA).
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Rendre X de plein rang
— X'X inversible

Supprimer des colonnes de X

Solution <— contraintes =0
1 G =0
— paramétrisation fixée

Recentrer la matrice X

Solution <—> contraintes
9 a1 + Qo =0
61 + 62 -|—_ 63 =0

— paramétrisation fixée

FPSTAT Modele linéaire 5—Calcul de U'estimateur—27




TRANSPARENT FACULTATIF

Tableau récapitulatif:

deux solutions, qui correspondent a
e Deux paramétrisations,

e Deux systemes de contraites.
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Exo 1 : 1 donnée manquante
B 1 2 3
1 _ _ _
4"%. 2 o o o
11 données
X X
1 -1 —1 0
1 -1 0 —1
1 -1 0 —1
1 1 1 1 1 1 1 1 111 1 j 1 1
-1 -1-1-1-1 1 1 1 111 L1 -1 0
-1 0 0 1 1 -1 -1 0 011 L1210
O -1 -1 1 1 0 0 -1 —-111 L1 0 -1
1 1 0 —1
1 1 1 1
1 1 1 1
11 lignes
11 0 0 0
L 0 11 -1 0
XX = 0 | 7 1
0 0 4 8

bloc diagonale : FAUX , plan non orthogonal

J

FPSTAT Modele linéaire
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TRANSPARENT FACULTATIF

Supposons qu'il manque une observation, par exemple la premiere.

Remarque:
Les vecteurs colonne de X ne sont plus orthogonaux d'un bloc a
lautre.

Ce qui se traduit sur la matrice X’ X par le fait quelle n’est plus
bloc-diagonale.

Remarque pour le formateur:
On n’a donc pas unicité de la décomposition des sommes des carrés
(cf. jour 3: ANOVA). (La décomposition dépend du choix des

contraintes).
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Exo 2

A

Plan orthogonal 7

1 0 1
10 0
1100
10 1 1
X=11 011
1 010
10 1 0
1 01 0
10 1 0

X obtenue par les transformations :

o O =)k =k OO

1 —1

By —B — B,
—>B2 — B3

T et Ay —2 A sont orthogonaux alors que T et Ar — Ay

ne le sont pas

FPSTAT Modele linéaire

5—Calcul de U'estimateur—29




TRANSPARENT FACULTATIF
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1 -2 -1 -1
1
1
1
1

1 -1 -1
1 -1 -1

1
1

]

I 11111 1

1
0 -11100 -1 -1
1 -10011 -1 -1

1
-2 -2 -21111

1
0

[

18
0

bloc diagonale

_>1

1 bloc

LA

1 bloc
1 bloc

— B

5—Calcul de U'estimateur—30
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1 bloc pour chaque terme du modele
Yiie = p+o; + B+ €iji
Lol

3 blocs = 3 s.e.v. orthogonaux

plan orthogonal



TRANSPARENT FACULTATIF

On peut se rendre compte, sur la matrice X que tout vecteur
colonne d'un bloc est orthogonal a tout vecteur colonne d'un autre

bloc.

Ce qui se traduit par le fait que la matrice X' X est bloc-diagonale.

Le plan est orthogonal.
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/" Plan

B
1 2 3
1 1 1 1 3
A 2 2 2 2 6
3 3 3 9
orthogonal
car :

nb répétitions proportionnel
- d’une ligne a 'autre
- d’une colonne a 'autre

Nig = 2 Njj
J

Mijg == | M = 2N
[/

Nty = 2 Njj
®

Dans ce cas, on utilise les contraintes :

FPSTAT Modele linéaire 5—Calcul de Uestimateur—32
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TRANSPARENT FACULTATIF

Voici le plan que I’on vient d’étudier.

Remarque: Dans certains livres, on trouve ce choix de contraintes:
Z n;, o — 0
14
2n B =0
J
[l a 'avantage de rendre le plan orthogonal, mais il a I'inconvénient

de donner des hypotheses testées peu interprétables.
Jean-Marc Azais préconise le choix de contraintes:

> a; =0
2.8;=0
J
i =0
' s1 mteraction.
> i =0
J

(C’est-a-dire le choix de la somme des carrés de type I11).
Dans ce cas, le plan n’est pas orthogonal, mais les hypotheses
testées sont interprétables.

— Pig-N4j

Exemple de vérification de n;; = T, - bour 1=2,7=1:

6><3_
0 =

2

no1 —

33



/{3&14—6&2 =0 . {&1+26¥2 =0 \
so1t

301 +302+303 =0 Bi+ P+ 083 =0

X0= p. 1 +on. Al +as. Ay +01. By +. B
+05. Bs

( )

D’ou :
X0 = Lb. T —2a9. A1 +an. A -{—,81. By +/82. By — (51 + ﬁz) . B3

=pu. 1 +oz2.(Xz) —21)-1—51.(5—53))—1-52.(52)—}33

=X0

Donc, en transtormant X en X, on a bien utilisé
les contraintes :

nipo; =0
?

znyj i =0

FPSTAT Modele linéaire 5—Calcul de U'estimateur—34



TRANSPARENT FACULTATIF

Montrons que:
Transformer X en X comme on l'a fait revient bien a utiliser les
contraintes données au transparent précédent.
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