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Un premier exemple
Un deuxieme exemple (simulations)
Plan de I'exposé

Modélisation de la distribution de Zanthoxylum clava-herculis : données binaires
sur 180 especes dans I'état de Californie (données recueillies Crumpacker)

On étudie le lien entre zs = 0/1
(abs./prés.) d'une espece en fonction de 9 || o _ l
variables climatiques (x).
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Wu & Huffer (1997) : Le modele P(z; = 1) = 1-?2;7(,157,)5) ol ns = fo + Xsf1 est

insuffisant et montre la nécessité de I'introduction de I'information spatiale.
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Un premier exemple

Un deuxieéme exemple (simulations)
Plan de |'exposé

Processus de Contact (PC)
Image instant 49
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Notations

Les auto-modeéles

Théoréme de Hammersley-Clifford

Auto-modeles binaires et Gaussien

Les estimateurs de EPVC et EPVC associé au codage K

o Z={Z,s e S} : levecteur de f(S) v.a. dépendantes associé aux
sites du réseau S - les observations z = {z;,s € S}

Zpy:={Zs,sc Al pour ACS

Pour un processus spatio-temporel, Z(t) : la configuration a l'instant t

@ OJ; C S : le voisinage de s; 04 : voisinage de AC S

Un modele spatial (possible) sur réseau peut étre défini a partir de
S, d'un systeme de voisinage {Ns,s € S} associé et d'une famille de
distributions conditionnelles appropriées - Th. Hammersley-Clifford
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Théoreme de Hammersley-Clifford

Besag (1974) : Soit Q(z) = log{P(z)/P(0}. Alors P(z) =

modele est bien défini dans S si :

Les auto-modeles

Théoréme de Hammersley-Clifford

Auto-modeles binaires et Gaussien

Les estimateurs de EPVC et EPVC associé au codage K

exp(Q(2))

T, en(Q@) -

Qz) =
+220.0

s,s’,s" voisins

ZS:ZsGi(ZS) +2>0

s,s’ voisins
ZsZs! Zs" Gs,s’,s" (257 Zs!y Zs" ) +

ZsZg! Gs,s/ (257 Zs/)

P(Zs=zs|z5\s
= 25 — ep{Q(2) - Q(zzmo)}

Les auto-modeles - famille des distributions exponentielles (au plus deux

sites sont voisins)

Q(x) = 2 z:Gs(2s)

+ Z Z /Bs,s’zszs’

s,s’ voisins
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. S . exp{zs(as+Y . ep Bs’s/zs/)}
Modele binaire : = P (zzg\s) = Treplast S yen s vza)

4

T ool w0 Twen Py zi))
P(2) = sy ooty alantSoes B wz)}

ze{0,1}45

Modele gaussien : Zs | zs\s ~ G (iis + Yo gcq, Bs,s (25 — pisr), 02)
\
P() = (2n0®)"Z|B[2exp { s (2 — ) B(z — )}

B>0:diag(B)=1, Bsy =By s = —[(ss !
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La PVCs(6), noté aussi PVC(6) est :
PVCs(0) = [ P(zsl20.:0))
sese
et |'estimateur de PVC ou EPMC :
0 = arg maxy PVC(6)

Un sous-ensemble K C S de sites est un codage si les sites de K sont
indépendants conditionnellement a zg\ i ; I'EPVC associé a K est

e .0 .00 -0 0 -

O = arg maxg PVCk(0)
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De nombreux résultats existent sur la consistence des EPVC (Guyon 1995,
chapitre 5) - On suppose #(5(n)) — oo : Le "contraste” de PVC est :

U(n; 0) = — > log(P(zs|z,:6))

S 2

@ Z est un champ appartenant a la famille exponentielle (¢),
stationnaire et ergodique - Les estimateurs par Codage et PVC sont
consistent (p.s.) sous certaines conditions de régularité de ¢, S(n) et
U(n) (Guyon 1995, §5.2.1).

@ Théoréme sur les estimateurs de minimum de contraste (Théoreme
3.4.1, Guyon 1995); voir aussi Comets (1992; Th. 2.1 et 3.1)
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@ Z est un champ appartenant a la famille exponentielle (¢),
stationnaire et ergodique - Les estimateurs par Codage et PVC
vérifient le TCL sous certaines conditions de régularité de ¢, S(n) et
U(n).

e TCL pour les estimateurs de minimum de contraste (Théoreme
3.4.5, Guyon 1995); voir aussi Comets et Janzura (1998; Th. 4.1)

o Test des différences des contrastes pour les parametres (Théoréme
3.4.6, Guyon 1995)
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Les PC a temps discret
La PVC pour le PC
Résultats asymptotiques et tests

PC : Harris (1974)

@ Un modele spatio-temporel a valeurs binaires
(Z(t),t >0), Z(t) € {0,1}

» Z(t) =1 (0) : présence (absence) d'un plant au site s a l'instant t,

» Z(t) : configuration du processus a l'instant t

e PC a temps continu ou a temps discret
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Les PC a temps discret
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Définition

@ Op le voisinage de 0; 0s = s + 0o le voisinage de s

@ La probabilité de transition P(zs(t + 1)|z(t)) est invariante dans
I'espace-temps
Regles de I'évolution (de t a t + 1 - synchrone) :

a. Chaque plant disparait avec une probabilité -,

b. Un plant en vie produit un nouveau plant dans s’ € d; avec probabilité
f(s'—s),

c. Au plus un plant survit en s.

Tous les événements sont indépendants (dans I'espace-temps).
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Un PC simulé - voisinage 4 ppv
Image instant 49 Proportion de sites occupes
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PC super critique

Deux situations sont possibles :

@ PC supercritique : le processus survit avec
une probabilité positive

@ PC sous-critique : le processus disparait avec
probabilité 1

Théoreme (Convergence 2.7, 2.15 et 3.4 (Durrett, 1995))

@ Z° d’un PC supercritique ne dépend pas Z(0) (conditionnellement 3 la survie)
@ Z* est ergodique (par rapport aux translations spatiales)
@ Z(t) = P(17 < 00)do + P(7 = 00)Z>
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o Le paramétre : 0 = (v, A1,...,\p) € (0,1)PH1

e o o
e O e p:3
e o o

@ Le logarithme de la PVC normalisée : n(T) : Nbre total de sites informatifs

T-1
log PVC(T;0)

I[I PE(E+1)=()

t=0 s informatif

Condition (1) : n(T) — oo quand T — oc.
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Convergence et TCL (Guyon & Pumo 2005, 2006). Sous (1) f7 est
consistent (p.s.) et asymptotiquement gaussien :

V(T) [r(00)] 72 AT(00)(O7 — 00) % Gpy1(0, fpi).

Tests sur les parameétres. Soit HO définissant un PC d'ordre p — g >
1. Sous HO et la condition (1) : 2 - \/n(T)[—¢7(aT) + £7(67)] K
Zizl,(pfq)Jrl UﬁTX:?(]-)

Voisinage d'ordre p = 3 Voisinage sous HO (p’ = 2)
® [ ] [ ] ® ® ®
® ® x O =
[ ] L ] [ ] [ ] L ] L ]
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PC supercritique (v = 0.35, A = 0.25)

Les PC a temps discret
La PVC pour le PC
Résultats asymptotiques et tests

Validation numérique des résultats asymptotiques

sur un réseau périodique 64 x 64

Le biais et écart-type pour
T variant de 1 a 100

Besnik PUMO

Histogrammes obtenus a partir de
100 estimations
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@ Guyon et Kunsch (1992) ont comparé les estimateurs MV, PVC et
par Codage pour le modele de Ising - voir aussi Guyon 1995 (§5.3.4)

e Etude comparative par simulation - basée sur 500 simulations (Wu et
Huffer, 1997)

Paramétres  Méthode Bo (§B0) 51 (5 ﬂ1) 4 (85)
COD  0.98 (0.36) 2.04 (0.30) 1.00 (0.12)
(-1, 2, 1) PVC -0.96 (0.35) 2.04 (0.30) 0.99 (0.12)
MCMC  -0.93 (0.32) 2.06 (0.28) 0.98 (0.10)

e Etude comparative sur I'exemple (Wu et Huffer, 1997) - Le modéle :

expn .
P(Zs = zs|z5\s) = 1—ex(va)7s) oll 1s = fo + XsB1 +7 Z z
s'€0s

= (TM, TMM, ELV)

TMM : Température minimale du mois le plus froid,
TM : Temp. Moyenne du mois le plus froid, ELV : Altitude
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Méthode o (55)  TM(xétm) TMM (x=étmm) ELV (Réav) 7 (R6y)
coD 7.76 (0.88)  -4.28 (1.01) 3.99 (1.03) 0.8 (0.29) _ 4.53 (0.48)
PVC -7.05 (0.75)  -3.80 (0.94) 3.58 (0.97) -0.74 (0.26)  4.04 (0.39)
MCMC  -478 (0.26) -1.64 (0.17) 1.53 (0.16) -0.32 (0.04) 255 (0.14)

Comparaison des méthodes : Critére SAE = ST, |y; — pi| et SSE =31 (vi — pi)? :

Critére COD PVC MCMC
SAE 758.58 707.19 568.36
SSE 699.48 665.07 429.93

@ MCMC plus performant que PVC et PVC plus performant que COD
@ quand v important ceci est plus évident; sinon MCMC et PVC assez proches

© PVC ou COD exigent moins de calculs et peuvent servirent de valeurs pour initier
I"algorithme MCMC
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Simulations : v, = 0.35, A\, = 0.25

Exemple 1 - Régression auto-logistique
Exemple 2 - Processus de Contact

ol o5 A o5
PVvC 0.3572 0.0079 | 0.2434 0.0064 | ——M
K-codage | 0.3456 0.0218 | 0.2361 0.0181 . . e .
Estimations PVC et K-codage @~ |- =@ c oo
Estimation (T = 4) des paramétres et leurs o
écart-types |
o 44 b5, S 55, me | Lo
0.6 0.4 15286
0.4 0.399 0.008 0.188 0.005 13565
0.6 0.607 0.009 0.206 0.008 10452
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Voir aussi Livre de Stan Z. Li
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