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@ Toujours cette constante de normalisation...

@ Distribution "factorisable" , propriétés Markoviennes chaine-champ
@ Marginales dichotomiques

@ Le modeéle d'lsing
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@ 77 une distribution de Gibbs
(zy, -, z1) = Clexp U(zy, -, zT)

Probleme : le calcul de C.
@ Pour un modeéle d'Ising sur une mini grille 10 x 10, on doit sommer
sur 2100 termes.
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@ 77 une distribution de Gibbs
(zy, -, z1) = Clexp U(zy, -, zT)

Probleme : le calcul de C.

@ Pour un modeéle d'Ising sur une mini grille 10 x 10, on doit sommer
sur 2190 termes.

@ Algorithmes de calcul récents:

Liu, 2001. Monte Carlo strategies in scientific computing, Springer

Bartolucci, Besag, 2002. A recursive algorithm for Markov random fields,
Biometrika

Pettitt, Friel., Reeves, 2003. Efficient calculation of the normalizing constant
of the autologistic and related models on the cylinder and lattice, JRSS B.
Reeves, Pettitt, 2004. Efficient recursions for general factorisable models,
Biometrika

Friel, Rue, 2007. Recursive computing and simulation-free inference for general

factorizable models. Biometrika
Hardouin, Guyon, 2012-14 Comp. Stat.
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e Z(T)=(Z1,2»,---,2Zr) , variable temporelle (spatial en dim 1)
o E espace d’états fini a N éléments
@ Z a une distribution jointe "factorisable" (R-P 2004)

m(z, -, zr) = C texp Z hs(zs, Zs+1) (1)

On peut interpréter 7t comme une distribution de Gibbs d'énergie

UT(Zl,ZQ,..ZT) == Z hs(ZS,ZS+1)
s=1,T—-1

avec des potentiels de paires.
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marginale de 7w sur AC {1,2,---, T}

@ Tlg = Tl{s 541, ,t}

= (us,...,u) € Et=5H1
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Propriétés markoviennes

Z(T) est un champ de Markov aux 2 ppv :

_exp(he_1(ze-1,2t)+he(ze,2e41))
Mzt | 208 # 1) = £ oothtto 10 Hhila.cee)

= 7T(Zt | Zr—1, Zt+1)-

Rm : cette loi conditionnelle se calcule aisément ; mais pas les marginales,

ni C.
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Propriétés markoviennes

Z(T) est une chaine de Markov :
(zt | zs, s<t—1)=

onécrit Mi(zf)= Y  mw(z, -z, Upg1, -, UT),
ul L €ET

exp he—1(ze—1,2¢) X ; eXP(hr(erUt+1)+ZsT:7tLl hs(us:us+1))

_ Yt
N(Zt ’ %, 8 S t— 1) B ) eXP(ht—l(Zt—I,Ut)ﬁLZ;r;tl hs(usﬂlsﬂ))
ufl
= T[(Zt ’ Zt—l)-

Rm : La forme de la transition n'est pas toujours explicite, sauf dans
certains cas.
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Lien champ-chaine

On a un lien entre les paramétres du champ et ceux de la matrice de
transition P.

_ Tz | z)7(ze | ze-1)
(2t | ze-1,2041) = Y(zerr | u)m(u | ze1)
u
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Marginales dichotomiques

T=2"+1,

On pose S = S,41 ={1,2,..., T},

S, ={1,35,.. T}
S-1={1509..T} S5={1,T}.

Z(T) = (Zl, Z2, ...,ZT) sur S
(Z1, 23, ..., ZT) est une chaine de Markov de transition P2.
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Marginales dichotomiques

T=2"+1,

On pose S = S,41 ={1,2,..., T},

S, ={1,35,.. T}
S-1={1509..T} S5={1,T}.

Z(T) = (Zl, Z2, ceny ZT) sur S

(Z1, 23, ..., ZT) est une chaine de Markov de transition P2.

Avec (%), (Z1, 23, ..., ZT) est un champ de Markov aux 2 ppv de loi 7T,
lite a P?, de distrib. cond. 71,(z; | z+—2, zt42).

On itére...

(Z1,Zs,..Z7) est une Chaine de Markov de transition P* et un champ de
M de distribution 7T,_1.

etc...

jusque (Zy, Z7).
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Marginales dichotomiques

On obtient la loi jointe :
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Marginales dichotomiques

On obtient la loi jointe :
(z1, 22, ... 21) = 7(z1, 22, ... 27 | 21, 23, Z5, .., 2T) X 70(21, 23, 25, .., 2T )
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Marginales dichotomiques

On obtient la loi jointe :
(z1, 22, ... 21) = 7(z1, 22, ... 27 | 21, 23, Z5, .., 2T) X 70(21, 23, 25, .., 2T )

(z1, 22, ... 21 | 21,23, z5, .., ZT)

= 7'((22 | 21,23)71'(24 | 23,25)...71'(27'_1 | ZT_Q,ZT)

= H ﬂ(zs’Zs—lst—&-l)
seS\S,

n(z1, 23,25, .., ZT )
= 7'L'r(21,Z3,Z5,Z7, o ZT | z1, 25, 29, ..,ZT) X 7'[r(21,25,29, ..,ZT)

= I 7z | zs-1,2541) X 70, (21, 25, 29, .., 2T).
SGS,\5,71
etc...
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Marginales dichotomiques

Finalement,
7r(z].122| IZT) = H n(zs | 2571125“1’1) X H 7Tr(z_g | ZS*].!ZS+1)
seS\S, s€SA\S,-1

X... X H 7o(2zs | zs—1, Zs41) X 1 (21, 2T) .
S€52\51
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Marginales dichotomiques

En conclusion, on a un moyen de calculer

e La loi jointe 71(z1, 22, ..., ZT)
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@ Les lois marginales dichotomiques sur S;
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Marginales dichotomiques

En conclusion, on a un moyen de calculer

e La loi jointe 71(z1, 22, ..., ZT)
@ Les lois marginales dichotomiques sur S;

o Et la constante avec 71(z1,2,...,z1) = Clexp ¥ hs(zs, zs11).
s=1,T—-1
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Marginales dichotomiques

En conclusion, on a un moyen de calculer

e La loi jointe 71(z1, 22, ..., ZT)

@ Les lois marginales dichotomiques sur S;

o Et la constante avec 71(z1,2,...,z1) = Clexp ¥ hs(zs, zs11).
s=1,T—-1

@ On peut faire du max de vraisemblance, etc...
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Le modéle d'lsing

E={-1,+1}, et n(z1,2,...21) = C lexp ¥ az+ Pzszsi1.
s=1,T—-1
OnécritP:( P 1—p>.
1-9g ¢
(%) :
eﬂ2t+ﬂ(2t—12t+zt2t+1)

_ T(ze11 | ze)7(ze | ze-1)
et +B(ze-1+2e41) + e~ (a+B(ze-1+2e41)) ZTL’(ZH_l | u)7'c(u | Zt—l)

1. p 1 pq
a=—-In—etf=-In—7F——
2 g P=2 (1-p)(1—q)
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Le modéle d'lsing

Récursion descendante : pour j =r al,ona

1 1+ g2t +4Bj
&= = In “on 7
2 14 e 2%+t B
e4ﬁj+1_2"‘j+1 (]_ _ e_4/5j+1 )2
,Bj = Zln 14 (1+e*2“1+1)2

avec a1 =wetf, =P
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Le modéle d'lsing

Probléme ouvert : en dimension 2 777
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